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Econometria delas series de tiempo, cointegracion y
heter oscedasticidad condicional autoregresiva*”™

CLIVE GRANGER Y ROBERT ENGLE

1. I ntroduccion

La investigacion empirica en economia, asi como en economia financiera, utiliza
como herramienta fundamental a las series de tiempo. El reconocido trabajo
econdmico de Trygve Haavelmo, considerado como vision esténdar, consideraalas
series de tiempo econdémicas como realizaciones de procesos estocasticos. Esta
aproximacion permite al modelador €l uso de inferencia estadistica en la construccion
y comprobacion de ecuaciones que caracterizan a las relaciones entre variables
economicas. El Premio Nobel de este afio (2003), reconoce dos contribuciones que
han profundizado nuestro entendimiento de dos propiedades centrales de muchas
series de tiempo econdmicas — no estacionariedad y volatilidad variable en el tiempo-
permitiendo un gran nimero de aplicaciones.

d. 8

prE e =

4.4

4.0

5.8

L

4.2

189781 189801 18890:1 2080:1

Gréfico 1.1: Logaritmo (reescalado) del tipo de cambio yen japonés/ddlar estadounidense (linea
solida decreciente), logaritmo del indice de precios a consumidor de Estados Unidos ajustado

Este articulo ha sido tomado de la informacion oficial publicada por la Real Academia de
Ciencias con motivo de la entrega del Premio en Economia del Banco de Suecia en memoria
de Alfred Nébel, 2003.



84 CUESTIONES ECONOMICAS

estacionalmente (linea solida creciente) y logaritmo del indice de precios del consumidor de Japon
ajustado estacionalmente (linea punteada creciente), 1970:1 — 2003:5, observaciones mensuales.

La no estacionariedad, una propiedad comin de muchas series de tiempo
econémicas y financieras, significa que una variable no tiene una tendencia clara a
retornar a un valor constante o a unatendencialineal. Como un g emplo, el gréfico 1.1
muestra tres series mensuales: el valor del ddlar estadounidense expresado en yenes
japoneses, y los indices de precios del consumidor estacionalmente gjustados para
Estados Unidos y Japén. Ninguna de estas series, de las cuales los indices de
precios son considerablemente més suavizados que el tipo de cambio, parecen ser
estacionarias, en el sentido de regresar a un valor fijo o fluctuar alrededor de una
tendencia lineal (caso en que las desviaciones de la tendencia son estacionarias).
Otras variables agregadas, tales como el producto nacional bruto, el consumo, €l
empleo y los precios de los activos comparten esta propiedad. Por lo tanto, es
apropiado asumir que estas variables han sido generadas por un proceso no
estacionario y siguen tendencias estocasticas.

Un objetivo importante de la investigacion empirica en macroeconomia es probar
hipétesis y estimar relaciones, derivadas de la teoria econdémica, entre tales variables
agregadas. Lateoria estadistica, que fue aplicada adecuadamente durante | os afios 80
para construir y probar grandes model os de ecuaciones simultaneas, se basaba en €l
supuesto de gue las variables de esos modelos eran estacionarias. El problema fue
que lainferencia estadistica asociada con 10s procesos estacionarios ya no esvalida
si las series de tiempo son en efecto realizaciones de procesos no estacionarios.

Esta dificultad no fue adecuadamente comprendida entre los constructores de
modelos econométricos hace tres décadas. Actualmente esto no es asi, y a Clive
Granger se le puede acreditar este cambio de percepcion. El ha demostrado que los
modelos macroecondmicos que contienen variables estocasticas no estacionarias
pueden ser construidos en tal forma que los resultados sean estadisticamente
significativos y econdémicamente coherentes. Ademas su trabajo ha proporcionado €l
sustento para modelar en forma dindmica las variables econdmicas interrel acionadas.
Granger ha alcanzado estos avances mediante la introduccion del concepto de
variables cointegradas, €l cua ha cambiado radicalmente la manera en que los
model os empiricos de | as rel aciones macroecondémi cas son formulados actual mente.

La segunda propiedad central de las series de tiempo econdémicas, comin a
muchas seriesde
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Gréfico 1.2: Retornos diarios (daily returns) del tipo de cambio (yen / délar) y la correspondiente
media mévil a 20 dias de los cambios a cuadrado, 1986-1995. Tiempo financieras, es que su
volatilidad cambia a través del tiempo. Considere series financieras tales como la tasa de variacion
del tipo de cambio diario o €l indice accionario. Como un gjemplo, el gréfico 1.2 en su panel
superior contiene la primera diferencia de una serie del gréfico 1.1 medida con frecuencia diaria. El
panel inferior que despliega la media movil a 20 dias (cuatro $manas trading) de los retornos a
cuadrado, claramente ilustra como los periodos de alta volatilidad alternan con periodos de calma
relativa.

Lavolatilidad de los rendimientos es una cuestion clave para los investigadores
en economiafinancieray losanalistas de los mercados financieros. Los precios de las
acciones y otros activos dependen de la volatilidad esperada (estructura de
covarianza) de los rendimientos. Los bancos y otras instituciones financieras
consideran a andlisis delavolatilidad conp una parte del monitoreo de su exposicion
al riesgo. Hasta los afos 80, tanto los investigadores como |os participantes de los
mercados financieros utilizaron model os en los cuales se asumia ala volatilidad como
constante en el tiempo. Sin embargo, como ilustra el gréfico 1.2, lavolatilidad puede
variar considerablemente a través del tiempo: grandes (pequefios) cambios en los
rendimientos son seguidos por pequefios (grandes) cambios. La modelizacion y el
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prondstico delavolatilidad, por tanto, son cruciales paralos mercados financieros.
Lainvestigacion de modelos con volatilidad fue iniciada por Robert Engle quien, a
inicios de los 80, desarroll6 un nuevo concepto al cual denomind heterocedasticidad
condicional autoregresiva y su acronimo ARCH. Desde su aparicion, los modelos
construidos alrededor de este concepto se han vuelto una herramientaindispensable
para los analistas financieros, banqueros y administradores de fondos de todo el
mundo. Durante dos décadas, Robert Engle ha permanecido a frente de la
investigacion en modelos de volatilidad y ha realizado varias contribuciones
sobresalientes en esta &rea.

2. Variables econdmicas cointegradas

Los macroeconomistas construyen modelos con series de tiempo para probar
teorias econdémicas, para pronosticar y para el andlisis de politica. Tales modelos son
construidos y aplicados por economistas en universidades, instituciones de
investigacion econdémica y bancos centrales. Existe una larga tradicién de grandes
model 0s macroeconémicos construidos con cientos de ecuacionesy variables. Mas
recientemente, los pequefios modelos con solo una cantidad de ecuaciones y
variables manejables se han vuelto méas comunes. Si se considera que muchas de las
series de tiempo que los modeladores usan son no estacionarias, € manejo de tales
series requiere un nuevo enfogque y una inferencia estadistica diferente de la
inferenciatradicional desarrollada para aplicaciones de series estacionarias.

En esta seccidn, nosotros describimos las contribuciones de Clive Granger quele
[levaron a desarrollar €l concepto de cointegracion y sus aplicaciones. Empezamos
definiendo el concepto y la teoria estadistica relacionada, incluyendo el denominado
teorema de representacion de Granger. Esto es seguido por una descripcion del
método de dos pasos utilizado para probar |as relaciones de cointegracion y estimar
los sistemas de ecuaciones con variables cointegradas. Algunas extensiones del
concepto basico de cointegracion son brevemente tratadas. Finalizamos con la
discusion de aplicaciones. Lainvestigacion empirica sobre la hip6tesis de paridad del
poder de compra PPC es utilizada para demostrar como la cointegracion puede no
solamente cambiar el analisis empirico, sino ademas darle una nueva dimension.

21 Cointegracion: definicion basica

Al revisar las series de tiempo del gréfico 1.1, es apropiado asumir que han sido
generadas mediante procesos estocasti cos no estacionarios. Por un largo tiempo, fue
una préactica comun estimar ecuaciones que involucran variables no estacionarias en
los modelos macroeconémicos mediante regresiones lineales directamente. No se
comprendia en forma adecuada que probar hipétesis acerca de los coeficientes
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utilizando la inferencia estadistica estandar podriallevar a resultados completamente
espurios. En un influyente documento, Clive Granger y su asociado Paul Newbold
(Granger y Newbold (1994)) puntualizaron gue los tests de este tipo de regresiones
pueden a menudo sugerir una relacién estadisticamente significativa entre variables
donde en realidad no existe. Granger y Newbold |legaron a esta conclusion mediante
la generacion de series no estacionarias independientes, méas precisamente caminos

aleatorios.1 Ellos realizaron regresiones de esas variables entre si y observaron el
valor del estadistico t de los coeficientes estimados calculados bajo el supuesto de
gue el verdadero valor de los coeficientes es igual a cero. A pesar del hecho de que
las variables en la regresién eran independientes, los autores encontraron que la
hipétesis nula de coeficiente cero fue rechazada més frecuentemente de lo que
predice |a teoria estandar. Al mismo tiempo, ellos observaron que los residuos de la

.. . .. - 2
ecuacion estimada mostraron autocorrelacion positiva muy fuerte.

Estos resultados mostraron que muchas de las relaciones aparentemente
significativas entre las variables econémicas no estacionarias en los modelos
econométricos existentes podian ser espurias. Este trabajo fue un paso inicial en la
agenda de investigacion de Granger de los métodos desarrollados para construir
model os econométricos masrealistasy Utiles.

Los estadisticos que trabajan con modelos de series de tiempo sugirieron una
solucion sencilla a problema de la “regresién espuria’. Si las relaciones econémicas
son especificadas en primeras diferencias en vez de niveles, las dificultades
estadisticas inherentes a |l as variables no estacionarias pueden ser evitadas debido a
que las variables diferenciadas son usualmente estacionarias ain si las variables
originales no lo son. Sin embargo, las teorias econdmicas son generalmente
formuladas para los niveles de las variables antes que para las diferencias. Por
ejemplo, las teorias del consumo postulan unarelacion entre 10s niveles de consumo,
ingreso, riqueza y otras variables — y no con sus tasas de crecimiento. Un modelo
gue relacione las primeras diferencias de estas variables no haria uso completo de
estas teorias. Una aproximacién alternativa involucraria remover una tendencia lineal
delas variables y especificar las relaciones empiricas entre ellas usando variables sin
tendencia. El remover las tendencias asume, sin embargo, que las variables siguen
tendencias deterministicas separadas, 1o cual no parece redlista, dadas las graves
implicaciones de largo plazo. Los modelos econométricos dinamicos basados en las
variables sin tendencia lineal pueden ser Utiles para caracterizar la dindmica de corto
plazo de las variables econémicas pero no sus relaciones de largo plazo. Lo mismo es

Asuma que {g},t =0, 1, 2,..., es una secuencia de variables estocasticas independientes con
media cero y varianza s’y sea @ = S'; - , @ Lasecuencia {g}, t =0, 1, 2.... es entonces un
camino aleatorio (sin DRIFT).

Granger y Newbold (1974) obtuvieron sus conclusiones mediante simulacién. La teoria de
distribucién asintética valida para su experimento fue analizada mas de una década después por
Phillips (1986). Una presentacion compacta de estos desarrollos puede encontrarse en Granger
(2001).
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"~ verdad paralos model os basados solamente en primeras diferencias.
La solucién de Clive Granger a este problema puede ser ilustrada mediante la
ecuacion de regresion mas simple posible:

=+ g+ &,

donde y, eslavariable dependiente, x, es el regresor exdgeno simple, y {e} un ruido
blanco, con media cero. Granger (1981) argumenta que para poder ser significativa
una ecuacion debe ser consistente en el sentido de que “una simulacion de las
variables explicativas del lado derecho deberia producir las mejores propiedades de la
variable que esta siendo explicada’. Por gjemplo, si y; esunavariable estacional,
luego x; tiene que ser estacional, si  vaaser un ruido blanco. Para seguir con el
desarrollo de laidea, Granger (1981) definid el concepto de grado de integracion de
una variable. Si la variable z puede transformarse en estacionaria diferenciandola d
veces, es [lamada integrada de orden d, o I(d). Las variables aleatorias débilmente
estacionarias son también [(0). Muchas variables macroecondmicas pueden ser
consideradas como variables I(1): si z ~ 1(1), luego Dz ~1(0). Note que |as variables
[(1) dominan a las variables [(0). En una combinacion lineal de variables la variacion
de las primeras domina a la variacion de las Ultimas. Parailustrarlo, si z ~ () y w; ~
[(0), luego z. w; ~1(2).

Considere nuevamente la ecuacion (2.1) y asumaquex, ~1(1) y y; ~1(2). Luego,
generalmente y, - bx, ~ 1(1). Sin embargo, existe unaimportante excepcién. Si g~ 1(0),
luego vy, - bx, ~ 1(0), por tanto, la combinacion lineal vy, - bx, tiene las mismas
propiedades estadisticas que una variable 1(0). Existe solamente una de tales

combinaciones y por tanto el coeficiente b es l'mico.3 En este caso especidl, las
variables x y y; Se denominan cointegradas. En forma mas general, si una
combinacion lineal de un conjunto de variables (1) es I(0), se dice que las variables
son cointegradas. Este concepto, introducido por Granger (1981) se ha convertido en
extremadamente importante para el andlisis de las series de tiempo econémicas no
estacionarias. Una generalizacién a 1(d) variables, donde d ya no es un entero, es
también posible, en cuyo caso la combinacién lineal de las variables cointegradas
tiene que ser 1(d-d,), donde d, > 0.

La unicidad puede ser demostrada como sigue. Suponga que existen dos relaciones de
cointegracion entre las variables I(1) y; ¥y %: Vy=bx +6, j=12, by b, Sustrayendo el
Segundo desde €l primero equivale a (b, - by) X, = ey -6y

El lado izquierdo de esta ecuacion es 1(1) mientras que el lado derecho, como una diferencia de
dos variables I(0), es 1(0). Esto es una contradiccion a menos que b, = b,, en cuyo caso g, =
6.
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La importancia de la cointegracion en la modelizacion de series econdémicas no
estacionarias se clarifica en el denominado teorema de la representacién de Granger,
cuya primera formulacién se realiza en Granger y Weiss (1983). Con €l propésito de
ilustrar este resultado, considere el siguiente sistema autoregresivo bivariado de
orden p:

i

i
Ty = § 'f=1_,:-"r—_.=+§ Oyt + S

i=1 i=1

o

i
w = E Yoy Tt—j + E r‘-l_s_;yr__,;-l-.—fgr.

=1 j=1

donde x; y V; son (1) y cointegradas, y e; Y € son ruido blanco. El teorema de
representacion de Granger considera que en este caso el sistema puede ser escrito
como:

p—1 p—1

Ary = oy(yy — Bmy) + Zﬁl I,.:"':"-"'r—_r L Z 'ST,E":—"'.D'r—_r T £t
=1 =1
p—1 —1

Ay, = ag(yy — Bry) + Z Y+ Z “53_;3%-_; + Eat,
=1 =1

22)

donde al menos uno de los parametrosa, y a, se desvia de cero. Las dos ecuaciones
del sistema estén balanceadas, esto es, sus lados izquierdo y derecho son del mismo
orden de integracion, yaque Y. - bx.,~ 1(0).

Suponga que Y, - bx, =0 define una relacion de equilibrio dinamico entre dos
variables econémicasy y x. Luego y;- bx, esun indicador del grado de desequilibrio.
Los coeficientes a, y a, representan lamagnitud de la correccién del desequilibrioy
el sistema ahora se dice que esta en forma de correcciéon de errores. Un sistema
caracterizado por estas dos ecuaciones esta ademés en desequilibrio en cualquier
tiempo dado, pero tiene una tendencia intrinseca a agjustarse por si mismo hacia €l
equilibrio.

Ademas, un model o econométrico no puede ser especificado sin conocer el orden

L
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de integracion de las variables. Los tests de hipétesis de raiz unitaria (no
estacionaria) fueron desarrollados por Fuller (1976), Dickey y Fuller (1979-1981),

Phillipsy Perron (1988) y otros.4 Cuando estos tests son aplicados a cada una de las
tres series de tiempo del grafico 1.1, la hip6tesis nula de raiz unitaria no puede ser
rechazada. Pero la raiz unitaria es rechazada para las series en primeras diferencias.
Luego las series pueden ser caracterizadas como realizaciones de variables
estocésticas| (1).

Deberia mencionarse que las combinaciones lineal es de variables no estacionarias
habian aparecido en ecuaciones de econometria dinamica anteriores a trabajo de
Granger sobre cointegracion. Phillips (1957), quien acufié el término “correccion de
errores’, y Sargan (1964) fueron los precursores. La conocida ecuacion de consumo
en Davidson, Hendry, Srbay Y eo (1978), modelo denominado DHSY,, difundié laidea
entre los macroeconomistas. En su estudio, basado en series trimestrales de Gran
Bretafia, una diferencia rezagada de ¢, — y,, donde ¢, es el logaritmo del consumo
privado de bienes no durablesy y, esel ingreso privado, representd el componente
de correccion de errores. Sin embargo, estos autores no consideraron las

implicaciones estadisticas de introducir talescomponentes en sus model os.

2.2  Cointegracién: estimaciony prueba

El concepto de cointegracion no habria sido muy Util en la préctica sin unateoria
estadistica para los tests de cointegracion y para estimar parametros de sistemas
lineales con cointegracion. Granger y Robert Engle conjuntamente desarrollaron las
técnicas necesarias en su estudio influyente y clasico, Engle y Granger (1987), en el
cua la teoria de las variables cointegradas es resumida y analizada. El estudio
contiene, entre otras cosas, una prueba rigurosa del teorema de representacion de
Granger.

Engle y Granger (1987) consideran el problema de probar la hipétesis nula de no
cointegracion entre un conjunto de variables I(1). Ellos estiman los coeficientes de
una relacion estética entre esas variables mediante minimos cuadrados ordinarios y
aplican el bien conocido test de raiz unitaria de los residuos. El rechazo de la

Al diferenciar una variable con raiz unitaria se remueve laraiz unitaria.

Para una discusion del modelo DHSY usando andlisis de cointegracién, véase Hendry,
Muellbauer y Murphy (1990).

] [



GRANGER—ENGLE: ECONOMETRIA DE LASSERIESDE TIEMPO, COINTEGRACION Y 91
HETEROSCEDASTICIDAD CONDICIONAL AUTOREGRESIVA

_hipéteﬁis nula de raiz unitaria es evidencia a favor de la cointegracion. El
funcionamiento de algunos test de este tipo es comparado en el estudio.

Mas recientemente, se ha vuelto posible comprobar la hipétesis nula de que la
relacion lineal estimada entre las variables (1) es una relacion de cointegracion (los
errores de la regresion son estacionarios) contra la dternativa de no cointegracion
(los errores son no estacionarios). Las pruebas de hipétesis fueron desarrolladas por
Shin (1994), basados en los conocidos test de estacionariedad de Kwiatkowski,
Phillips, Schmidt y Shin (1992), asi como de Saikkonen y Luukkonen (1993), Xiao y
Phillips (2002), y otros.

Otra contribucién fundamental de Engle y Granger (1987) es € método de
estimacion de dos etapas para los modelos de vectores autoregresivos (VAR) con
cointegracion. Considere el siguiente modelo VAR de orden p:

a1
."i"anz ﬂﬁrxr_ 1+ Z F_E&Xr_j-l-:‘r {lf = .. I]

=1

23

donde x, es un vector n x 1 de variables I(1), ab’ esunamatriz nx n tal que las
matricesn xr a y b tengan unrangor, Gj,j=1,..., p—1, sean matrices de parametrosn
XN,y e esun vector n X 1 de ruido blanco con una matriz de covarianza definida
positiva. Si 0 < r < n, las variables en X, son cointegradas con una relacion bx, de
cointegracion r. Stock (1987) ha mostrado que bajo ciertas condiciones de
regularidad, €l estimador de minimos cuadrados de b es consistente y converge al
verdadero valor a una répida tasa T* (T es el nimero de observaciones). Por esta
razon, a b estimado se le considera como superconsistente. Utilizando este
resultado, Engre y Granger demostraron que | os estimadores de maxima verosimilitud
de los parametros restantes a y G, j=1......,p-1, obtenidos mediante el reemplazo de
b por b estimado, tienen la mismadistribucién asintética que el estimador basado en
el verdadero valor deb.

Si las variables en x son cointegradas, los parametros de (2.3) pueden ser
estimados en dos etapas: se empieza por estimar b o0, méas precisamente, el espacio de
cointegracion @ hasta la constante multiplicativa) usando una forma de minimos
cuadrados. Luego, manteniendo esa estimacion fija, se estima los parametros
remanentes mediante maxima verosimilitud. Los estimadoresde a y G , j= 1,......p-1,
son consistentes y asintéticamente normales. Las hipétesis que involucran estos
pardmetros y sus valores pueden ser comprobadas utilizando inferencia estadistica
estandar.
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Los resultados en Engle y Granger (1987) abrieron la posibilidad para una gran
cantidad de aplicaciones. Se amplié la popularidad de los modelos VAR desarrollados
por Sims (1980) para ofrecer una alternativa de model os de ecuaciones simultaneas.
Sims habia enfatizado el uso de modelos VAR irrestrictos como un medio para
modelar |as relaciones econémicas sin hacer supuestos innecesarios. Por otra parte,
un modelo VAR con cointegracion amenudo se basaen la ideade un “largo plazo”, o
equilibrio maovil, definido por la teoria econdmicay caracterizado por €l vector b'x.;
en (2.3). Las dinamicas de corto plazo representadas por las matrices de parametros
G, j=1....,p-1, son libres de restricciones. De la mismaformalo eslamatriz de gjuste
de fuerza a que describe la contribucion de los grados de desequilibrio de largo
plazo al proceso de gjuste hacia el objetivo mévil o equilibrio.

El método de dos etapas de Engle y Granger represent6 un quiebre decisivo enla
modelizacién de relaciones econdémicas utilizando series de tiempo cointegradas no
estacionarias. Entre los Ultimos desarrollos, €l trabajo de Johansen (1988, 1991)
merece especial atencion. Johansen derivo el estimador de méximaverosimilitud de b
0, Mas precisamente, el espacio atravesado por los vectores de cointegracion r en

(2.3) utilizando regresiones de rango reduci do.6 Ademas, encontro tests secuenciales
para determinar el ndmero de vectores de cointegracion. EI método de Johansen
puede ser visto como una aproximacién de segunda generacion, en el sentido de que
se construye directamente en la estimacién de maxima verosimilitud en lugar de
descansar parcia mente sobre minimos cuadrados.

2.3 Extensionesdela cointegracién

Granger y Engle, junto a varios coautores, han extendido el concepto de
cointegracién a las variables integradas estacionalmente. En el trabajo aplicado, es
muy comun tratar con series de tiempo con fuertes variaciones estacional es mediante
diferenciacién estacional. Por gjemplo, si X, es una serie trimestral no estacionaria, su
diferenciacion estacional Dy, = X — X4 puede ser 1(0). Si dos series estacionales no
estacionarias x, y Y, pueden transformarse en 1(0) mediante diferenciacion estacional
y existe una combinacion lineal 'y, - bx; ~ 1(0), entonces las dos series se denominan
cointegradas estacionalmente. Este tipo de series fueron inicialmente analizadas por
Hylleberg, Engle, Granger y Y 0o (1990).

En la préactica, €l vector b es normalizado manteniendo fijo uno de sus elementos, por tanto,

] [
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L

Granger y Lee (1990) definieron el concepto de nulticointegracién que puede ser
una herramienta muy Util cuando se modela relaciones de tipo flujo-stock. Suponga
que X, y y; son cointegradas. Entonces, la sumaacumulativa de las desviaciones de la
relacion de cointegracion vy, - bx, = 0 es necesariamente una variable 1(1). Si esta
nueva variable es cointegrada con una de las variables cointegradas originales, x; o

7
i, entonces las dos Ultimas son multicointegradas.

En muchos casos, |as desviaciones del equilibrio son explicadas por los costos de
transaccion e informacién. Granger y Swanson (1996) demuestran como tales costos
pueden ser incorporados en model os con variables cointegradas y cémo esto puede
generar un modelo de correccidn de errores no lineal. Los costos de gjuste son a
menudo abultados, y un gjuste no ocurrira a menos que la desviacion del equilibrio o
el valor deseado exceda un valor limite fijado. Granger y Swanson demuestran coémo
tales mecanismos, analizados por eemplo en modelos (S, s) para e guste de
inventarios y en los modelos de costos de menu para el ajuste de precios, pueden ser
incorporados dentro de modelos con variables cointegradas. La teoria estadistica
para este tipo de cointegracion fue delineada inicialmente por Balke y Fomby (1997),
quienes la denominaron cointegracion threshold. Para recientes desarrollos en esta
&reavéase Loy Zivot (2001).

24  Areasdeaplicacion

La cointegracion se ha convertido en una herramienta econométrica comun para
el andlisis empirico en numerosas éareas, donde las relaciones de largo plazo afectan
los valores observados actualmente: el consumo actual estd restringido por el
ingreso futuro esperado, las tasas de interés actuales de largo plazo estan
determinadas por las tasas esperadas de corto plazo, entre otros ejemplos. En tales
areas, relaciones de cointegracién potenciales pueden ser derivadas de la teoria
econdémica, comprobadas, y —si en realidad existe cointegracin- incorporadas dentro
de model os econométricos.

La relacion entre riqueza y consumo es un ejemplo donde la interaccién entre la

su estimacion, asi como la estimacion de a, son Unicas.

Por ejemplo, las ventas y la produccién en una industria pueden ser I(1) y cointegradas, en
cuyo caso, su diferencia, el cambio en inventario, es una variable 1(0). Por tanto, el nivel de
inventario (nivel inicial mas cambios acumulados) seré 1(1). Con un nivel determinado de
inventario, definido como una proporcion fija de las ventas, el inventario y las ventas podrian
ser cointegradas. Esto convierte a las variables originales, ventas y produccién, en
cointegradas.
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teoria y la préctica esta cambiando nuestra visiéon del mundo real. La vision
tradicional en muchos libros de texto es que un incremento en la riqueza causa, en
forma aproximada, un aumento en el consumo en proporcion a las tasas de interés
real. Esta magnitud también puede ser razonable en términos del denominado modelo
de ciclo de vida del consumo y los ahorros. Si esto fuera verdad, las fluctuaciones en
los mercados de acciones e inmobiliario podrian tener un fuerte impacto sobre el
consumo.

La vision tradicional, sin embargo, descansa en estudios econométricos y
modelos simulados que no distinguen adecuadamente entre perturbaciones
temporales y permanentes de la riqueza. Un estudio muy reciente de Lettau y
Ludvigson (2003) demuestra que el consumo, el ingreso laboral y la riqueza deben
estar cointegrados si los hogares observan una restriccion presupuestaria
intertemporal en su conducta de consumo. Después de comprobar que este punto de
vista tedrico concuerda con los datos, los autores estiman un modelo de correccion
de errores que presenta dos resultados. Primero, la mayoria de perturbaciones de la
riqueza se relacionan temporalmente con las fluctuaciones en el mercado de valores
y segundo, tales perturbaciones temporales tienen poco efecto en el consumo, tanto
en el corto como en € largo plazo.

Los conocidos estudios de cointegracion basados en la teoria econdémica
incluyen a Campbell y Séller (1987), quienes estudiaron las burbujas en los precios de
los activos, Campbell y Séller (1988), Cochrane (1994) y Lettau y Ludvigson (2001)
quienes investigaron la posibilidad de predecir los precios de las acciones, Campbell
(1987) que comprueba la hipétesis de que el consumo esta determinado por el ingreso
permanente, King, Plosser, Stock y Watson (1991), quienes consideran €l rol de los
shocks de productividad permanente en la economia estadounidense de la
posguerra, Johansen y Juselius (1990) quienes estudian |a demanda de dinero, y Hall,
Anderson y Granger (1992) quienes consideran la estructura de plazos de las tasas de
interés.

El estudio de los tipos de cambio y precios permite ilustrar, de una forma simple,
como la cointegracion puede transformar el analisis empirico y revelar nuevas formas
deinvestigar viejos problemas. Una proposicion bésica, formulada hace algin tiempo
por Cassel (1922), es que €l tipo de cambio se gjusta para mantener la paridad del
poder de compra (PPC): el precio de una canasta de bienes expresado en moneda
comun, deberia ser el mismo en todos los paises. (Véase Froto y Rogoff (1995) y
Sarno y Taylor (2002) parainvestigaciones de laliteratura sobre PPC, tipos de cambio
y precios). Asumiendo que existen dos paises, tenemos.

SP* =P, (24
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Donde S es €l tipo de cambio entre |la moneda doméstica y la externa, mientras
que P, y P* constituyen los niveles de precios de los bienes domésticos y
extranjeros en moneda local. Expresado de otraforma, el tipo de cambio rea SP* / P,
se asume como constante eigual a uno.

A primera vista, esta proposicion parece completamente divorciada con las
fuertes fluctuaciones en |os tipos de cambio observadas y la relativa estabilidad de
las tasas de inflacion, como se puede observar en las series del gréfico 1.1, donde se
indica que en los afios 70, al contrario de lo que propone la hipdtesis de PPC, el yen
gand fortaleza frente a délar mientras que la tasa de inflacion japonesa fue més ata
gue la tasa de inflacién norteamericana. Lainformacion ha sido menos contradictoria
después de ese periodo, pero la relacion entre el tipo de cambio fluctuante y los
niveles de precios relativamente estables debilitalateoria.

La falta de una clara relacién uno a uno entre el tipo de cambio y los precios
relativos no deberia sorprender. Primero, en el corto plazo, €l tipo de cambio est4
primariamente afectado por las expectativas y movimientos de capital.
Consecuentemente, puede tomar tiempo para que los movimientos comerciales
suavicen las desviaciones de la PPC: en el mejor de los casos, la PPC es unarelacion
de largo plazo. Segundo, las desviaciones de |la PPC podrian ser explicadas tomando
a algunos bienes como no transables, ya que ningin mecanismo obvio podria
eliminar las diferencias de precios entre tales bhienes. Tercero, los costos de
transaccion y embarque requieren pequefias diferencias de precios antes que sean
removidas por €l comercio.

L os estudios empiricos de |a hip6tesis de PPC inicialmente fueron formulados por
Cassel (1922) en su version simple. La PPC fue probada usando modelos de laforma:

s=a+b(p—p*)+ 8 (29)

donde s, esel logaritmo del tipo de cambio entre lamoneda naciona y extranjera, y p;
y p* son los logaritmos de |os niveles de precios de |os bienes internos y externos,
respectivamente. Como se havisto en (2.4), la hip6tesis nula de la PPC es equivalente
aque a= 0y b= 1 en (25). Frenked (1978, 1981), y muchos otros, estimaron
ecuaciones de este tipo. En estos articulos, la ecuacion (2.5) fue estimada mediante
minimos cuadrados ordinarios y la hipétesisb= 1 comprobada usando el estadistico t
estandar. El fuerte rechazo de la hip6tesis de PPC fue un resultado comin, a menos
para los datos de |os paises industrializados durante el periodo post Bretton Woods
con tipos de cambio flotantes. M&s alln, |os rechazos nho mostraron un patrén claro:
las estimaciones de b se desviaron de 1 haciaarribay hacia abajo. Sinembargo, estos
resultados no son adecuados ya que no toman en cuenta la supuesta no
estacionariedad de los tipos de cambio y los niveles de precios y por tanto la

L
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o posibilidad de que g~ 1(1). Ademas, |as ecuaciones estéticas del tipo (2.5) no pueden_
separar (posiblemente fuertemente) las desviaciones de corto plazo de la PPC y los
gjustes de largo plazo del tipo de cambio haciael equilibrio.

La siguiente generacion de estudios tratan explicitamente a la PPC como una
relacion de largo plazo, lo cua implica que las desviaciones de la PPC deberian seguir
un proceso estacionario. Esto viene de asumir que a= 0y b=1en (2.5) y comprobar
si es que los residuales, es decir, las desviaciones del tipo de cambio real fijo, son un
proceso |(0). Cuando este tipo de pruebas fueron aplicadas a las series de tiempo
post Bretton Woods, no se rechazé la hipotesis de raiz unitaria, como por ejemplo en
Meese y Rogoff (1988) y por tanto no se apoy6 ala PPC alin como unarelacion de
largo plazo. Una explicacién ofrecida en la literatura fue que las series de tiempo no
habian sido lo suficientemente largas para que las pruebas de raiz unitaria tengan
poder. Cuando las series se extendieron hacia atras, un siglo 0 més, la hipotesis de
raiz unitaria es efectivamente rechazada. V éase por gjemplo Frankel (1986).

Si la PPC es vdida en € largo plazo, qué rgpido seria € gjuste. Edison (1987)
examino este problema, aplicando una estructura de correccién de errores alas series
de un siglo 0 més de duracion. Esto significa estimar una ecuacion del tipo:

Mgy =a+bs —py+pi ) FolAp_y — Apl )+ e
26)

donde b mide la tasa de convergencia hacia la PPC. El resultado tipicamente sugiere
periodos de desviacion de la PPC de entre 3 y 7 afios. EI comportamiento de la
dindmica de corto plazo del tipo de cambio puede ser explicado como una
combinacion de shockstransitoriosy gjustes graduales haciala PPC.

Estos estudios de segunda generacion asumen que existe una relacion de
cointegracion entre s, p; y pe* con un vector de cointegracionb = (1, -1, 1), obtenido
de la forma ssimple de la PPC. Parece redlista, sin embargo, asumir un tipo de cambio
real con tendencia, debido alas diferentes tendencias en |os precios relativos de los

bienes transables y no transables (el denominado efecto Bal assatSamuelson).8 H

De acuerdo al efecto Balassa-Samuelson, los paises pobres crecen mas rapido que los paises
ricos, y los precios a consumidor crecen més rapido en los primeros que en los Gltimos. Una
razon es que el crecimiento mas rapido en las economias pobres se debe primariamente al
crecimiento de la productividad en el sector de bienes transables donde los precios tienden a
igualarse entre todos los paises. El fuerte crecimiento de la productividad lleva a incrementos
salariales mayores también en el sector de bienes no transables. En este sector, sin embargo, se
espera que la productividad crezca a casi la misma tasa en todas las economias. Los grandes
incrementos de salarios por tanto implican grandes crecimientos en precios de los bienes no
transables en paises pobres. Tales incrementos de precios, en efecto, aumentan la tasa de
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vector relevante de cointegracién en tal situacion es b = (1, -m nt)’ donde los
pardmetros m y n¥, si se desvian de la unidad, pueden reflejar diferentes tendencias

. . 9 .
de precios para los bienes transables y no transables. Para considerar esta
extensién, se empieza por correr laregresion

Sp=av+pp — pup 4+ 5 27

y comprobar la no estacionariedad (o estacionariedad) de los errores. Los errores
estacionarios apoyan la version mas general de la PPC. Luego, si se comprueba que
los errores son estacionarios, la dinamica completa del sistema puede ser estimada
como se discute en Engle y Granger (1987). Este proceso genera una idea de si

existen y de qué forma son las fluctuaciones del tipo de cambio arededor de la PPC
de equilibrio.

Algunos estudios de tercera generacién que usan esta aproximacion han sido
conducidos desde fines de los afios 80. Un resultado comun es que la hipétesis nula
de no cointegracion es rechazada més frecuentemente que la nula de raiz unitaria en
S - Pt + p*. Los resultados son todavia sensibles al periodo de observacién: los
datos post Bretton Woods tienden a producir estimaciones de my nf lejanas de la
unidad, mientras que los datos de todo el siglo veinte producen valores cercanos a
uno.

Las tres series de tiempo del gréafico 1.1 sirven para demostrar como la validez de
la hipétesis PPC puede ser examinada usando andlisis de cointegracion. Al estimar
los parametros de la ecuacion (2.7) se obtiene:

s = 6.63 +0.44p, — 1.07p! + 3,
28)

Los residuos estimados en (2.8) se presentan en el grafico 2.1. Tienen la
apariencia de fluctuar alrededor de cero, lo cual sugiere estacionariedad, pero
despliegan considerable persistencia, 1o cual sugiere lo opuesto. Se requiere una
prueba formal paracomprobarlo.

Culver y Papell (1999) prueban la hip6tesis PPC para algunos paises, con
cointegracion para la hipétesis nula contra la alternativa de no estacionariedad,
utilizando € test de Shin (1994). Continuando con esta aproximacion, la cointegracion

crecimiento del indice de precios agregado al consumidor en esos paises.

Esto requiere el supuesto de que el nivel de precios externo p* es exdgeno en el sentido de que
no existe retroalimentacién hacia él desde las otras dos variables. Esto restringe a un sistema
con dos ecuaciones, donde puede existir como maximo un vector de cointegracion.
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no es rechazada aun nivel del 5%. Si se concluyeques piy pi* pueden considerarse
como cointegradas, el vector b estimado = (1, -0.44, 1.07) estimado de (2.7) esun
vector de cointegracion. No es cercano a (1, -1, 1) como se requiere para la version
restringida de PPC y los datos proveen débil apoyo para unaversién general de PPC

entre Japon y Estados Unidos durante el periodo 1975—2003.10
Gréfico2.1
Residuosdelaregresion 2.8

0.8 -

—u0.6

18701 18801 18e0:1 2000:1

3. M oddando la volatilidad

Muchos economistas financieros estan preocupados con la modelizacion de la
volatilidad de los rendimientos de activos. La teoria de eleccion de portafolio intenta
derivar portafolios 6ptimos como funciones de las varianzas y covarianzas de los
rendimientos. EI modelo de valoracién de activos de capital (CAPM) y otros modelos
de valoracion de activos muestran cdmo |os inversionistas obtienen recompensa por
tomar riesgos sistematicos, por ejemplo, los riesgos relacionados con la covarianza
entre sus propios activos y los de mercado u otros factores no diversificados. Las
formulas de valoraciéon de opciones calculan los precios de las opciones y otros

10
Sin embargo, |os resultados son sensibles a la eleccion de la hipétesis nula. Los tests Dickey-

Fuller aumentados de la hip6tesis de raiz unitaria, véase Dickey y Fuller (1981), generan
valores t desde —2.3 hasta —2.5, que no son lo suficientemente pequefios para rechazar la
hip6tesis nulaa un nivel de significanciade 0.1 (el valor critico es de —2.58).
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_ L
instrumentos derivados en términos de la volatiliad de los activos subyacentes. Los
bancos y otras instituciones financieras aplican los denominados modelos de
valoracion de riesgo para estimar |0s riesgos de sus activos de mercado. Para todos
estos propositos, la modelizacién de la volatilidad o, en otras palabras, la estructura
de covarianza de los rendimientos de | os activos, es esencial.

Los economistas financieros siempre han conocido que la volatilidad en los
rendimientos tiende a agruparse y que las distribuciones marginales de muchos
rendimientos de activos son leptocurticas, lo cual significa que tienen colas més
anchas que la densidad de ladistribucion normal con lamismamediay varianza. Aln
cuando el agrupamiento temporal de los rendimientos era conocido para muchos
investigadores, los rendimientos eran modelados como independiente e
idénticamente distribuidos a lo largo del tiempo. Los ejemplosincluyen a Mandel brot
(1963) y Mandelbrot y Taylor (1967) quienes usaron la denominada distribucion

paretiana estable para caracterizar la distribucion de los rendimientos.ll La
modelizacién de Robert Engle de la volatilidad variable en € tiempo mediante la
heteroscedasticidad condicional autoregresiva (ARCH) significd un notable avance.

Nosotros empezamos esta seccién presentando el modelo ARCH basico de Engle,
algunas de sus generalizaciones y una breve aplicacion. Luego se discute sobre €l
denominado modelo ARCH en-medias (ARCH-M), donde los primeros momentos
condicionales —en aplicaciones, usualmente rendimientos esperados de activos-
estan sistematicamente relacionados con los segundos momentos condicionales
modelados mediante ARCH. Las generalizaciones multivariadas de los modelos
ARCH también son consideradas, asi como las nuevas parametrizaciones de ARCH.
Se concluye con el andlisis de valoracion de riesgos, donde los modelos ARCH
juegan un importante papel.

3.1 Heteroscedasticidad condicional autorregresiva

En la econometria de series de tiempo, quienes construyen model os generalmente
parametrizan la media condicional de una variable o un vector de variables. Suponga
que en €l tiempot se observael vector estocastico (y, x'y)’ dondey; esun escalar y x;
es un vector de variables tales que algunos de sus elementos pueden ser rezagos de
V.. Estoimplicael siguiente modelo predictivo paralavariabley;:

y. = E{ .'J'rlxr}‘ + £,
(3.1

11
Para un andlisis més profundo de las distribuciones paretianas estables y su uso en finanzas 'y

econometria, véase Rachev y Mittnik (2000).

— _
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donde la media condicional E{yxg}, tipicamente tiene una forma paramétrica,12
Hex}=E e=0,yE g =0, parat! s, esto es, {g} es una secuencia de variables
aleatorias no correlacionadas con media cero. Cuando se estima los parametros en
E{yx¢, tipicamente se asume que la varianza incondicional del término de error ges
constante o variable en el tiempo en forma desconocida. (En efecto, se asumio
varianzas constantes y covarianzas en la presentacion de estimacién de sistemas
cointegrados).

Engle (1982) considerd el supuesto aternativo que, mientras la varianza de error
incondicional —si existe- sea constante, la varianza de error condicional esvariable
en el tiempo. Esta nocién revolucionaria hizo posible explicar las caracteristicas
sistematicas en los movimientos de la varianza a lo largo del tiempo y, a posteriori,
estimar los parametros de la varianza condicional conjuntamente con |os parametros
delamediacondicional. En laliteratura no existen trabajos anteriores con este tipo de
ideas.

Engle parametrizd la varianza condicional de g en e modelo (3.1) tal que los
grandes errores positivos 0 negativos g fueran probablemente seguidos por otros
grandes errores de cualquier signo, y |os pequefios errores por pequefios errores de
cualquier signo. Mas formalmente, él asumid que g puede ser descompuesto como g
= zh*?, donde {z} es una secuencia de variables aleatorias i.i.d. con media ceroy
varianzaunitaria, y donde

|r|'r = "..'H].'{;_rl.?'_r-] = ¥y + Z I'I_.;'__r_.l_j.
i=l (32

En(3.2), e=Vy;- E{yx}, y € conjunto deinformacionF,={e;;j31},a,>0,ya; 3
0,j=1,...9

La ecuacion (3.2) define el modelo ARCH introducido en Engle (1982), donde la
varianza condicional es unafuncién de los valores pasados de | os errores cuadrados.
En este estudio clasico, Engle desarroll6 la teoria de la estimacion del modelo ARCH,
dando las condiciones para que los estimadores de méaxima verosimilitud sean
consistentes y asintéticamente normales, y presentd un test de multiplicador de
Lagrange para la hipétesis de no ARCH (tanto para la varianza condicional como
incondicional) en los erroresg .

Alternativamente, |la media condicional es una funcién no paramétrica de x,, en cuyo caso €l
enfoque es sobre |a estimacion de su forma funcional .

] [



GRANGER—ENGLE: ECONOMETRIA DE LASSERIESDE TIEMPO, COINTEGRACION Y 101
HETEROSCEDASTICIDAD CONDICIONAL AUTOREGRESIVA

3.2 Extensionesy aplicaciones

En la practica, g tiende a tener una funcion de autocorrelacion que decae en
forma relativamente lenta entre las series de rendimientos de frecuencia de
observacion suficientemente altos, en términos diarios y semanales. Una adecuada
caracterizacion de estos hechos estilizados requiere un modelo ARCH con un largo
rezago . Pero si el lado derecho de (3.2) es modificado mediante el aumento de
rezagos de la varianza condiciona h, (un rezago es a menudo suficiente), el modelo
resultante puede ser formulado con solo un pequefio nimero de pardmetros y
todavia desplegar una funcién de autocorrelacion que decae lentamente para &>
Poco tiempo después de la publicacién del estudio sobre ARCH, el estudiante
graduado de Engle, Tim Bollerslev, introdujo este tipo de modelo y lo llamé modelo
ARCH generalizado (GARCH). Este modelo tiene la siguiente forma, véase Bollerslev
(1986),

g i
o
he = ag + E ajey g+ E .fJ;l".',-_J;.
=1 =1

(33)

El moddo GARCH de primer orden (p = q = 1), ademas sugerido
independientemente por Taylor (1986), se ha vuelto el modelo ARCH mas popular en
la préactica. Comparado con €l modelo basico ARCH de Engle, e modelo GARCH es
una innovacion técnica Util que permite una especificacion parsimoniosa: el modelo
GARCH de primer orden contiene solamente tres parametros. Sin embargo, no genera
ninguna nuevavision conceptual .

La aplicacién de Engle (1982) incluye series macroecondmicas tales como la tasa
de inflacién, pero Engle répidamente se dio cuenta que €l modelo ARCH también era
muy Util para economiafinanciera. En efecto, cuando se consideraban cambios en las
series de tiempo de los precios, Mandel brot (1963) habia observado que “...grandes
cambios tienden a ser seguidos por grandes cambios —de cualquier signo—y
pequefios cambios tienden a ser seguidos por peguefios cambios...”, pero no
continué modelando los rendimientos como dependientes del tiempo. Si la media
condicional es asumida como constante, luego el modelo ARCH puede ser usado
para caracterizar series de rendimiento que contienen dependencia no lineal pero
despliegan agrupamientos de volatilidad. Si bien el modelo ARCH es usado para
modelar observaciones leptoclrticas, también puede servir para predecir la
volatilidad. Esto, en efecto, puede ser crucial paralos inversionistas quienes desean
limitar el riesgo de su portafalio.
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El panel superior del gréfico 3.1 muestra los rendimientos diarios en términos de
logaritmos (primeras diferencias de los logaritmos de | os precios de cierre diarios) del
indice de acciones Standard and Poor 500 desde €l 16 de mayo de 1995 a 29 de abril
de 2003, 2000 observaciones en total. Los periodos volétiles alternan en efecto con
periodos de relativa calma, como en el caso de las series de tipo de cambio diario del
gréfico 1.2.
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Gréfico 3.1: panel superior: rendimientos diarios logaritmicos del indice de acciones Standard and
Poor 500, 16 mayo 1995 — 29 abril 2003. Panel inferior: varianza condicional estimada para el
mismo indice mediante un modelo GARCH de primer orden (3.4).

Al gjustar un modelo GARCH alas series del gréfico 3.1. bajo el supuesto de que
los erroresz son normales (y que g son condicional mente normales) se obtiene

hy =2 % 107 + 0.0912 | 4 0.899h, ;.
(34

Lasuma de a; estimado + b, estimado es cercana a uno, que es algo comdn en
este tipo de aplicaciones. Lacondiciéna; + b; < 1 esnecesariay suficiente paraque

] [
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el proceso GARCH de primer orden sea estacionariamente débil, y el model o estimado
(3.4) satisfaga esta condicion. La varianza condicional rezagada h,; tiene un
coeficiente estimado de 0.9, lo cua significa que el 90% del shock de la varianza
permanece el siguiente dia, y €l periodo equivale a seis dias. El panel inferior del
gréfico 3.1 muestralavarianza condicional estimada h, alo largo del tiempo. Los picos
en el gréfico tienen una cola ala derecha que decrece en formarelativamente lenta, lo
cual demuestra que la volatilidad es persistente. Otra valiosa observacion es que
durante los periodos turbulentos, la varianza condicional es varias veces mas ata
gue su nivel basico. Esto sugiere que la turbulencia tendr& implicaciones précticas
para |los inversionistas cuando se predice la volatilidad de un indice accionario o de
un portafolio. Para una investigacién reciente sobre la prediccién de la volatilidad,
véase Poon y Granger (2003).

Lo que es parametrizado en (3.2) y (3.3) eslavarianza condicional. Una aternativa
propuesta por Schwert (1990) es parametrizar la desviacion estandar condicional h’2.
Esto es importante en las predicciones con modelos GARCH. Si lafuncion de pérdida
del pronosticador estd basada en el error de la media absoluta en lugar de laraiz del
error cuadrado medio, cominmente més utilizada, es natural utilizar un modelo que
parametrice la desviacion estandar condicional y ro la varianza condiciona. Un
modelo mas general contendria las dos alternativas como casos especiales. Este tipo
de modelo, denominado modelo GARCH de poder asimétrico, fue introducido por
Ding, Granjer y Engle (1993). Ellos parametrizaron un modelo condicional general h
donde d> 0. Cuando Ding et a. (1993) estimaron un modelo de poder GARCH (1,1)
para una larga serie de rendimientos diarios del indice S & P, ellos obtuvieron un d
estimado = 1.43, y ambas hipétesis nulas, d= 1y d= 1/2, fueron rechazadas. El
modelo GARCH (1,1), sin embargo, ha mantenido en forma rotunda su posicién como
el modelo GARCH maés popular en lapractica.

3.3 ARCH en mediasy ARCH en medias multivariado

Los modelos ARCH y GARCH son herramientas eficientes para estimar momentos
de segundo orden condicionales de las distribuciones estadisticas -por jemplo, las
varianzas y covarianzas. Una gran parte de la teoria financiera trata sobre la relacién
entre los segundos momentos de los rendimientos de los activos y los primeros
momentos (rendimientos esperados de activos). Parecia evidente extender los
modelos ARCH para caracterizar explicitamente esta coneccidn. Este tipo de modelo,
la primera aplicacion del ARCH alas finanzas de Engle, puede consultarse en Engle,
Lilien y Robins (1987). Engle y sus coautores consideran una economia con dos
activos, uno riesgoso y otro libre de riesgo. Asumen que el riesgo es medido como
unafuncion de la varianza condicional de los activos riesgosos. Como un resultado,
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el precio ofrecido por los agentes aversos al riesgo fluctiaalo largo del tiempo, y €l
precio de equilibrio determina la relacién media-varianza. Esto sugiere incluir un valor
positivo con una funcién monotdnicamente creciente de la varianza condicional en la
ecuacion de lamedia condicional. En su forma més simple, esto se representa como

re =8+ glh) + 24,
(35

donde r; es el rendimiento de excedente de un activo en €l tiempo t, g(h) es una
funcién de la varianza condicional h;y h, se define como en (3.2). Engle et al. (1987)
eligiv g(h)= dh?, d>0, esto es, un multiplo de la desviacién estandar condicional
de g . Las ecuaciones (3.5) y (3.2) conjuntamente definen un modelo ARCH-en-
medias. Los autores aplicaron el modelo para explicar los rendimientos excedentes
mensuales de los bonos del Tesoro de Estados Unidos a seis meses. Asumiendo
como activos libres de riesgo a los bonos del tesoro a tres meses, encuentran un
efecto significativo del componente de riesgo estimado dh? sobre e rendimiento
excedenter;.

Sin embargo, en lateoriafinancierael precio de un activo no es primariamente una
funcion de su varianza sino de su covarianza con €l portafolio de mercado (CAPM) y
otros factores de riesgo no diversificables (Teoriade Arbitraje de Precios). Aplicar el
modelo de valoracién de activos ARCH-en-media a la valoracion de varios activos
riesgosos, por tanto, implica modelar las covarianzas condicionales. En lugar del
modelo CAPM estandar, donde los agentes tienen expectativas comunes y
constantes de las medias y las varianzas de los rendimientos futuros, esta
generalizacion llevaa un CAPM condicional, donde los rendimientos esperados son
funciones de las covarianzas variables en el tiempo con el portafolio de mercado.

Bollerslev, Engle y Wooldridge (1988) construyeron un modelo GARCH
multivariado. Seart €l vector n x 1de los rendimientos excedentes reales en el tiempot
y w; el correspondiente vector de valores ponderados. De acuerdo al CAPM, €
vector de medias condicionales de |os rendimientos excedentes es proporcional ala
covarianzaentre los activosy el portafolio de mercado:

i, = 0Huwr . 36)

donde H, = [hy] esla matriz de covarianza condicional n x n, hy; eslacovarianza
condicional entre €l activo i y el activo j en €l tiempo t y d es una constante. De
acuerdo a (3.6), el rendimiento esperado de los activos cambia a lo largo del tiempo
con variaciones en la estructura de covarianza. En otras palabras, el denominado
coeficiente b en CAPM es variable en €l tiempo. La matriz  H, es parametrizada en
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"~ forma gue cada varianza condicional y covarianza tengan su propia ecuacion. Como
lo postulan Bollerslev et al. (1988), esto lleva a siguiente modelo de GARCH-en-
medias:

I'i= O + I&Hrn‘.dr_l + £

13

o

vechiH; ) = o + ZA_E".‘{'{']l{Er__EE;_J;] - ZB_,-'.'{-L-h{Hr__,-]_
i=1 i=1 3.7)

con tres activos (n = 3), el sistema (3.7) consiste de seis ecuaciones, para tres
varianzas condicionalesy tres covarianzas condicionales. Para mantener €l nimero
de pardmetros en (3.7), Bollerslev et al. (1988) hicieron dos supuestos simplificadores
consistentesen que p=q= 1 y A,y B;sean matrices diagonales. L uego, aplicaron
el modelo a datos trimestrales para tres activos: cuentas (cuentas del Tesoro a seis
meses), bonos (bonos del Tesoro aveinte afos) y acciones (indice NY SE incluyendo
dividendos). Los resultados muestran, entre otras cosas, que las varianzas
condicionalesy las covarianzas son fuertemente autorregresivas. La hipétesis de que
la matriz de covarianzas condicional H, es constante a lo largo del tiempo es
claramente rechazada, 1o cual implica que el vector de coeficientes beta en el CAPM
deberiavariar en €l tiempo.

Con €l fin de mitigar el problema préactico inherente a la estimacion de un gran
ndmero de parametros, Engle (1987) sugirié un modelo que fue mas tarde aplicado en
Engle, Ng y Rothschild (1990). En este modelo ARCH-factor el vector de rendimiento
delos activosr, sigue lasiguiente definicion

r,=BE te;. 39

donde r, tiene una estructura de factores. En la ecuacion (3.8), B esunamatriz n x k
de carga de factores, esto es, |0s parametros a ser estimadosx; son un vector k x 1 de
factores no observables, y se espera que k sea mucho menor que n. Esto implica que
la conducta dinamica de un gran nimero de rendimientos de activos es caracterizada
por un pequefio nimero de factores comunes. Se asume ahora que los errores €

13
El operador de vectores €elige las observaciones en cada columna que estan sobre la diagonal

principal y los apila sobre cada cual, empezando con la primera columna. Por ejemplo, sea

A— |0 G2
g gz |

Luego, el vector (A) = (a1, &, &)’ -
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tienen unamatriz de covarianza condiciona Y y que los factores tienen unamatriz de
covarianzas condicional L. El asumir que e y %, no estén correlacionadosllevaala
siguiente matriz de covarianzas condicional der,:

covir|Fe 1) = ¥+ BAB =¥ + )" 18,8,

j=t

(39

donde L =diag(l 4, ..... | ) y bjeslacolumnajth de B. Si se asume que cadal j; tiene
una estructura de tipo ARCH, los parametros de este modelo ARCH-factor pueden
ser estimados. La estimacion es simplificada mediante el supuesto de que los
portafolios (pesos de sus valores) son conocidos, donde esto implica conocer los
elementos de b; . La estimacion e implicaciones del modelo ARCH-factor son
discutidos en Engle et al. (1990). Ellos aplicaron un modelo de un factor (k =1 en
(3.9)) alavaloracion de cuentas del Tesoro de diferentes plazos de vencimiento.

Independientemente de Engle y sus coautores, Diebold y Nerlove (1989)
desarrollaron un modelo similar que fue exitosamente aplicado a la modelizacién de
concordancia en la volatilidad de los movimientos de las series de tipo de cambio de
siete dias. Los modelos de factores de este tipo han sido utilizados para estudiar las
relaciones entre |0s mercados de acciones internacional es.

34 Otrosdesarrollos

Desde su inicio, la teoria estadistica de los modelos ARCH ha sido ampliamente
utilizada y las aplicaciones abundan. Cientos de aplicaciones a las series de tiempo
financieras han sido enumeradas en una investigacién de Bollerslev, Chou y Corner
(1992), y estas aplicaciones han venido creciendo constantemente. Varios autores
han contribuido a la teoria de estimacién de estos modelos y han derivado
condiciones para la consistencia y normalidad asintética de los estimadores de
méxima verosimilitud en modelos ARCH y GARCH, tanto univariados como
multivariados.

Robert Engle por su cuenta ha ampliado la creciente literatura Uno de los
problemas en los modelos GARCH multivariados fue asegurar que la matriz H, de
covarianzas condicionales sea definida positiva para cada t. Engle y Corner (1995)
definieron un modelo GARCH parsimonioso donde este supuesto es satisfecho, y
gue se ha vuelto popular entre los estudiosos del tema. Engle (2002 a) ha sugerido
otro modelo GARCH multivariado con esta propiedad, el denominado modelo
GARCH dinamico de correlacion condicional. Independientemente de Engle, un
modelo similar fue desarrollado por Tsey Tsui (2002). Este modelo es una extension
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"~ del modelo GARCH de correlacién condicional constante de Bollerslev (1990).

Engle y Ng (1993) disefiaron tests de mala especificacion para los modelos
GARCH, lo cual constituye un desarrollo importante. También introducen un nuevo
concepto, la curva de impacto de las noticias. Laidea es condicionar a tiempo t
sobre la informacion disponible en t-2 y luego considerar en forma aislada el efecto
del shock e.; sobrelavarianzacondicional h,. Por tanto, diferentes modelos ARCH y
GARCH pueden ser comparados preguntando cémo la varianza condicional es
afectada por la tltima informacion, “las noticias’. Por ejemplo, la curva de impacto de
las noticias del modelo GARCH (1,1) tienelaforma

he = A+ oej

donde A= ao + bys? (s? eslavarianzaincondicional de g). Estacurvaessimétrica
con respecto a ., = 0. Otros modelos GARCH tienen curvas de impacto de noticias
asimétricas. Véase Engley Ng (1993) y Ding et al. (1993) para ejemplosy discusiones.
De acuerdo a estos model os, unagran piezade “notiticia’ negativay otra positiva de
lamismamagnitud no tienen el mismo efecto sobre la varianza condicional.

La idea origina de Engel ha generado diferentes parametrizaciones. La que se
aplica mas cominmente es el modelo GARCH exponencia de Nelson (1991), donde el
logaritmo de la varianza condicional tiene una forma paramétrica. Este fue el primer
modelo GARCH asimétrico. Mientras los modelos GARCH ordinarios requieren
restricciones paramétricas para que la varianza condicional sea positiva para todos
lost, tales restricciones no son necesarias en el modelo GARCH exponencial.

Otro model 0 que merece mencionarse en este contexto es el modelo de volatilidad
estocastica autorregresivo. Difiere de los modelos GARCH en que el logaritmo de la
varianza condicional es en si mismo un proceso estocastico. Un proceso de
volatilidad estocéstica autorregresiva de primer orden, primeramente sugerido por
Taylor (1982), tiene laforma

Inby =a+ Fnh,_, + 1,

donde h, es una “variable de varianza condicional” de valor positivoy {h;} esuna
secuencia de variables aleatorias independiente e idénticamente distribuidas con
media cero y varianza constante. EI modelo de volatilidad estocastica de gtiene una
complicacion técnica inherente. No posee una forma cerrada porque contiene dos
procesos aleatorios no observables: {z} debido aladescomposicion e=zh?,y h.
Recientemente, los modelos de volatilidad estocéstica han atraido considerable
atencion junto con el desarrollo de métodos de estimacidn numéricos efectivos para
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sus parametros. Veéase las investigaciones de Ghysels, Harvey y Renault (1996) y
Shepard (1996).

En base a la teoria de modelos ARCH, Engle recientemente consideré nuevos
modelos para el andlisis empirico de lamicroestructura del mercado. Laidea es aplicar
un modelo como el GARCH a los datos de duracién de transacciones entre 10s
comercios, lo cual es factible debido a que la duracion es una variable de valor
positivo en la misma forma que el error a cuadrado & en el modelo ARCH. En dos
contribuciones, Engle y Russell (1998) y Engle (2000), se define la denominada
duracién condicional autorregresiva (ACD), en que Engle inicia una nueva literatura
para clarificar el comportamiento de los agentes individuales en los mercados de
acciones. Estos trabajos han generado una gran cantidad de nuevos e interesantes
estudios sobre modelos ACD, que se han sucedido rapidamente.

35 Aplicacionesparavalorar € riesgo

Adicionamente a su aplicacion en lavaloracion de activos, los modelos ARCH y
GARCH han sido aplicados en otras areas de la economia financiera. Lavaloracién de
opcionesy otros derivados, donde la varianza del activo subyacente es un parametro
clave, esun érea obviade aplicacion. Véase Noh, Engley Kane (1994).

Ademés, los modelos ARCH y GARCH se han vuelto unas herramientas
populares e indispensables en las modernas operaciones de manejo de riesgo.
Actualmente, los bancos, otras entidades financieras y muchas grandes compafiias
usan el denominado andlisis de valor del riesgo. Los modelos de valor de riesgo
también son usados para calcular los requerimientos de capital para los riesgos de
mercado de acuerdo a las reglas de Basilea |l. Véase, por gemplo, € Comité de
Basilea sobre Supervisién Bancaria (1996). Para entender el concepto, considere aun
inversionista con un activo de portafolio. El inversionista quiere predecir la minima
pérdida esperada, L, de este portafolio que ocurrira a una pequefia probabilidad
dada a, durante el periodo considerado. El valor predicho de L., €l vaor deriesgo,
mide el riesgo del portafolio. Volviendo sobre 1o mismo, la prediccidon es que la
pérdida no sera méas grande que L, con probabilidad 1-a. Este concepto es una
medida natural para control de riesgos, por ejemplo en casos donde un regulador
bancario quiere asegurarse que los bancos tienen suficiente capital para que la
probabilidad de caer en insolvenciadentro del préximo mesno excedaaa.

Laatraccién del valor de riesgo es que reduce €l riesgo de mercado asociado con
un portafolio de activos a un nimero facilmente entendible. La pérdida puede ser
calculada asumiendo que la distribucion marginal de los rendimientos es constante
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sobre €l tiempo, pero —segun lo sugiere la evidencia- esto no parece realista. Sin
embargo, si la distribucién de los rendimientos es variable en €l tiempo, se requiere
un modelo para predecir los valores futuros de los momentos condicionales que
caracterizan la distribuciéon. Si se considera que este Ultimo es condicionalmente
normal, luego los primeros dos momentos, la media y la varianza, caracterizan
completamente la distribucion. Los modelos GARCH son ampliamente utilizados para
estimar la varianza de la distribucién condicional de los rendimientos requerida para
cacular la pérdida esperada (su utilizacion puede extenderse también al caso no
normal). Los investigadores a menudo usan un promedio movil ponderado
exponencialmente

he =(1—8)ef (+ Bhe1, 0< 8, < 1,

gue es un caso especia de (3.3) y, mas precisamente, del denominado modelo
GARCH integrado, introducido por Engley Bollerslev (1986).

Manganelli y Engle (2001) analizan la gran cantidad de aproximaciones a computo
del valor de riesgo. Variantes de los modelos GARCH se han constituido en
importantes componentes de este desarrollo. Por ejemplo, Engle y Manganelli (1999)
introdujeron el denominado valor autorregresivo condicional en el modelo de riesgo,
el mismo que esta basado en la idea de modelar directamente el cuantil @) de la
distribucion que esdeinterés.

Como un simple gjemplo del uso delos modelos GARCH en €l andlisis de valor de
riesgo, considere a una inversionista con un portafolio del indice S & P 500 —laserie
del gréfico 3.1- de un millén de ddlares. Asumaque ellaaplicael modelo GA RCH (1,1)
estimando (3.4) con errores normales. Lainversionista quiere estimar el monto debajo
€l cual su pérdida permanecerd con probabilidad de 0.99 al siguiente dia de abrirse €l
mercado de valores si ellaretiene el portafolio. Considere dos puntos en € tiempo: el
1 de septiembre de 1995 (viernes), cuando la varianza condicional estimada de (3.4)

logra su minimo y € 31 de julio de 2002 cuando obtiene su méximo.14 La maxima
pérdida pronosticada por € modelo GARCH para el 5 de septiembre de 1995 (martes,
después del Labor Day), equivale a $ 12.400, mientras que la suma correspondiente
parael 1 de agosto de 2002, es de $ 61.500. La diferencia entre los dos montos ilustra
la importancia de la volatilidad variable en e tiempo y del ARCH como una

Y Este ejemplo es, por supuesto, artificial en el sentido de que el modelo GARCH es estimado

para un periodo que finaliza el 29 de abril de 2003. En la préactica, la inversionista podria usar
solamente un modelo GARCH estimado para las observaciones dsponibles en el tiempo en que
el valor de riesgo es calculado.

L
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herramienta en el andlisis de valor de riesgo.

4, Otras contribuciones

Tanto Engle como Granger han realizado contribuciones valiosas en varias éreas
de la econometria de series de tiempo. Ademas de su estrecha colaboracion con
Granger para desarrollar tests de cointegracion y estimacion de técnicas para
modelos con variables cointegradas, Engle también ha realizado importantes trabajos
sobre exogeneidad, un concepto clave en la modelizacién econométrica (Engle,
Hendry y Richard (1983) y Engle y Hendry (1993)). Granger ha dejado su huella en
muchas &reas del conocimiento. Su desarrollo de una definicion estable de causalidad
(Granger (1969)) ha generado una vasta literatura. También ha contribuido a la teoria
de los modelos denominados de larga memoria que se han vuelto populares en la
literatura econométrica (Granger y Joyeux (1980)). Mas aln, Granger esta entre los
primeros en considerar €l uso de andlisis espectral (Granger y Hatanaka (1964)) asi
como los modelos no lineales (Granger y Andersen (1978)) en la investigacion de
series de tiempo econdémicas. Sus contribuciones a la teoria y la préctica de las
predicciones econdémicas son también muy valiosas. Granger y Morgenstern (1970)
es uno de los primeros articul os clasicos en esta area, mientras que Granger y Bates
(1969) puede ser considerado como €l inicio de la vasta literatura en las predicciones
combinadas.

5. Conclusion y claves parafuturaslecturas

Desde su inicio, la cointegraciéon se ha convertido en una vasta area de
investigacion. Un remarcable nimero de libros y articulos que analizan tanto
aspectos tedricos como cuantitativos han sido publicados. La cointegracion se ha
convertido en un topico estandar de los libros de texto de econometria. Engle y
Granger (1991) es una recoleccion de articulos claves, incluyendo algunas de las
referencias de este estudio. Libros de Banerjee, Dolado, Galbraith y Hendry (1993),
Johansen (1995) y Hatanaka (1996) consideran |la teoria estadistica que subyace en el
andlisis de cointegracion. Watson (1994) es una investigacion que tiene un modelo
de vectores autorregresivos general con variables no estacionarias como su punto de
partida. Una revision técnica mas amplia de la teoria estadistica de los procesos no
estacionarios que incluyen la cointegracion puede ser revisada en Tanaka (1996).

La heteroscedasticidad condicional autorregresiva ha generado, a igua que la
cointegracion, una extensa literatura y la mayoria de textos de series de tiempo y
econometria actualmente incluye una exposicién sobre este topico. Engle (1995) es
una recoleccion de estudios clave. Dentro de las investigaciones se incluye a

-
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"~ Bollersev, Engle y Nelson (1994), Diebold y Lopez (1995), Pam (1996) y Shepard
(1996). El libro de Gouriéroux (1996) discute las aplicaciones alateoria estadisticay a
lafinanciera. Finalmente, Engle (2002 b) ofrece una perspectivaal futuro.

El trabajo de Clive Granger sobre no estacionariedad de series de tiempo y el de
Robert Engle sobre volatilidad variable en el tiempo han tenido una influencia
decisiva sobre la economia aplicada y la investigacion financiera. La cointegracion y
los modelos ARCH, y los métodos que se han desarrollado alrededor de estos
conceptos, han cambiado marcadamente |la manera en que se realiza la modelizacion
econométrica.
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