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Resumen: Aqui se reporta el diseno, implementacion y evaluacion de una
actividad conformada por dos situaciones matematicas realistas enmarcadas
en el fenomeno de caida libre, en el marco de una investigacion sustentada en
la teorfa de la Educacién Matematica Realista, cuyo objetivo fue caracterizar
los niveles de matematizacion logrados por estudiantes de un curso de Calculo
Integral en el estudio del Teorema Fundamental del Calculo con el uso de
tecnologias digitales. En el analisis de los modelos creados por los estudiantes
en los tres primeros niveles de matematizacion descritos por la teoria, se evi-
dencia que, a partir de las tareas disenadas, los estudiantes logran representar
algebraicamente la relacion existente entre cantidad variable, acumulacion de
cambio y razon de cambio de acumulacion, haciendo referencia al contexto
fisico presentado. Identifican la relacion existente entre derivada e integral,
manifestando explicitamente que estan relacionadas de forma inversa, puesto
que cada una deshace lo que hace la otra, relacién que se evidencia en el
Teorema.
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Abstract: Here are reports the design, implementation and evaluation of an
activity conformed by two realistic mathematical situations framed in the phe-
nomenon of free fall, in the framework of an investigation supported by the
theory of Realistic Mathematical Education, whose objective was to character-
ize the levels of mathematization achieved by students of a course of Integral
Calculus in the study of the Fundamental Theorem of Calculus with the use of
digital technologies. In the analysis of the models created by the students in
the first three levels of mathematization described by the theory, it is evident
that, from the tasks designed, the students manage to represent algebraically
the existing relationship between variable quantity, accumulation of change
and rate of change of accumulation, referring to the physical context presented.
They identify the relationship between derivative and integral, explicitly stating
that they are inversely related, since each one undoes what the other does, a
relationship that is evidenced in the Theorem.

Keywords: Fundamental Theorem of Calculus, Mathematization, Levels of Math-
ematization.

INTRODUCCION

La articulacion entre las ideas de variacion y acumulacion que se establecen en
el Teorema Fundamental del Calculo (TFC) es compleja de comprender, pues
como lo plantean Robles, Tellechea y Font (2014) y Ponce (2006), exige la inte-
gracion de conceptos que forman parte de un razonamiento superior.

Munoz (2000) sefiala que una de las problematicas propias de la ensefan-
za del cdlculo integral consiste en la separacion entre lo conceptual y lo algo-
ritmico, puesto que en los cursos hay excesivo énfasis en el calculo de
antiderivadas, centrandose en la definicion de Cauchy o la de Riemann. Asi
mismo pasa con el estudio de la derivada, que se reduce a la memorizacion de
expresiones algebraicas y calculos algoritmicos; o que conlleva a no relacionar-
lo con fenomenos de cambio y variacion (Zambrano et al, 2019).
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Para propiciar el enlace entre lo algoritmico y lo conceptual, Mufoz (2000)
identifica como condicién necesaria el uso de situaciones problema, a partir de
las cuales se formen nociones y procedimientos asociados a los elementos
propios del calculo. Freudenthal (1991) define estas situaciones problema como
contextos y situaciones problematicas realistas, en el sentido de representables,
razonables e imaginables para los estudiantes. Dichas situaciones son las gene-
radoras de su actividad matematizadora, refiriéndose a éstas como un proceso
que conlleva a la organizacion de la realidad con medios matematicos, incluida
la matematica misma (Freudenthal, 1973).

Por otro lado, Tall y Sheath (1983) mencionan que las representaciones
estaticas y limitadas de los libros de texto, restringen la naturaleza dinamica de
los objetos y conducen a desarrollar una imagen restringida del concepto. Esta
realidad justifica la introduccion de las tecnologias digitales en los estudios de
educacion matematica, puesto que las tecnologias, tal como lo afirma Turégano,
(1998, p. 245) estan “ayudando a la formacion, transformacién de intuiciones y
a la creacion de imagenes del concepto” y favorecen el desarrollo del proceso
de representacion en relacion a fenémenos de variacion y cambio, lo que con-
lleva a considerar naturalmente los conceptos de tasa de variacion (diferencia-
cion) y cambio acumulado (integracién), conceptos que el TFC explica como
procesos inversos (Tall, 1997).

Frente a lo anterior, presentamos aqui resultados de una investigacion que
se planted como pregunta ¢Qué niveles de matematizacion alcanzan los estu-
diantes de un curso de calculo integral en la comprension del TFC mediante el
uso de tecnologias digitales?

EDUCACION MATEMATICA REALISTA

La Educacion Matematica Realista (EMR) busca favorecer en los estudiantes el
desarrollo de herramientas matematicas y la comprension de conceptos para
resolver problemas, para ello deben aprender matematicas desarrollando y apli-
cando conceptos y herramientas matematicas en situaciones realistas (represen-
tables, razonables e imaginables para ellos). En la EMR se da preponderancia
a la actividad de organizar la matematica desde la realidad, por lo tanto, la mejor
forma de aprender matematicas es haciendo, y la matematizacién es el centro
de la educacion matematica (Freudenthal, 1971).
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Treffers (1987) formula dos formas de matematizacion; I) La matematizacion
horizontal: proceso donde los estudiantes presentan herramientas que pueden
ayudar a organizar y resolver un problema del mundo real, esto es, traducir al
mundo matematico una situacion del “mundo real’, comprendiendo asi las rela-
ciones entre el lenguaje cotidiano y el matematico, Il) La matematizacion vertical:
proceso de reorganizacion dentro del propio sistema matematico. Esto es, encon-
trar atajos, probar regularidades, descubrir conexiones y estrategias para luego
usar dichos descubrimientos.

Los estudiantes pasan por diferentes niveles de matematizacion (figura 1),
desde concebir situaciones informales conectadas con el contexto, hasta alcan-
zar un nivel de esquematizacion, y finalmente tener una vision de los principios
generales detrds de un problema (Van den Heuvel-Panhuizen, 2003). Una carac-
teristica esencial de estos niveles consiste en que: la actividad matematica en
un nivel inferior se convierte en un objeto de indagacion en un nivel superior,
de manera que las acciones organizativas llevadas a cabo inicialmente de
manera informal, se vuelven acciones mas formales; en términos de Freudenthal
(1991, p. 98) “en el siguiente nivel esta actividad se hace consciente y puede
convertirse en un tema de reflexion’”.

Conocimiento
Formal
R flazicm

“Modele para”
| “Modelo de”

SITUACIONAL Contexto

£—Inderaccin = Reinvencion Guioda —3
«—— Matematizacion Vertical —

Matemotizadin Horizonlg| =

Figura 1. Niveles de Matematizacién. Bressan, et al. (2016)

El Nivel Situacional, estd asociado al uso de estrategias ligadas totalmente al
contexto de la situacion misma y, las estrategias que utilizan para dar respues-
ta a los problemas y/o descubrir la matematica existente en el contexto, se
apoyan en los conocimientos informales, el sentido comun y la experiencia. A
este proceso se le denomina matematizacion horizontal.
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Los otros niveles estan enmarcados dentro de la matematizacion vertical. Se
caracterizan por la busqueda de formulas, prueba de regularidades, formulacion
de un concepto nuevo, generalizacion, evolucion y ajuste de modelos, entre otros.

En el Nivel Referencial, se parte de la reflexion del modelo creado en nivel
situacional, aparecen las representaciones algebraicas, graficas, retoricas, las
descripciones, conceptos y procedimientos que esquematizan el problema, pero
referidos a la situacion particular. De alli que los modelos se consideren como
‘modelos de".

En el Nivel General a partir del modelo creado en el nivel Referencial, se da
lugar al surgimiento de aspectos generalizables que son utilizables en un con-
junto de problemas, donde las estrategias encontradas superan la referencia al
contexto. De alli que los modelos se consideren como ‘modelos para” la resolu-
cion de un conjunto de problemas que tienen aspectos en comun.

En el Nivel Formal a partir de la reflexion del “modelo para’, aparecen los
conceptos, procedimientos, utilizacion de conceptos, y notaciones convenciona-
les, propias de la rama de la matematica, que hacen parte de la matematica
vinculada al contexto que se venia trabajando.

Los modelos son representaciones de situaciones problema que reflejan
aspectos fundamentales de conceptos y estructuras matematicas relevantes para
la situacién problema, pero que pueden tener diversas manifestaciones (Van
den Heuvel-Panhuizen, 2003), materiales de clase, bosquejos, situaciones, esque-
mas, diagramas y simbolos, que a su vez son modelos dentro de la teoria (Gra-
vemeijer, 1994). Este término no se refiere a modelos preconstruidos e impuestos
desde la matematica formal sino a modelos emergentes, “inventados” por los
estudiantes y no por los profesores, guardan relacién con los niveles. La funcién
de los modelos es salvar la brecha entre la comprension informal conectada con
la realidad “real” e imaginada, por una parte, y 1a comprensiéon de los sistemas
formales por otra (Gravemeijer, 1994).

Para lograr que los estudiantes pasen de un nivel a otro, es necesario per-
mitirles que vean el conocimiento como propio, del que ellos mismos son res-
ponsables. En ese sentido, no se espera que los estudiantes reinventen todo por
si mismos, el énfasis esta en el proceso de aprendizaje mas que en la invencion
como tal. Por tal razon, el profesor debe guiar el proceso de descubrimiento,
mediante una interaccion donde se priorice la iniciativa de los estudiantes para
que los modelos y su evolucion se logren lo mas natural posible, entendiéndo-
se como ‘un balance sutil entre la libertad de inventar y la fuerza de guiar’
(Freudenthal, 1991). A este proceso se le conoce como Reinvencion guiada,
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provoca que cada miembro del proceso de aprendizaje reflexione a partir de las
reinvenciones de los demas (Alsina, 2009).

Ante lo anterior, se propone la realizacion de un analisis fenomenoldgico
didactico con el fin de encontrar los fendmenos, situaciones y contextos en los
cuales el objeto matematico de estudio es un organizador (Bressan, et al, 2016),
esto a través de un proceso de matematizacion desde el punto de vista de Freu-
denthal (1983). La investigacion fenomenolégica tiene como proposito mostrar
la vinculacion de conceptos y estructuras matematicas con ciertos fenémenos
que estan en su origen, vinculados con los mundos natural, cultural, social y
cientifico con la finalidad de dotar de sentido el aprendizaje de dichos concep-
tos y estructuras.

Desde el punto de vista curricular, la reinvencion guiada, en tanto actividad
de matematizacion, requiere de la fenomenologia didactica como metodologia de
investigacion, en la que se consideren fendmenos presentes en la vida de los que
se espera que aprendan (Freudenthal, 1983).

Entre los trabajos realizados en el marco de la Educacion Matematica
Realista (EMR) destacamos los de Gravemeijer y Doorman (1999), Van den
Heuvel-Panhuizen (2003), Gonzalez (2015), Henao y Vanegas (2012) y Drijvers
et al (2013), quienes utilizan la teoria para el disefo de actividades con el fin
de promover el proceso de aprendizaje de objetos matematicos especificos,
resaltando a su vez que en el diseno de las actividades, la reinvencion guiada
es uno de los aspectos principales para lograr el paso de un nivel a otro.

METODOLOGIA

El proceso metodoldgico del estudio sigui6 las orientaciones ofrecidas por la feno-
menologia didactica de Freudenthal (1983), descrita en el apartado anterior y la
metodologia propuesta por Goldin (2000) para el diseno y analisis de las tareas.

Aunque la investigacion no siguié la metodologia de estudio de caso, para
el analisis se siguieron las orientaciones de Stake (1999), quien menciona que
para el analisis y reporte de resultados se pueden seleccionar sujetos participan-
tes del estudio que exhiben evidencia de lo que se queria observar. Por esa
razon, en ocasiones se usa el término de caso para referirse a los estudiantes
de participantes del estudio de quienes se exhiben evidencias.

Para la identificacion de los contextos, fenomenos y situaciones matematicas
realistas, donde el TFC tenga sentido y sea un organizador, es importante
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analizar y responder a los cuestionamientos épara qué y a qué problemas da
respuesta el TFC? En la investigacién, de la que emerge este documento, se
realizd una revision epistemoldgica de los objetos matematicos inmersos en el
TFC, derivada e integral respectivamente. Se hizo un analisis del contenido
matematico escolar teniendo como referencia algunos libros utilizados usual-
mente en la ensenanza del calculo integral. A través de dicho analisis se logro
identificar el fenomeno de Caida Libre, donde interesan las situaciones de hallar
la distancia a partir de la velocidad y hallar la velocidad a partir de la distancia.

Para lograr la creacion de modelos y su abstraccion, dentro del proceso de
matematizacion, es necesario el uso de situaciones problematicas realistas. Por
ello, en la experiencia que aqui se reporta, se disenaron dos situaciones enmar-
cadas en el fenémeno de Caida Libre, puesto que permite establecer relaciones
entre las representaciones de la velocidad, el tiempo y la distancia. Porque como
lo afirma Edwards (1979, p. 138) “la aplicacion del tiempo y los conceptos de
movimiento al estudio de curvas condujo a Torricelli y Barrow a una comprension
intuitiva de la relacion inversa entre los problemas de tangentes y cuadraturas,
esto es, entre las operaciones de diferenciacion e integracion”.

A partir de lo anterior, consideramos pertinente referirnos a ciertos fenéme-
nos, situaciones y contextos presentes en la historia y en el contenido de estudio
del curso de calculo integral, en los cuales el TFC es un organizador. De acuer-
do con Edwards (1979), en los problemas de movimiento, la idea intuitiva del
TFC se refleja en el analisis de la razén de cambio del area bajo la curva velo-
cidad. Por este motivo en las tareas disenadas para cada situacion matematica
realista empezamos con esta idea.

Para cada situacion se disenaron tareas en el nivel Situacional y Referencial,
y para su consolidacion se disenaron tareas en el nivel General. Cada nivel esta
conformado por dos momentos. Inicialmente, se presenta a los estudiantes la
situacion matematica para que la trabajen individualmente, y luego se da espa-
cio para el principio de interaccion (como se muestra en la figura 2, donde se
indica que se discuta con los companeros). Sequidamente, se presentan tareas
individuales, para suscitar el principio de reinvencién. Después se orienta la
interaccion con el software, sus pares y el profesor, para revisar los modelos
creados en cada tarea.

Las evidencias aqui presentadas corresponden a tres estudiantes de inge-
nierias: Harold (18 anos), Arturo (17 afnos) y Juliana (17 afos) (pseudénimos).
Ellos fueron seleccionados por: haber cursado la asignatura de calculo integral
por primera vez, participar activamente del mismo, expresar sus ideas
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explicitamente ante sus companeros y, cursar en simultaneo las asignaturas de
calculo integral y fisica mecanica. Para la recoleccion de evidencias se tuvieron
en cuenta las hojas de trabajo y la videograbacién de las sesiones de la aplica-
cion de las situaciones.

La intervencion se realizd en una sesién de 4 horas fuera del horario de
clase y sin antes haber visto el TFC. El investigador (autor 1) tomo el rol de pro-
fesor guia. En la sesion, los estudiantes usaron el software Tracker, el cual les
permitio estudiar el fenomeno de caida libre a través del sequimiento manual y
automatizado de objetos a partir de videos tomados de la realidad, obteniendo
de forma inmediata informacion tabular y grafica acerca de la posicion y velo-
cidad, asi como la exploracion de ideas de variacion y acumulacion, donde
primero se enfrentaron a la situacion de “hallar la distancia a partir de la velo-
cidad" y luego a la situacion de “hallar la velocidad a partir de la distancia”.

DESCRIPCION DE LAS TAREAS Y SU IMPLEMENTACION

En este apartado se describen las tareas y la forma como se implementaron.
Ademas, se exhiben los modelos creados por Juliana en las dos situaciones
matematicas realistas en el Nivel Situacional, Referencial y General, asi como lo
ocurrido en el principio de interaccion y reinvencion guiada. Cabe resaltar que,
en este principio de interaccion, intervienen el profesor y los tres estudiantes
mencionados en la metodologia.

PRIMERA SITUACION: HALLAR LA DISTANCIA A PARTIR DE LA VELOCIDAD
Nivel Situacional

Se presenta a los estudiantes un video en Tracker en el que se suelta una pelota
a dierta altura, para que ellos lo observen y “hallen la distancia a partir de la
velocidad”.

Al promover el principio de reinvencion guiada en este nivel, se espera que
los estudiantes, a través de la realizacion de las tareas, la manipulacion tabular
y grafica de la informacion suministrada por el software, identifiquen la relacion
entre las magnitudes variables velocidad y distancia con las ideas de
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acumulacién; hallen un modelo que represente la relacion de una magnitud
variable en funcion de otra dada en un intervalo de tiempo.

1. Abra el archivo Situacién 1.1, o [N
cual muestra el video de la caida de una

pelota de temiz, que se suelta desde
1817 m de altura (primer piso del
edificioc Laboratorios Livianos de la
universidad). A partir de la velocidad,
halle 1la expresion algebraica que
representa la distancia desde el punto de
lanzamiento para cualquier instante de
tiempo t.

Discuta los resultados obtenides con sus
pan ¥ el profesor. Escriba sus

conclusiones en la hoja de trabajo.

Figura 2. Primera situacion

En la implementacioén, Juliana (J), recurre a las ideas y conocimientos previos
acerca del fenomeno de caida libre, usa las formulas fisicas para hallar la dis-
tancia y la velocidad de la pelota en cualquier instante de tiempo trayendo la
idea de que usando derivada o integral puede encontrar una magnitud cono-
ciendo la otra (figura 3). En su modelo se evidencia que relaciona el fenomeno
presentado de la caida de la pelota con el fenomeno fisico de Caida Libre y por
esta razdn la gravedad influye en el movimiento.

4 h-4841m u' Lt
G la :?“!o{ﬂ te S&_':m seria carda libe 1 la eﬁmuedﬂfl se dendria en

LN We= 0
ARLE 1}:}4.{;&?*:0{‘ e 94

g 4% - Uso | miegrdl de la pogition
b=t {obiengo in veiodled

Figura 3. Solucion J
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PRINCIPIO DE REINVENCION E INTERACCION GUIADA

En la interaccion entre pares y el profesor, Juliana no manifiesta conciencia de
la relacion entre derivada e integral, puesto que solo resalta que, usando las
formulas (figura 3) puede resolver el problema. Ella, a pesar de haber encontrado
la expresion algebraica de la velocidad y la distancia utilizando las férmulas de
caida libre, no halla la integral de la posicion para verificar si dicho resultado
corresponde a la velocidad de la pelota encontrada con la férmula.

Seguidamente, Arturo muestra su procedimiento, manifestando que la situa-
cion puede solucionarse con la idea de que “la velocidad es igual a distancia
por altura’, a lo que Juliana comenta que “no se puede usar en este caso porque
ahi no estd teniendo en cuenta la gravedad’. Con ello Arturo reconoce que la
velocidad de la pelota depende de la gravedad y que lo que ¢l considerd no se
puede usar en este fenomeno porque no cumple las condiciones necesarias

En este momento de interaccion, todos llegan a la conclusion que, para
resolver la situacion problema es necesario conocer la expresion algebraica de
la velocidad; para ello, se disenaron las siguientes tareas (figuras 4 y 5).

En la hoja de trabajo:

a Descniba el comportamiento de la velocidad de la pelota desde el puato de
lanzamiento hasta que toca el piso. Explique su respuesta

b. ;Cudl es la velocidad inicial? Explique su respuesta.

c. ;Cuil es la velocidad final? Explique su respuesta.

d. Ubiguese en la parte superior de la pantalla y en Iz opcion Ventana oprima “Vista
Derecha”, describa el comportamiento de la velocidad de la pelota desde el punto
de lanzamiento hasta que toca el piso. Explique su respuesta.

e. Represente graficamente el comportamiento de la velocidad del movimiento de
la pelota a través del tiempo.

D Ios resultados obtenid,
conclusiones en la hoja de trabajo.

COM SUS compar ¥ el prof Escriba sus

Figura 4. Modelos graficos velocidad

1.1 Halle la velocidad de la pelots en los nstantes de tiempo dados
Tiempo Velocidad
0s
0.031s
0.05s
0.145¢
0.28s
0,345
0.48s
0.6s
4

a. En Tracker, ubiquese en la parte superior de la pantalls ¥ en la opeién

Ventana oprima “Herramienta de Datos. .. (Analizar...)” ¥ maximice la
nueve ventana, oprima el boton Analyze, seleccione Ajustes. ;Coal es la
presion algebraica que rep la velocidad de la pelota?

b, Verifique las velocidades encontradas en el ftem 1.1 json iguales los
resultados? ;por qué?

Discuta los d con sus companteres y ol profesor. Escriba sus
conclusiones en la hoja de trabajo.

Figura 5. Modelos algebraicos velocidad

Ante las tareas propuestas, los estudiantes exploran la situacién en Trackery
con base en los conocimientos previos, la representacion tabular y grafica de
los puntos que representan la velocidad e interaccion entre pares, estudiante-sof-
tware y estudiante-profesor. Ellos concluyen que la velocidad de la pelota es
afectada por la gravedad (g), esto es, a medida que pasa el tiempo, la velocidad
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aumenta por la accion de la gravedad, por tanto, la expresion que representa la
velocidad de la pelota en cualquier instante de tiempo estd dada por v = gt.

i b ek e 3o sedes o e o B ol

Figura 6. Representacion en Tracker

Posteriormente, se espera que los estudiantes realicen una regresion para encon-
trar la curva de mejor ajuste para validar lo encontrado. Aqui es importante
cuestionarlos sobre: el dominio de la curva obtenida, la curva que mejor se
ajusta y su linealidad.

Al buscar la regresion de los puntos que representan la velocidad de la
pelota en cualquier instante de tiempo, el profesor debe motivarlos a la seleccion
de expresiones cuadraticas, cubicas, sinusoidales, entre otras. Ademas, cuestio-
narlos sobre la pertinencia de esas curvas para modelar el comportamiento de
la velocidad de la pelota de forma global.

En este punto, las justificaciones de los tres estudiantes en cuanto a las
formulas que representan la velocidad de la pelota no son evocadas. Mas bien,
estan basadas en el reconocimiento de la situacién, el analisis de las variables
que actuan al momento de soltar la pelota y en la velocidad con que cae. Des-
pués de verificar la expresion algebraica que representa la velocidad con la que
cae la pelota, mediante la regresion lineal, los estudiantes concluyen que ésta
es aproximadamente igual a la predicha inicialmente, dado que las condiciones
de la situacion no son ideales, pero los datos suministrados por el software se
ajustan a la realidad.

Posteriormente, se les presentan las siguientes tareas (figura 7), con el obje-
tivo de que descubran la matematica existente en la situacién problema, por
medio de la exploracion de la idea de acumulacién de cambio de la velocidad
en intervalos de tiempo y la distancia recorrida en los mismos intervalos.
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1.2 Con ayuda del archive anterior,

a. Enla prifica de la velocidad contra el tiempo ;dénde se evidencia el cambio de
Ia variable velocidad con respecto al cambio de tiempo? jqué representa
peométricaments la acumulacion del cambio de la velocidsd con respecto al
cambio de tiempo?

b. En la ventana “Herramients de Datos”, cprima el botén Mesaure y seleccicne
Area_ Halle la acomulacion del cambio de la velocidad con respecto al cambio
de tiempo dado

Intervalo de tiempo Ares
[0.1; 0.133]
0.2:0.23
[0.3:0.33
0,367 : 0.
[0:4:0.43:

€. Abra el archivo Situacida_1.2, sabiendo que r representa la distancia recornida
por la pelota desde el punic de lanzamiento a través del tiempo. Halle la
distancia recornida por la pelota en los sigusentes intervalos de tiempo.

Intervals de tiempo | Distancia
[0.1,0.133]
[0.2.0.233]
[0.3.0.333]
0.367.0.4)

[0.4.0.433]

d. Compare 1a tabla del item b con 1a tabla del item ¢, jqué relacidn existe entre
los datos contenides en ellas? Plantee una conjetura ¥ explique ampliamente.

Discuta los branides con sus 1 ¥ ¢l profesor. Escriba sus
conclusiones en [a hofa de trabajo.

Figura 7. Relacion entre velocidad y distancia con ideas de acumulacién

Con la realizaciéon de dichas tareas, los estudiantes pueden encontrar grafica y
numéricamente la acumulacion del cambio de la velocidad en algunos interva-
los de tiempo y comparar dicha informacion con la distancia recorrida en los
mismos intervalos. El software permite el calculo del area bajo la curva, la velo-
cidad en intervalos de tiempo de forma rapida y sencilla. Teniendo en cuenta
que el dominio de la funcion velocidad son los reales positivos, las areas bajo
la curva velocidad son siempre positivas.

Los estudiantes mostraron dificultades al interpretar la representacion geomé-
trica de la acumulacion del cambio de la velocidad con respecto al cambio de
tiempo; pero, gracias al principio de interaccion, lograron construir el significado
geométrico de la acumulacion del cambio.

Al momento de comparar los datos de la tabla drea con los de la tabla dis-
tancia recorrida, por la pelota en los mismos intervalos de tiempo, los estudian-
tes logran conjeturar la relacion entre la distancia recorrida por la pelota y la
velocidad utilizando la idea del area bajo la curva velocidad.

En el caso de Juliana, a pesar de que las tablas representan las magnitudes
del area y la distancia en intervalos de tiempo, ella asume la relacion de forma
general (figura 8), aclarando que el area debe ser bajo la curva velocidad contra
el tiempo, puesto que si se tiene otra curva su significado no se ajustaria al

EDUCACION MATEMATICA, VOL. 34, NUM. 1, ABRIL DE 2022 291



Ingrid Janeth Jacome Anaya, Jorge Enrique Fiallo Leal, Sandra Evely Parada Rico

contexto presentado en esta situacion; suceso que muestra la importancia de la
presencia del contexto e interpretacion del area bajo la curva en el mismo.

d) e qeseiile a lor dafos que hafle
Sedin \?] Rl LY W s o T} jl Sln‘]‘lt_l’lTP-._C
.._.IJ \os def flem b

2| avea baio la cupua ce puede
eterprela¥  como la detaneia perc
conndo ag chat wacnbles wp ¥
dalpridadad

Figura 8. Conjetura J

Con las conjeturas realizadas por los estudiantes, se muestra que el proceso de
reinvencion guiada e interaccion, juega un papel importante en el conocimien-
to de la situacion y en la busqueda de relaciones entre la velocidad y la distan-
cia, esto es, la acumulacion del cambio de la velocidad contra el tiempo,
entendiendo que el tiempo esta definido para los numeros reales positivos.

Nivel Referencial

Las tareas disefadas para este nivel (figura 9), apuntan a que los estudiantes
identifiquen y representen la distancia recorrida como la acumulacion del cambio
de la velocidad, y la relacion existente entre las magnitudes variables distancia y
velocidad con la acumulacién, asi como el planteamiento de modelos algebraicos
y/0 retoricos para encontrar una magnitud en funcion de otra magnitud dada.

e ;Qué relacion existe entre el érea bajo la curva velocidad y la distancia
recorrida en un instante de tiempo? Plantee una conjetura y explique
ampliamente.

f.  Deacuerdo con la conjetura planteada, halle la distancia de la pelota a partir de
la velocidad en cualquier instante de tiempo t. Justifique ampliamente sus
respuestas.

g. Realice el andlisis de regresion de los puntos que representan la distancia de la
pelota con respecto al tiempo, para ello, d leccione la opcion M -
Area ubiquese enr v con clic sostenido trasladela al lado derecho de la columna
t y des-seleccione la opcién marcas en la columna v, Compare los resultados
obtenidos en el item anterior con los dados por el software. [Qué puede

afi los

conchur” Expligy pli U3 resy ¥ rep H

sucesos del iteme y £
Discuta los ltndos obtenidos con sus (i ¥ el prof Escriba sus
conclusiones en la hoja de trabajo.

Figura 9. Modelos relacion entre distancia y acumulacion de cambio
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A partir del modelo realizado en el nivel situacional, se esperaba que los
estudiantes generalizaran la conjetura para instantes de tiempo, pero la pre-
gunta del item “e" (figura 9) les generd confusién, puesto que argumentaron
que en un instante de tiempo no se recorre distancia. Al preguntar éen el
instante t = 0.267s la pelota no ha recorrido nada? éla distancia recorrida es
cero? se logro que los estudiantes comprendieran mejor la pregunta, por lo
tanto, consideramos que esta pregunta debe replantearse asi: {qué relacion
existe entre el drea bajo la curva velocidad y la distancia recorrida por la pelota
hasta un instante de tiempo?

Juliana realiza un modelo retorico formal (figura 10) para describir la relacion
encontrada en el nivel situacional; menciona que hay una equivalencia con la
integral de la funcion velocidad en un intervalo de tiempo, el area bajo la curva
y la distancia recorrida; pero no explicita que son equivalentes siempre y cuan-
do sean los mismos intervalos de tiempo, hecho que aclara al momento de la
interaccion entre pares.

e lo (-'_1!\3-_-“016{ te P;;r.inrl p|3-‘1||<ldr comMo -

= Al nteqrar fa Junacn de wlocidad coy respecto al trempo,
en un intewdle de tierpo podemor encontiar o d: dlancic
fecomnda que ceria Tl @ drea AR ld iy

Figura 10. ‘Modelo de” )

PRINCIPIO DE INTERACCION Y REINVENCION GUIADA

Al momento de pedirles hallar la expresion algebraica que representa la
distancia recorrida por la pelota a partir de la velocidad para cualquier ins-
tante de tiempo, el modelo creado por Juliana y Arturo hacen referencia a:
x(t) = fZ v(t)dt, donde x(t) es la distancia recorrida, y t2 > t1.

Con el proceso de interaccion, los estudiantes reconocieron la importancia de
interpretar las representaciones algebraicas dadas y el significado de la integral
definida e indefinida, mostrando a su vez, la importancia de la situacion contexto
en la toma de decisiones al momento de desistir de la integral indefinida.

Juliana plantea el siguiente modelo algebraico (figura 11), que representa la
distancia recorrida por la pelota en el intervalo [0, t1].
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~ enyn lendhonle de dremeo,'de qeinrdn o Yo conieh N
Lo salj sendo el g - A e 3“{‘““ puderﬂ <

JIJ Vi) dl = D_is‘.aﬂciq _ stendo t‘l 1) Y t rucrtq it
Lierapo

Figura 11. ‘Modelo de” algebraico

Al comparar la expresion algebraica obtenida en el modelo de regresién y la
integral de la velocidad con respecto al tiempo de 0 a t surgieron argumentos
referidos totalmente a la situacion ubicada en el contexto real.

A pesar de las interacciones anteriores, donde se uso la integral definida para
resolver la situacién, surgieron confusiones acerca de la diferencia entre antiderivar
e integrar. Para aclarar dichas dudas, el proceso de interaccion entre pares jugo
un rol importante, puesto que llevo a los estudiantes a argumentar sus ideas y
definir el significado de integracion y antiderivacion.

De acuerdo con los modelos creados por Arturo, Harold y Juliana, los cuales
estan basados en ideas matematicas y el uso de vocabulario adecuado, podemos
concluir que es un ‘modelo de” la situacion puesto que, a partir de la reflexion
y organizacion del modelo creado en el nivel anterior, identificaron la distancia
recorrida por la pelota hasta un instante de tiempo como el area bajo la curva
velocidad en el intervalo [0, t].

SEGUNDA SITUACION: HALLAR LA VELOCIDAD A PARTIR DE LA DISTANCIA
Nivel Situacional

En este nivel se les presenta la sequnda situacion (figura 12). Los estudiantes
tienen a su disposicion el video en Tracker, las expresiones algebraicas de la velo-
cidad y distancia de la pelota con respecto al tiempo obtenidas en la solucion de
la primera situacion. El objetivo principal es que resuelvan la situacion con ayuda
de los presaberes, la experiencia y la intuicion, dando lugar a la discusion de las
soluciones dadas por sus companeros, estructuracion y organizacion de estas.
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2. A partir de la distancia, halle 1a
expresion  algebraica  que
representa la velocidad de la
pelota para cualguier instante de
tiempo £.

Discuta los resultados obtenidos
con sus compaiieros y el profesor.
Escriba sus conclusiones en la hofa
de trabajo.

Figura 12. Segunda situacion

Al enfrentarse a la segunda situacion sin interaccion ni reinvencion guiada,
Juliana representa de forma algebraica la relacion entre distancia y velocidad
directamente con la derivada (figura 13). Dado que en la situacién anterior se
habia enfrentado a las ideas de integral de la funcion velocidad contra el tiem-
po y traia la idea de que, para resolver este tipo de situaciones se puede utilizar
la derivada o la integral.

2 dr Je) = Daiie la Huncidn dicdancia con rempecty
-a‘é“ = : L {empo \-\ OblPﬂgo lo funddn \Je(o(rdad
A= 4> ) pertye. (0= 4o s - Peiivg

)= 985 7 (e fesna) = 8386t S e exprimetial)

Figura 13. Solucion J SIT2

PRINCIPIO DE INTERACCION Y REINVENCION GUIADA

Los tres estudiantes derivaron la distancia para obtener la velocidad y al solici-
tarles justificar, ellos argumentaron que al derivar la expresion algebraica de la
distancia obtienen la expresion algebraica de la velocidad.

Para promover el principio de reinvencion, se presentan tareas dirigidas para
que los estudiantes conjeturen sobre la razon de cambio promedio del area bajo
la curva velocidad (distancia) en los intervalos de tiempo dados, identificando
que se aproxima a la velocidad promedio en los mismos intervalos (figura 14).
Las tareas pueden ser ejecutadas con la informacion suministrada por Tracker,
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puesto que tienen a su disposicion los datos que representan la velocidad de
la pelota en algunos instantes de tiempo y pueden calcular el area bajo la
curva velocidad en cualesquiera intervalos.

En la ventana “Herramienta de Datos” del archivo anterior, oprima la Ctrl O ¥ abra el
archivo Ventana 1.2.
a Cuil es |2 magnitud aproximada de la velocidad que lleve la pelota cuando el
tiempo cambia de:

0.1sa0.133s
0.25a 0,233s
035403335
03675 a 0.4s
04675 a 0.55
b. Cuantifique el cambio del drea bajo la curva velocidad en cada uno de los
cambios de tiempo anteriores.

. ;Cuil ex la rapidez del cambio del drea bajo la curva velocidad en los cambios
de tiempo anteriores?

d. Compare los resultados obtenidos ea el item a con el item ¢ [Qué puede
conchar? Plantee una conjetura. Explique ampliamente sus respuestas

[ ]
e st et s et [~

Discuta los resultados obtenidos con sus compaderes y ol profesor. Escriba sus
conclusiones en la hoju de trobejo.

Figura 14. Relacion entre distancia y velocidad con ideas de variacion

Los estudiantes, con la informacién tabular dada en el software, hallan la ve-
locidad aproximada que lleva la pelota en un intervalo de tiempo determinado
relacionandolo con la velocidad promedio que lleva la pelota en dichos intervalos.

El proporcionar ejemplos cotidianos a los estudiantes y cuestionarlos acerca
del significado de la rapidez del cambio, da lugar a que hallen de forma mas
sencilla la rapidez del cambio del area bajo la curva velocidad, donde, a través
de la comparacion de la tabla que representa la velocidad aproximada vy la
rapidez del cambio del area bajo la curva velocidad. Teniendo en cuenta esto,
Juliana plantea la siguiente conjetura.

a e ocidad aprolimada €5 19y a la fapidez del cambio def
( d'réfll bajo la ca veloadad Qr:j el onbio ciPeI tHempo

Figura 15. Conjetura J

Al interactuar y discutir las conjeturas planteadas por cada uno, concluyen que:
la rapidez del cambio del area bajo la curva velocidad corresponde a la rapidez
del cambio de la distancia con respecto al tiempo, puesto que, en la primera
situacion, el area bajo la curva velocidad contra el tiempo corresponde a la
distancia recorrida por la pelota.

296 EDUCACION MATEMATICA, VOL. 34, NUM. 1, ABRIL DE 2022



Un acercamiento al Teorema Fundamental del Célculo a través de la Matematica Realista

Nivel Referencial

El objetivo principal de este nivel apunta a que los estudiantes: identifiquen y
representen la velocidad instantdanea, como la razén de cambio instantanea de
la acumulacion del cambio de la velocidad (razon de cambio instantanea de la
distancia); relacionen la velocidad con la variacién; y planteen modelos alge-
braicos de una magnitud en funcion de otra dada. Para ello se presentan las
siguientes tareas:

e. 5ilos intervalos de tiempo se hacen cada vez mas pequefios, jqué sucede con
la razdén de cambio del drea con respecto al tiempo (rapidez)? Explique
ampliamente v plantee una conjetura.

f. Halle Ia velocidad de la pelota a partir de la distancia en cualgquier instante de
tiempo t. Compare el resultado con la velocidad encontrada en la primera
sitiacion, ;Qué puede concluir?

g, Enla grafica del drea bajo la curva velocidad con respecto al tiempo (distancia
con respecto al tiempo) jqué representa geométricamente la razdn de cambio
promedio ¥ la razén de cambio instantanea?

h.  Represente graficamente los sucesos del item d y e
Discuta los resultados obtenidos con sus compan ¥ el profesor. Escriba sus
conclusiones en la hoja de trabajo.

Figura 16. Relacion entre velocidad y razon de cambio instantanea de distancia

Al presentarles la tarea del item “e” (figura 16), los tres estudiantes, de acuerdo con
la reflexion del modelo creado en el Nivel Situacional en la segunda situacion,
deducen que, si los intervalos de tiempo se hacen cada vez mas pequenos, la ra-
z6n de cambio del area con respecto al tiempo tiende a la velocidad instantanea.

Juliana, relaciona el suceso de la disminucion de la magnitud de los inter-
valos de tiempo con el limite cuando el delta del tiempo tiende a cero, expre-
sando dicho suceso de forma retérica y algebraica (figura 17). En este
momento es importante resaltar la diferencia de la notacion algebraica, del
hecho de que los intervalos de tiempo se hacen cada vez mas pequenos en la
razon de cambio promedio del diferencial de la distancia con respecto al dife-
rencial del tiempo.

Um  Ba  Glocdad en on
A0 Ay anctanie

Figura 17. ‘Modelo de” )
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Los estudiantes concluyeron que el hecho de que los intervalos de tiempo
se hagan cada vez mas pequenos afecta de forma directa a la velocidad pro-
medio; dicho suceso permite acercase a la velocidad instantanea y se denota
como un limite; pero no explicitaron su significado.

PRINCIPIO DE REINVENCION E INTERACCION GUIADA

Al discutir con los estudiantes el significado del limite expresado en las conjeturas
anteriores manifiestan que ese limite corresponde a la definicion derivada; por lo
que usan la derivada de la distancia para obtener la velocidad (figura 18). Cuando
compararon las expresiones evidenciaron que son aproximadamente iguales.

“Sea r(t) = 4,178t 1a funcién que representa Ia posicion de la pelota con respecto
al tiempo, z—: = v entonces v = 2(4,178t) de esa ecuacion se puede concluir que la

velocidad aumenta linealmente a medida que pasa el tiempo™ (Arturo)

Figura 18. Justificacion A

CONSOLIDACION DE LAS DOS SITUACIONES
Nivel General

En las tareas disenadas para este nivel (figura 19) se espera que los estudiantes:
generalicen lo encontrado en el nivel anterior; planteen una conjetura acerca
de la relacion existente entre distancia-velocidad y velocidad-distancia con los
objetos matematicos pertinentes, de acuerdo con la asociacion de las ideas de
variacion — derivada y acumulacion — integral; encuentren y representen la rela-
cion entre cantidad variable, acumulacion de cambio (integral) y razén de cambio
instantanea de acumulacion (derivada).
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3. Plantee una conjeturs acerca de la relacidn, en general, entre distancia—
velocidad vy wvelocidad-distancia. jeomo hallar una magnitud  variable
conociendo la otra? Plantee una conjetura.

a. ;La conjetura es valida para cualquier fendmeno que implique
magnitudes variables con el mismo comportamiento? Argumente ¥
justifique ampliamente sus respuestas.

b. ;[ Qué relacion hay entre cantidad variable, acumulacién de cambio (drea
bajo la curva) v razon de cambio de lacion? Justifique sus

c. Reprezente algebraicamente la relacion encontrada.
Discuta los Itados obtenidos con sus compai, ¥ el profesor. Eseviba sus
conclusiones en la hoja de trabajo.

Figura 19. Relacion entre variable, acumulacion de cambio y razon de cambio de acumulacion

Al pedirles conjeturar la relacion general entre distancia-velocidad y veloci-
dad-distancia, los estudiantes declararon las relaciones encontradas en las dos
situaciones anteriores (figura 20), mencionando que dicha relacion se cumple
siempre por el hecho de ser magnitudes que dependen del tiempo, puesto que
como nada alterara dicha variable, la velocidad y la distancia no cambiaran
abruptamente su comportamiento lineal y parabolico respectivamente.

s |4 velocidad
Para hallar [a distngia cwante fenermns ls selorido

fnjearamos de ecld manera

fq[:)-[u =
L.::iv.i..;b fenemos la dislanciy pora encontror da “locfeladl
dotiamos de esld mapd
dx gy, que Jambin g0 portria plontear aci:
at
m &4 )

Figura 20. ‘Modelo para”J

Las justificaciones anteriores, muestran la influencia del contexto en la toma de
decisiones y justificaciones de acuerdo con la reflexion de los “modelos de”
creados en el nivel Referencial.

Teniendo claras las relaciones entre las magnitudes variables involucradas
en el fenémeno de caida libre; al momento de preguntarles si dichas relaciones
se cumplen en otros fenomenos con magnitudes variables que tengan el mismo
comportamiento, Juliana afirma que la conjetura es valida en cualquier otro feno-
meno, pero siempre que se refiera a las magnitudes velocidad y distancia (figura
21), justificandolo por el hecho de que, si deriva la posicion obtiene la velocidad,
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despreciando el comportamiento de estas. A pesar de que en justificaciones verbales
manifiesta que, 1a derivada se puede interpretar como la pendiente de la recta
tangente a una curva en cualquier punto, en su afirmacion retorica afirma que
al derivar obtiene una recta tangente y esta corresponde a la velocidad, suceso
que evidencia dificultades en el proceso de comunicacion puesto que confunde
el significado de la derivada con la recta tangente al momento de escribir sus
conjeturas.

a §¢ |a roﬁe-l'ua seria wald en cualggier fenomeno Yo qug
<i derivamos la fm‘;}a'n pesicion oblendremos vna recia 4an£}i‘ﬂk’
que Seyia fo teloct

Figura 21. Respuesta |

A pesar de que en la tarea “a” (figura 19) se hace referencia a otras magnitudes
que tengan comportamiento lineal y cuadratico en fendmenos no necesaria-
mente fisicos, los estudiantes lo asociaron con el significado ubicado en el
mismo contexto, es decir, tuvieron en cuenta solo fenomenos en los cuales
estuvieran presentes las magnitudes velocidad y distancia.

PRINCIPIO DE REINVENCION E INTERACCION GUIADA

Al preguntarle a los estudiantes explicitamente sobre la relacion entre cantidad
variable, acumulacion del cambio y razén de cambio de la acumulacion, les fue
sencillo relacionar dichas ideas con la integral y derivada. A partir de los “mode-
los de” creados en las situaciones presentadas, ellos concluyen que la derivada
y la integral estan relacionadas de forma inversa, en el sentido de que lo hecho
por una la otra lo deshace.

A pesar de que Harold (figura 22) representa algebraicamente dichas relaciones,
refiriéndose a la distancia y la velocidad, y hace operaciones con ellas, concluye
de forma general que, la integral es opuesta a la derivada, sin verificar de forma
algebraica, si se cumple lo mismo al relacionar la derivada con la integral.

En la interaccion Harold manifiesta que tanto la integral como la derivada
estan relacionadas de forma inversa, dando el significado de inversa a la idea
de que, por ejemplo, al integrar una derivada obtiene la funcién original, argu-
mentado siempre sus conjeturas por el proceso algebraico realizado, donde se
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evidencia la falta de conceptualizacion de la integral indefinida, ya que no tiene
en cuenta la constante de integracion.

lglrr - ‘(L&DJ
(x) Ak = HON 5 '
LABBRYIES (dr= ) 5 ok
E I“) Lo imteq e Eu',',_,ﬁu’
o

Figura 22. “Modelo para" H

En la argumentacion dada por Arturo se evidencia la influencia del contexto al
momento de realizar su conjetura, puesto que, a partir de lo observado en el
comportamiento de las magnitudes variables velocidad y distancia con las ideas
de integral y derivada, concluye que estan relacionadas de forma opuesta,
momento en el cual, Juliana le aclara que ella no las llamaria opuestas porque
eso esta relacionado con el signo de una magnitud, para ella son inversas
porque “si hace una cosay luego la otra, se devuelve’.

Juliana (figura 23) realiza una conjetura retérica de acuerdo con las relacio-
nes establecidas en las situaciones presentadas anteriormente. A pesar de que
dichas relaciones hacen referencia a las funciones velocidad y distancia con
respecto al tiempo, su conjetura en general estd asociada a la idea de que la
derivada y la integral son inversas, refiriéndose a que si deriva una funcion
integral o si integra una funcion derivada llega a la funcién que estaba inte-
grando y derivando respectivamente.

1 -erla on g cando dorfyo wna forcdn cbingo
m[am:llﬁ:g\ (fn'! ui?l;[ § al fokeqal e reHade oy g oblener
la misma mn'rl:hd que §o habsa deritado
lo mismo e wondo Yo Tuleqio wodlquer foncrén gbl:ﬁjp un
tesollado y al domat ese rezutlade Joy a gblener la misma
cantidod que t wiearé

> por |o ankenor Yo consideraria qe son taweita s

Figura 23. ‘Modelo para” J
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REFLEXIONES Y ORIENTACIONES PARA LOS PROFESORES

Frente al objetivo de la investigacion, de la que se extrae la experiencia aqui
reportada, se obtienen las siguientes reflexiones:

302

* En la primera situacion en el Nivel Referencial, los estudiantes lograron

identificar y representar retérica y algebraicamente la distancia recorrida
por la pelota hasta un instante de tiempo t, como la acumulacion del
cambio de la velocidad desde el inicio del movimiento hasta ese instante.
Inicialmente hubo confusiones acerca del significado y las diferencias entre
la integral definida e indefinida, las cuales se aclararon gracias a la influen-
cia del contexto fisico y el analisis del efecto de las integrales en la situa-
cién. Aungue en las tareas se les pedia graficar la relacién entre la
distancia recorrida por la pelota y el area bajo la curva velocidad, solamen-
te un estudiante logré hacerlo.

En la segunda situacion del Nivel Referencial, los estudiantes crearon
modelos algebraicos y retoricos para representar la relacion de la distancia
recorrida en un intervalo de tiempo como la razon de cambio promedio; y
la distancia recorrida en un instante de tiempo como la razon de cambio
instantanea, interpretandola como el limite de la razon de cambio prome-
dio de la velocidad cuando el intervalo de tiempo tiende a cero. Asi mismo,
soportaron sus argumentos en la representacion algebraica de la relacion
entre la razon de cambio y la velocidad.

A partir de la reflexion de los ‘modelos de” los estudiantes lograron iden-
tificar y representar la relacion existente entre las magnitudes distancia y
velocidad, con las ideas de acumulacion del cambio de la velocidad y razén
de cambio de acumulacion de la velocidad.

En el Nivel General, los estudiantes identificaron la relacion existente entre
derivada e integral, manifestando de forma explicita que estan relaciona-
das de forma inversa, puesto que cada una deshace lo que hace la otrg;
sin embargo, los estudiantes no llegaron a establecer que la ‘integral de
la funcion derivada no es la funcion original, sino que se diferencian en
una constante” por tanto no se puede concluir que la comprension del TFC
es plena, motivo por el cual se considera que al trabajar hasta el nivel
Formal puede llegarse a la comprension plena del mismo, puesto que, en
dicho nivel, a partir de la reflexion del “modelo para” puede cuestionarse
y/0 validarse lo encontrado.
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Respecto a las tareas disenadas, debemos mencionar que el tiempo es uno
de los limitantes principales, puesto que para cada fenémeno se dedicaron 4
horas de clase, sin embargo, con la implementacion de uno de ellos, considera-
mos que se logra introducir el TFC a partir del estudio de situaciones matema-
ticas realistas.

Implementar el EMR requiere un estudio riguroso de los fenéomenos que den
cuenta de los objetos matematicos de estudio. Actualmente, el uso de las nuevas
tecnologias puede ofrecer oportunidades que permiten un acceso ilimitado a
sistemas de informacién y bases de datos que resultan utiles en la busqueda
de situaciones matematicas realistas.

Promover el principio de interaccion e invencion guiada, es fundamental para
que el paso de un nivel de matematizacion a otro se dé de forma natural, por
tal razon, el papel del profesor debe ser de mediador y guia en el proceso de
interaccion. En este sentido, se tienen tres tipos de interaccion, estudiante-
software, estudiante—estudiante y estudiante—profesor. Antes de realizar cualquier
tipo de ellas, es necesario que el estudiante se enfrente a la situacion de forma
individual para asi fomentar el uso de sus presaberes y con la interaccion, poder
direccionarlo hacia el nivel Referencial y General.
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