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Resumen: En este articulo se discuten fenomenos relativos a la produccion
matematica de los estudiantes cuando estan trabajando con sus computadoras
resolviendo problemas de funciones. El recorte que se seleccion6 se ubica en
una investigacion colaborativa entre profesores de escuela secundaria y docen-
tes-investigadores de la Universidad Pedagogica Nacional. En el transcurso de
la investigacion se disen6 una secuencia de actividades para la introduccion al
concepto de funcion, a partir de una situacién geométrica dinamica presentada
en un archivo GeoGebra. Los fenémenos estudiados en este articulo refieren a
episodios que tuvieron lugar en las aulas donde se implementé. Cada episodio
refiere a alumnos interactuando entre ellos y con la pantalla de la computadora
en la cual estan trabajando. En nuestro analisis mostraremos la mutua retroali-
mentacion entre el contenido de la discusion que sostienen los estudiantes, las
nuevas acciones que realizan en la computadora y los cambios que se producen
en las representaciones en la pantalla a partir de ellas.
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Abstract: This article discusses phenomena related to the mathematical pro-
duction of students when solving function problems on their computers. The
selected scope consists of a collaborative investigation between secondary
school teachers and teacher-researchers of the Universidad Pedagogica Nacio-
nal. In the course of the research, a sequence of activities was designed to
introduce the concept of function, based on a dynamic geometric situation
presented in a GeoGebra file. The phenomena studied in this article refer to
events that took place in the classrooms where it was implemented. Each event
refers to students interacting with each other and with the computer screen on
which they are working. In our analysis we will describe the feedback among
the content of the discussion held by the students, the new actions they perform
on the computer and the changes that occur in the screen representations
based on them.

Keywords: Teaching of functions, classroom’s work whit GeoGebra, represen-
tations on the screen, collaborative research.

1. INTRODUCCION

En este articulo presentaremos los resultados de nuestro trabajo de investiga-
cién® en torno a la incorporacion de la computadora, en el marco de la ense-
fanza de las funciones en los primeros anos de la Educacién Secundaria (ES)
(alumnos de 12 a 14 anos).

La investigacion se desarrollo en el seno de un Grupo Colaborativo (GC)
integrado por profesores de Matematica de ES y docentes-investigadores de la
Universidad Pedagdgica Nacional (UNIPE). Nos propusimos, en forma colabora-
tiva, disenar, implementar y estudiar en su funcionamiento una propuesta para
el aula que integre la computadora al trabajo matematico de los estudiantes en

® El presente articulo fue elaborado en el marco de dos proyectos de investigacion: Uno de ellos en la
Programacion Cientifica 2016-2017 - UNIPE y el sequndo PICTO (2019-2020) - FONCYT-ANPCyT. Agradecemos
a ambas instituciones por el apoyo recibido.

8 EDUCACION MATEMATICA, VOL. 33, NUM. 3, DICIEMBRE DE 2021



El papel de las representaciones en la pantalla de GeoGebra en el trabajo matematico del aula..

torno a la modelizacion con funciones. A partir de la decisioén de incorporar en
el diseno el software libre GeoGebra, analizamos los desafios que debe afrontar
la ensenanza cuando asume la posicion de preservar el rol de productor de
conocimientos matematicos de los estudiantes. En ese sentido, el diseno con-
templa la gestion docente de espacios de intercambio y produccion colectiva de
conocimientos en los cuales intervienen procedimientos de resolucion realizados
con la computadora. Frente a este escenario, donde se despliegan nuevos tipos
de tareas, nuevos asuntos a discutir y nuevas formas de organizar la dinamica
de la clase, consideramos que los resultados de nuestro estudio aportan ele-
mentos para comprender la riqueza potencial de un tipo de trabajo que resulta
impensable sin la utilizacion de recursos tecnolégicos.

En el marco del trabajo colaborativo, se disefi¢” una secuencia de actividades
que fue implementada en las aulas donde ensefan algunos integrantes del grupo,
se observd y analizo lo sucedido en esas clases, se ajusto la propuesta y se volvio
a implementar. En este proceso iterativo —que distingue todas las investigaciones
llevadas adelante por el grupo— identificamos tres planos® de trabajo:

— La reflexion sobre el propio dispositivo de trabajo grupal, que se va modificando
en la busqueda de la conformacién genuina de un grupo colaborativo.

— La produccién colaborativa de una secuencia de ensenanza para un determinado
tema del curriculo con la incorporacion de la computadora a las actividades dise-
nadas, y su implementacion en algunas de nuestras aulas.

— El estudio de fendmenos relativos al trabajo matematico con computadora en el
aula, a partir de los materiales recogidos durante la implementacion.

En relacion con el primer plano identificado, en la seccion 3 abordaremos aspec-
tos generales de la organizacion de la investigacion colaborativa y algunas
reflexiones acerca de la construccion de la colaboracion.

En cuanto al segundo plano, en la seccion 4 presentamos aspectos genera-
les de la secuencia disenada, resaltamos las diversas representaciones puestas
en juego y mencionamos diferentes tareas que deberan realizar los estudiantes.

7 Entendemos que la tarea de disefio de actividades para el aula incluye: un analisis de estas, el des-
pliegue de un espacio de posibles respuestas de los alumnos y la organizacion de la ensefnanza tanto
respecto de los medios a utilizar como de la gestion docente de los espacios de discusion colectiva.

8 Estos tres planos se van desplegando en simultaneo y el avance en uno de ellos aporta elementos y
preguntas para el trabajo en los otros.

EDUCACION MATEMATICA, VOL. 33, NUM. 3, DICIEMBRE DE 2021 9



Marina Andrés, Maria Teresa Coronel, Enrigue Di Rico, Juan Pablo Luna, Carmen Sessa

Respecto al tercer plano, que es el foco de interés en este articulo, en la
seccion 5 presentamos tres episodios de aula. El andlisis que realizamos sobre
los mismos nos permitio identificar diferentes fendmenos inherentes al uso de
la computadora, que trascienden el trabajo con esta propuesta en particular.

A continuacion, en la seccion 2, daremos cuenta de las referencias teoricas
que dan un marco tanto a las tareas de diseno como a la etapa de analisis. En
particular, nos detendremos en algunos autores que abordan el papel de las
representaciones cuando esta involucrada la pantalla de una computadora.

2. ALGUNOS ELEMENTOS TEORICOS Y REFERENCIAS A OTRAS
INVESTIGACIONES

2.1 TEORIA DE SITUACIONES DIDACTICAS

La Teoria de Situaciones Didacticas (Brousseau, 1998) es un marco de referencia
que ha acompanado el trabajo del GCy del equipo de investigacion desde sus
inicios, fundamentalmente en el proceso de diseno y planificacion de las secuen-
cias de ensenanza/aprendizaje. En esta teoria el alumno es modelizado como
un sujeto que produce conocimiento matematico al interactuar con situaciones
que son propuestas por el docente. La situacion didactica engloba el conjunto
de interacciones que ocurren entre un sujeto que aprende y un medio (milieu).
Es, por lo tanto, un concepto que sobrepasa la idea de problema incluyendo el
conjunto de decisiones que el docente toma para hacer evolucionar el conoci-
miento matematico de sus alumnos. Las interacciones entre el docente y los
alumnos, a proposito de la interaccion del estudiante con el medio, se modelizan
a través de la nocién de contrato didactico.

2.2 INVESTIGACIONES SOBRE LA INCORPORACION DE TIC EN EL AULA DE MATEMATICA
En el campo de la investigacion en educacion matematica se sostiene que el trabajo
con TIC trae aparejado un cambio en el tipo de conocimiento que se produce. Al
respecto en Sessa, Duarte, Cicala, Borsani y Di Rico (2018) se sostiene:

La inclusion del trabajo con software educativo en los procesos de ensenanza y de

aprendizaje plantea la necesidad de tomar en cuenta modificaciones en relacién con
el trabajo matematico de los alumnos y el trabajo matematico-didactico de los
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profesores. En referencia a la actividad de los alumnos, los cambios se presentan tanto
en los problemas y tareas que se pueden abordar, como en las formas de abordarlos y
en las posibles técnicas que se constituyen. Al respecto dirlamos que se incorporan
actividades que no serian factibles para la ensenanza sin computadora. (p. 16)

Las nociones del Enfoque Instrumental (Trouche, 2004; Drijvers, Kieran y Mario-
tti, 2010), que asume la complejidad de la ensenanza de la matematica media-
da por la tecnologia, nos aportan elementos tedricos para pensar nuestra
investigacion.

De acuerdo con este enfoque el uso de una herramienta tecnoldgica implica un
proceso de génesis instrumental, en el cual el objeto o artefacto se convierte en un
instrumento. Este instrumento es un constructo psicoldgico, que combina el artefac-
to y los esquemas (en el sentido de Vergnaud, 1996) que el usuario desarrolla para
usarlos frente a tipos especificos de tareas. (Drijvers, Doorman, Boon, Reed y Grave-
meijer, 2010, p. 214) (La traduccion es nuestra)

Para Trouche (2004), la construccion del instrumento implica un movimiento en
dos direcciones, un ‘ida y vuelta” dialéctico entre el sujeto y la computadora —o
el programa—: mediante el uso del programa el sujeto desarrolla y se apropia de
esquemas de accidon que se transforman en técnicas para resolver nuevas tareas
(instrumentacion) al mismo tiempo que el programa, desde el punto de vista del
sujeto, se ird dotando de nuevas funciones y potencialidades (instrumentaliza-
cion) (p. 184).

Arcaviy Hadas (2000), estudian el aporte del entorno tecnolégico cuando los
estudiantes abordan situaciones geométricas a través de modelos funcionales
via entornos dindmicos (como es el caso de la secuencia que disefiamos). Estos
autores senalan algunos aspectos de la actividad matematica que se ven enri-
quecidos por el uso de la tecnologia:

— La exploracion empirica potenciada por el acceso a muchas representaciones de
casos particulares y a las transiciones dinamicas entre ellos. Estas exploraciones
posibilitarian un inter-juego entre exploraciones, conjeturas/anticipacionesy retro-
alimentaciones.

— La coordinacion entre los cambios en los estados de la situacion geométrica y el
movimiento de un punto en el grafico de una funcion que expresa la relacion
entre dos magnitudes de las figuras involucradas en el modelo geométrico. Esto
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darfa lugar a observar y estudiar nuevos aspectos de la situacion y de la funcion
que podrian quedar ocultos al estudiar los cambios en forma separada.

Estos autores senalan que, en lineas generales, este tipo de propuestas promue-
ve un ambiente experimental en la clase de matematica que probablemente
cambie la naturaleza del aprendizaje.

2.3 EL PAPEL DE LAS REPRESENTACIONES

Diferentes investigadores en didactica de la matematica buscaron formas de
caracterizar el conocimiento en matematica. Autores como Vergnaud (1990) y
Janvier (1987) han senalado el papel central de las representaciones en la acti-
vidad matematica. Por su parte, Douady (1986) y Duval (1995), en trabajos ya
clasicos en la disciplina, plantean, como condicién para la evoluciéon de las
concepciones y nociones, la interaccion del estudiante con situaciones que
permitan desplegar un ‘juego de marcos” y cambios de ‘registros de represen-
tacion”. En particular Duval (2006), sostiene que ‘la comprension conceptual
surge de la coordinacion de los diversos sistemas semidticos usados” (p.167).
En el mismo texto, Duval senala:

La Unica forma de acceder y trabajar con ellos [los objetos matematicos] es a través
de signos y representaciones semioticas. Sin embargo, la necesidad de signos no se
limita a esto, pues su principal papel no es representar objetos matematicos sino
trabajar en ellos y con ellos, sustituyendo unos signos por otros (p. 157).

La actividad matematica requiere una coordinacion interna, que ha de ser construi-
da, entre los diversos sistemas de representacion que pueden ser elegidos y usados;
sin esta coordinacion, dos representaciones diferentes significarian dos objetos dife-
rentes, sin ninguna relacion entre ambos. (p. 145)

En relacion con las funciones y los graficos cartesianos, tema central en nuestra
investigacion, la incorporacion de un software da entrada a nuevas formas de
representacion y modifica las condiciones en las cuales se realiza el cambio de un
registro de representacion a otro, cambio que Duval (1995) considera indisolu-
blemente asociado al proceso de conceptualizacion. En un entorno informatico
como el GeoGebra, las reglas de uso en torno a las representaciones en la
pantalla hacen que la conversion entre registros de representacion —esto es,
producir una representacion a partir de otra en otro registro— sea automatica y
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se realice sin mucho costo para los alumnos’. Esto nos lleva a preguntarnos
como se ve afectada la valencia epistémica'® del trabajo de conversion. Se podria
pensar que necesariamente hay que proponer a los estudiantes tareas de trans-
formacion para ser realizadas en “lapiz y papel” o, asumir el desafio de disenar
tareas en un entorno informatico que generen condiciones potentes para la
coordinacion entre registros de representacion. Esta es nuestra posicion y uno
de los objetivos de la actividad que presentaremos en este articulo.

El trabajo con funciones utilizando el programa GeoGebra trae la nove-
dad de poder disponer de representaciones multiples —es decir, en varios
registros de representacion—y ligadas en la pantalla. La riqueza potencial de
esto ultimo para el aprendizaje es destacada por Morgan et al. (2009) mencio-
nando también a otros autores:

El beneficio pedagdgico parece residir en la modificacion de las posibilidades fun-
cionales [affordances] que ofrecen estas nuevas contrapartes computacionales de
la representacion estandary en la posibilidad de enlaces automaticos entre diferen-
tes representaciones. [véanse, por ejemplo, los micromundos Function Probe (Confrey
y Smith 1994), Function Explorer (Olsen 1995), SimCalc (Kaputy Schorr 2008) y, para
una discusién general sobre la potencialidad de multiples representaciones para
desarrollar el concepto de funcion, véase Yerushalmy y Schwartz (1993)]. (p. 247) (La
traduccion es nuestra)

En el diseno de nuestra secuencia, hemos aprovechado esta posibilidad de
representaciones multiples y ligadas de una funcion. En el apartado 3 de la
seccion 5 analizaremos un episodio en el aula que permite entender —en ese
particular=la riqueza que posibilita este tipo de representacion en el proceso
de aprendizaje de los estudiantes.

Morgan et al. (2009), refiriéndose a un trabajo realizado en un equipo mul-
tinacional, con diversidad de marcos teoricos, relatan: “A basic formulation of the
notion of representation was thus agreed: ‘something which stands for something

? Por ejemplo, si se introduce la formula de una funcion en la barra de entrada, el programa automa-
ticamente produce la representacion grafica en la pantalla.

10 Seguin Artigue (2002), en contextos instrumentados las técnicas se perciben inmediatamente por su
valor pragmatico (ligado al conocimiento procedimental) mas que por su valor epistémico (ligado al cono-
cimiento conceptual) (pp. 259-260).
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else from someone’s point of view"'! (p. 242). A partir de esta definicion, las
autoras realizan un estudio en el cual examinan la distancia entre las represen-
taciones usuales en “lapiz y papel” y aquellas producidas en las pantallas de la
computadora, trabajando con algtn programa de geometria dinamica. Las dife-
rencias que aparecen entre los procesos de conversion de registro en ambos
medios y la existencia de representaciones multiples y ligadas en la pantalla —sin
correlato en las representaciones sobre una hoja de papel- son ejemplos de
estas distancias. Las autoras sefalan que el hecho de que haya evidentes simi-
litudes visuales entre las representaciones en ambos medios puede hacer que
la distancia entre ellas sea opaca para un estudiante. Mas aun, un estudiante
podria considerar la imagen producida en la pantalla como una representacion
de imagenes similares en ‘“lapiz y papel’, mas que como representacion de un
objeto matematico. Esta Gltima consideracion nos va a permitir hacer una inter-
pretacion del episodio que analizaremos en el apartado 2 de la seccion 5.

3. ACERCA DE NUESTRO TRABAJO COLABORATIVO

Los profesores que integran el GC trabajan en forma conjunta desde el ano
2008.12 Desde entonces se retinen quincenalmente el primer dia de la semana
por lo que adopto internamente el nombre de “Grupo Lunes’. A lo largo de estos
anos se encararon distintos proyectos con el proposito de pensar de manera
compartida la ensefanza de la matematica, disefiando propuestas para diferen-
tes contenidos curriculares cuyo funcionamiento se analiza a partir de la imple-
mentacion en sus propias aulas. Con esta dinamica se elaboraron diversos
documentos destinados a los docentes del sistema con el proposito de que este
material —rico en ideas, experiencias y analisis— resulte un insumo para pensar
la ensenanza.”

Desde el ano 2012, a partir del vinculo institucional de algunos integrantes,
el trabajo del GC se encuadra en proyectos de investigacion de la UNIPE. El
equipo de docentes-investigadores de la Universidad cuyos integrantes son
parte del GC, a las reuniones quincenales que realiza la totalidad del grupo,

I En castellano: Finalmente fue acordada una formulacion basica de la nocion de representacion: “algo
que estd en el lugar de otra cosa, desde el punto de vista de alguien”.

12-Su composicion, como es entendible, fue cambiando mucho a lo largo del tiempo.

13 Veéase llluzi y Sessa, 2014; Sessa y Fioriti, 2015; Sessa y Fioriti, 2021.
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suma reuniones semanales en las cuales trabaja a partir y, frecuentemente, en
funcion de las reuniones del GC* En el afo 2017, dos profesoras que integran
el GC desde el inicio, logran disponer del tiempo y comienzan a participar de
las reuniones semanales en la Universidad. Se nos presenta entonces la dispo-
sicion de tiempo como una variable relevante en relacion con la decision de
participar en las distintas instancias de trabajo del GC. El tiempo vy las condicio-
nes laborales de los docentes universitarios, diferentes de aquellas de los pro-
fesores de ES, juegan un rol decisivo.

Por otro lado, los profesores que conforman el GC construyen —o reconstru-
yen— una posicion investigativa, de indagacion frente a los hechos del aula. El
proceso grupal de disefio de una propuesta alberga preguntas que son tenidas
en cuenta tanto en la implementacion como en el analisis. En ese sentido, el
aula es un espacio de indagacién donde los docentes (tanto el que esta a car-
go del curso como los que observan® la clase) despliegan cada propuesta
teniendo en cuenta las preguntas elaboradas en la instancia de planificacion y
atentos al surgimiento de nuevas cuestiones para estudiar con el GC. Estas
consideraciones nos llevan a hacer mas difusa la frontera que distinguiria el
trabajo que realiza el equipo universitario de aquel que lleva adelante el grupo
colaborativo completo.

La relacion entre las dos instancias de trabajo —los encuentros del GCy las
reuniones intermedias del equipo de docentes-investigadores— es objeto de
discusion y revision permanente y un asunto de constante reelaboracion por
parte de todos. Al respecto, Sadovsky, Quaranta, Itzcovich, Becerril y Garcia (2015)
senalan que realizar un trabajo compartido entre investigadores y docentes
obliga a considerar la colaboracion misma como objeto de reflexion:

Construir un espacio colaborativo supone, como hemos sefnalado, un trabajo a largo
plazo que implica rupturas tanto para los docentes como para los investigadores. Se
trata de tejer un tipo de vinculo cuyas caracteristicas no se conocen a priori. En este
sentido las cuestiones metodologicas son constitutivas de la colaboracion. (p. 224)

1 El GC (aproximadamente 20 integrantes) se retine quincenalmente durante 3 horas mientras que el
equipo de la universidad (5 integrantes en este momento) se retine semanalmente en jornada completa.

1 Cuando se implementa una propuesta disefiada, un par de integrante del GC asiste para asumir la
recoleccion de datos y participar, eventualmente en la interaccion con los estudiantes.
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En particular, en las reuniones del equipo de docentes-investigadores, al
retomar las problematicas surgidas en los encuentros del GC, se nos plantea la
necesidad de estar alertas para no perder de vista los intereses y preguntas
originales. Por ejemplo, persisten interrogantes acerca del modo de devolver a
todo el GC de manera genuina lo elaborado por el equipo de docentes-investi-
gadores y como hacer accesible a los docentes, en el tiempo acotado de una
reunion, los resultados de las investigaciones en el campo. En un plano mas
general, esta ultima cuestion interpela la relacion entre las producciones teoricas
en Didactica de la Matematica y los docentes.

4. ACERCA DE LA SECUENCIA DISENADA

En esta seccidn presentamos aspectos generales de la secuencia disefada, con
el objetivo de ofrecer elementos para situar el analisis de los episodios que
desarrollaremos en la proxima seccion'.

La secuencia requiere la presencia de computadoras en el aula y el trabajo
de los estudiantes con un archivo GeoGebra, disefado por nuestro grupo.t’” Esta
ubicada curricularmente al comienzo del tema funciones en la ES y en particu-
lar, a continuacion de algunas actividades de lectura e interpretaciéon de graficos
realizadas en ‘lapiz y papel’. Se asume que la nocion de funcién con la que
abordaran los estudiantes estos problemas es muy incipiente. Esta secuencia
tiene como intencion enriquecer este concepto, entendiéndolo ahora como
modelo para estudiar la variacion de magnitudes geometricas.

El trabajo funcional que se les propone se apoyara en el registro numeérico
y en el de graficos cartesianos. En particular, estos tltimos —que serdn accesibles
en una vista grafica (VG) del archivo— estaran ligados a una figura dindmica
representada en un registro geométrico en otra VG, sin poner en juego las for-
mulas de las funciones involucradas.

16 EI GC elabor6 el documento “Gréficos cartesianos en coordinacion con modelos geométricos dina-
micos. Una experiencia de trabajo con GeoGebra en el aula para el abordaje de la nocion de funcién’,
proximo a aparecer en version digital en la pagina de la editorial Universitaria de UNIPE. Estd destinado a
docentes de la ES, incluye el analisis de todas las actividades de la secuencia y reflexiones sobre algunos
hechos ocurridos en las aulas.

7 En todas las actividades los estudiantes trabajaron en grupos de dos o tres integrantes, cada grupo
con una sola computadora.

16 EDUCACION MATEMATICA, VOL. 33, NUM. 3, DICIEMBRE DE 2021



El papel de las representaciones en la pantalla de GeoGebra en el trabajo matematico del aula..

Méas especificamente se trata de estudiar una situacion geométrica que
contiene un triangulo dindmico, construido adentro de un rectangulo'® (ver
figura 1).

Figura 1: Imagen de la figura geométrica dinamica que se presenta al inicio de la
secuencia en la VG1 del archivo GeoGebra.

La tarea de los estudiantes, inicialmente, se centra en la manipulacion de un
archivo GeoGebra —provisto por nosotros— con este modelo dinamico en la VG1.
En esta primera etapa se pregunta qué cambia y qué no cambia de la figura
dindmica al desplazar el punto F sobre el segmento AC. Nos interesa desplegar
en el aula distintas posibilidades de magnitudes variables, para destacar el
hecho de que la funcién que se elegird es una entre varias posibles y no esta
determinada por la situacion.

Luego se elige una primera funcion (la variacion del area del triangulo AEF
en funcion de la medida de AF) y se habilita la VG2 donde se representara su
grafico. Al principio se ubican puntos aislados de la funcion y luego se introdu-
ce un punto P mavil. Este punto estd ligado a la figura geométrica dinamica por
su definicion ya que, para cada posicion del punto F, la coordenada “x" del
punto P es la medida de AF y la coordenada y" es el area del triangulo que se
obtiene en esa posicion. De esta manera, al mover el punto F en la VGI, el
punto P actualizara sus coordenadas y se “desplazard” —ligado al movimiento
de F- por el plano cartesiano de la VG2 (ver figura 2).

8 |a secuencia se disei6 a partir de una propuesta de Abraham Arcavi (2008).
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Figura 2: Dos imagenes de la pantalla con diferente ubicacion del punto P en la VG2 para
dos posiciones distintas del punto F de la VG1.

Luego se incorpora la grafica completa de la funcién que, junto con los primeros
puntos ubicados, el punto P movil y la figura geométrica dinamica, conforman
una representacion que compromete, de manera ligada, el registro geométrico
y el registro de graficos cartesianos en el marco funcional (ver figura 3).
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A E B 0 2 4 & 8 10

Figura 3: Imagen de la pantalla con la representacién grafica de la funcion en la VG2,
y un estado de la situacion geométrica dinamica en la VG1. El punto P sobre el grafi-
co esta ligado al punto F en la diagonal del rectangulo.

Consideramos que este complejo sistema de representacion resulta potente para
trabajar una nocion central para el concepto de funcién como es la variabilidad
entre las magnitudes.

En la siguiente etapa, se define y estudia una nueva funcién: la relacién entre
el area del trapecio ADGF y la medida de AF (ver figura 4). De manera analoga
a lo realizado con el estudio del triangulo AEF, se graficara esta nueva funcion
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mediante el punto movil Q. El trabajo propuesto con esta funcion es una nueva
oportunidad para que los estudiantes manipulen este sistema de registros y
reinviertan las formas de trabajo desplegadas en la primera etapa.

Por ultimo, se les propone estudiar las dos funciones simultaneamente. Es
asi como, en las dltimas actividades de la secuencia, deberan trabajar con la
representacion de las dos graficas y sus respectivos puntos maviles ligados a la
figura geométrica dindmica (ver figura 4).
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Figura 4: Imagen de la pantalla con las representaciones graficas de las dos funciones en
la VG2, y un estado de la situacion geométrica dinamica en la VG1. Los puntos Py Q
estan ligados ambos al punto F en la diagonal del rectangulo.

Nos interesa poner de relieve que, a medida que se avanza con las actividades®
en la secuencia, se produce un incremento en la complejidad de las represen-
taciones con las que los estudiantes deben interactuar. se comienza con una
figura geometrica dinamica en una sola vista grafica (uno de cuyos estados se
muestra en la figura 1) y en las ultimas actividades los estudiantes deben inte-
ractuar con una sofisticada pantalla como la que se observa en la figura 4.

El hecho de que la posicion de los puntos moviles Py Q dependa del estado
de la figura dindmica permite proponer tareas que, como se vera en la siguien-
te seccion, requieran de los estudiantes una cierta coordinacion entre un traba-
jo centrado en el marco geométrico y otro centrado en el marco funcional.

19 La secuencia completa consta de diez actividades.
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5. FENOMENOS IDENTIFICADOS EN TORNO AL TRABAJO DE LOS
ESTUDIANTES CON COMPUTADORA

En esta seccién presentaremos tres episodios —identificados a partir de observa-
ciones realizadas en las aulas de dos profesoras de nuestro grupo, en distintos
momentos de trabajo con la secuencia— que nos van a permitir estudiar ciertos
fenomenos relativos al trabajo de los estudiantes mediado por computadora. En
todos ellos juegan un papel central las representaciones en la pantalla que van
produciendo los estudiantes. Como dijimos en la seccién 4, a medida que se
avanza en las actividades de la secuencia las representaciones con las que
interactuan van incorporando nuevos elementos. Los tres episodios seran pre-
sentados segun la complejidad creciente de la representacion que estan consi-
derando los estudiantes:

Episodio 1. Los invariantes en la situacion geométrica: de la visualizacion a la incor-
poracién de propiedades en la argumentacion.

Episodio 2. Posibles interpretaciones de los estudiantes sobre el efecto que produce
la herramienta “zoom”.

Episodio 3. El papel de las representaciones multiples y dinamicas en los didlogos
que mantienen dos estudiantes a proposito de un conocimiento en construccion.

5.1. LOS INVARIANTES EN LA SITUACION GEOMETRICA: DE LA VISUALIZACION A LA
INCORPORACION DE PROPIEDADES EN LA ARGUMENTACION

En este episodio pudimos identificar los siguientes asuntos relativos al papel de
las representaciones en la pantalla:

- Estudiantes que estan trabajando en computadoras distintas, y visualizando ima-
genes diferentes mientras dialogan en torno a propiedades de una figura dina-
mica, formulan enunciados contrapuestos.

— Durante el trabajo colectivo de pruebas y refutaciones de una propiedad aparecen
tensiones entre los argumentos matematicos y las visualizaciones en la pantalla.

Como dijimos, la secuencia comienza por una situacion geomeétrica dinamica
en la VG1 de un archivo GeoGebra en la cual se propone a los estudiantes
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identificar magnitudes que varian y otras que no, como instancia previa a la
seleccion de una funcion particular. La primera tarea para los estudiantes es:

Actividad 1. Exploren el modelo dinamico moviendo el punto F que esta sobre la
diagonal AC
¢Qué cambia y qué no cambia al mover el punto F? Respondan por escrito.

Al disefar la secuencia de trabajo pensamos que el momento de discusion
colectiva generaria buenas condiciones para que surjan argumentos que per-
mitan justificar las afirmaciones. Los argumentos, necesariamente, deberian
apoyarse en relaciones matematicas y permitirian ir mas alla de la certeza dada
por la visualizacién en la pantalla.

Nos detendremos en algunos intercambios que se produjeron entre los estu-
diantes en esa instancia de discusion colectiva, posterior a la resolucion auté-
noma de la tarea 1 en pequenios grupos. Como se verd en el fragmento que
vamos a analizar, la docente cumplirad funciones importantes en el sostenimien-
to de la discusion: por ejemplo, cuida que el trabajo mas privado de algunos
alumnos encuentre un lugar en el espacio colectivo y, en otro momento, plantea
preguntas para que las expresiones de algunos estudiantes puedan ser com-
prensible para la mayoria.

1 M: nosotros dijimos que lo que no cambia es la jerarquia de los lados

2 Docente (D): équé quieren decir?

3 M: Como que el lado AF es siempre el mds largo, AE poco mds largo, y FE es
siempre el mds corto.

4 D: (en referencia a uno de los grupos): acd las chicas estan moviendo porque les
parece que no, pero estdan viendo.

5V (una chica de ese grupo): Creemos que el tridngulo AFE puede ser isésceles.

6 T (una chica de otro grupo): No, eso no puede ser. Los dngulos son siempre igua-
les, en ningun caso puede ser isosceles.

7 D: Qué dngulos?

8 T: Del triangulo. Cuando movés F los dngulos siguen siendo de la misma amplitud
v A no puede llegar a ser de 45°

(Se escucha que V habla bajito)

9 D: A ver.. las chicas acd dicen (refiriéndose al grupo de V), que A es de 45° y acd
ella (refiriéndose a T) dice que no, {qué opinan los demds?

EDUCACION MATEMATICA, VOL. 33, NUM. 3, DICIEMBRE DE 2021 21



Marina Andrés, Maria Teresa Coronel, Enrigue Di Rico, Juan Pablo Luna, Carmen Sessa

(Se oyen varios ‘no”, hablan todos juntos.)
10 D: A ver... Analicemos esto. Si yo tengo un rectdngulo con la diagonal...

entendimos...
12 D: Lo que ustedes dicen pasa si es un cuadrado.
13 V: Claro

Nos interesa detenernos en la oposicion que expresa V, en la intervenciéon 5, a
la afirmacién de M, en la intervencion 3. Interpretamos que las afirmaciones de
los estudiantes se sustentan en lo visual y que los alumnos “estan viendo” cosas
contrapuestas. De hecho, estos dos estudiantes estan trabajando en computa-
doras diferentes y manipulan el archivo de manera auténoma. En particular, el
grupo de 'V, al mover el punto F hacia el vertice A, llegaba a triangulos pequenos
en los cuales era dificil visualizar la diferencia entre las longitudes de los catetos,
tal como afirmaba M. Es probable que ambos estudiantes estuvieran apoyando
sus afirmaciones en la visualizacion de tridngulos de diferentes tamafnos gene-
rados por el movimiento del punto F.

Estas impresiones, contrarias desde lo visual, dan origen a una discusion
donde se comienza a incorporar relaciones matematicas. ks asi como, en la
intervencion 6, T se centra en los angulos, afirmando que sus medidas no cam-
bian al mover el punto F; probablemente apela a la propiedad de la congruen-
cia de los angulos correspondientes considerando como paralelas dos posiciones
del segmento EF. Con esta afirmacion de T quedaria descartada la posibilidad
de que los triangulos que visualizan My V tengan angulos de diferente medida.
T concluye su intervencién afirmando que no habra triangulos isosceles. Gracias
a un pedido de la docente, T explicita sus argumentos centrando su atencion en
el angulo A del cual afirma que no mide 45°. En este caso estaria poniendo en
juego otra relacion: como todos los triangulos son rectdngulos, si fueran isésce-
les, los dos dngulos iguales de cada tridngulo deberian medir 45°.

Nuevamente no hay acuerdo en el aula, esta vez en torno a la afirmacion
de T sobre la medida del angulo A. De esta manera el contenido de la discusion
avanza desde la conservacion de ‘la jerarquia de los lados’ —observada en la
pantalla por M- hacia la pregunta sobre si los angulos de alguno de los trian-
gulos pueden ser de 45°. El grupo de la estudiante V —que inicialmente sostenia
que habia algun triangulo isésceles en la familia— afirma ahora que el angulo
A mide 45°, y posteriormente lo justifica recurriendo a la siguiente propiedad: la
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diagonal de un rectangulo divide a los dngulos en partes iguales, que solo es
valida para los cuadrados.

En estos intercambios los argumentos matematicos, correctos e incorrectos,
que ponen en juego algunos estudiantes se hacen necesarios para dirimir entre
dos asuntos opuestos que diferentes actores “ven” en sus pantallas.

En la intervencion 4 podemos observar, a partir del comentario de la docen-
te, que los alumnos estan utilizando la computadora como medio de constata-
cion o refutacion de lo que afirma un companero. Tener la computadora
disponible habilita un dialogo entre las interacciones que estan sucediendo en
la clase y las respuestas del programa. De esta manera, los estudiantes tienen
una herramienta potente tanto para comunicar sus ideas como para indagar e
interpretar las de otros a partir de la visualizacion en la pantalla y la exploracion
de la figura dinamica de la situacion a la que se esta haciendo referencia.

Si bien los alumnos que estan en posiciones contrapuestas utilizan la misma
figura dindamica, posiblemente estén moviendo el punto F de manera diferente
y, COMO consecuencia, estén viendo triangulos diferentes. Considerando una
representacion como “algo que representa alguna otra cosa para alguien” (Mor-
gan et al, 2009), una misma imagen podria representar algo distinto para dis-
tintos sujetos. En el caso de las representaciones dinamicas, ademas, lo que “ve’
cada sujeto depende del movimiento que realiza (en nuestro ejemplo pueden
enfocarse en zonas distintas de la figura dindmica) y entonces, distintos sujetos
podrian estar viendo imagenes diferentes

En la intervencion 8 T hace referencia al movimiento como via de acceso a
los invariantes de la situacién dinamica, las medidas de los angulos que se
mueven y el angulo A, que es fijo. En relacién con esto, Arcavi y Hadas (2000)
sostienen que el dinamismo de los programas permite, a partir de una figura
particular, estudiar las variaciones, tener indicios visuales de invariantes, y dar
una base intuitiva para las justificaciones formales de conjeturas (p. 25). Consi-
deramos que la intervencion de T expresa de manera clara un tipo de mirada
sobre la figura dindamica: lo que no cambia en el movimiento. Esto le permite el
acceso a ciertas relaciones y propiedades de la situacion que aportan nuevos
elementos a la discusion y a la produccion de argumentos, aun desde su lugar
de conjeturas sostenidas en la evidencia empirica.

Si bien en este episodio los estudiantes avanzan auténomamente hacia la
produccion de argumentos matematicos y la docente se enfoca en la gestion de
la circulacion de la palabra, en otras ocasiones podria ser necesaria una parti-
cipacién mas activa del docente para que el trabajo en el aula no se agote en
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la formulacién de una propiedad a partir de lo que “se ve en la pantalla”y que
la elaboracion de argumentos basados en propiedades matematicas tenga lugar
y sentido en la clase.

5. 2. POSIBLES INTERPRETACIONES DE LOS ESTUDIANTES SOBRE EL EFECTO QUE
PRODUCE LA HERRAMIENTA “ZOOM”

Para estudiar el episodio que serd presentado a continuacion nos vimos ante la
necesidad de precisar las siguientes cuestiones, que devienen del hecho de que el
trabajo matematico que realizan los alumnos estd mediado por la computadora:

- El trabajo con la computadora implica acciones del usuario que producen una
respuesta del programa. Estas respuestas necesitan ser interpretadas por el alum-
no para decidir la siguiente accion —en pos de un objetivo a lograr— configuran-
do una cadena de acciones y respuestas. En este proceso, las decisiones que van
tomando los estudiantes también se apoyan en la anticipacion que hacen acer-
ca del funcionamiento de la herramienta del programa que estan utilizando.
Ambas, interpretaciones y anticipaciones, se encuentran muy condicionadas por
sus experiencias anteriores en “lapiz y papel”y por el proceso de instrumentacion
(Trouche, 2004) que cada estudiante esta transitando.

- Coincidimos con Lagrange (2000) en destacar que, en contraste con el trabajo
en ‘lapiz y papel’, la principal caracteristica de un sistema informatico es su
inmediatez: si el sistema da un resultado, el usuario lo obtiene inmediatamente
después de la emision del comando (p. 4). Agregamos nosotros que, producto de
esta inmediatez, los estudiantes se ven enfrentados a una sucesion de imagenes,
durante su trabajo, que requieren una interpretacion en conjunto de todas ellas.

— Algunas herramientas del programa como, por ejemplo, ‘interseccion de objetos’,
posibilitan acciones que tienen un correlato en el trabajo de “lapiz y papel’,
mientras que otras, como el “zoom’, no lo tienen. Asimismo, ciertos objetos, como
por ejemplo un punto movil cuyas coordenadas dependen de las magnitudes de
una figura dinamica, existen solamente en entornos informaticos como el Geo-
Gebra.

Analicemos ahora los hechos. Como ya detallamos en la seccién 4, en cier-
to momento de la secuencia, los estudiantes definen un punto dinamico P. Este
punto se mueve en la VG2 como resultado del arrastre del punto F sobre la
diagonal de un rectangulo en la VG1.
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La tarea que tienen que resolver a continuacion pone en juego el reconoci-
miento del punto movil P, en sus distintas posiciones, como punto del grafico de
la funcién en estudio. Mas precisamente, estdbamos interesados en un uso del
grafico cartesiano como “abaco™. El enunciado de la actividad es el siguiente:

Actividad 5. Exploren en la VG2 por donde va pasando el punto Py contesten las
siguientes preguntas

a) {Cual serd, aproximadamente, el area del triangulo con hipotenusa AF=3?

b) {Cual serd la hipotenusa de un triangulo que tenga el drea igual a 17?

Los estudiantes deben decidir si determinada posicion del punto P en la VG2, a
la que llegan por arrastre del punto F en la VG1, cumple con el valor de la
coordenada que se da como dato en cada item y luego deben determinar el
valor de la otra coordenada (lo que conlleva un trabajo en el registro numérico).
Para cada una de estas acciones podran apelar a diferentes herramientas del
programa con el objetivo de lograr una respuesta con la mayor precision posible.

En el transcurso de nuestra investigacion, registramos con diferentes medios
el proceso de produccion de los alumnos, lo que nos permitié analizar este
trabajo en otros tiempos y con otros insumos. El analisis colectivo en el seno del
GC nos dio la posibilidad de reconstruir los hechos del aula y construir explica-
ciones acerca de ciertos comportamientos de los estudiantes que nos habian
sorprendido en el tiempo de la clase.

Méas precisamente, nos detuvimos a analizar el trabajo de un grupo de estu-
diantes al resolver el item b) de la actividad 5. Pudimos observar’! que, en
cierto momento, las estudiantes mueven el punto F hasta que logran ver, en la
VG2, que el punto movil P se ubica sobre la recta horizontal “y=17", que es par-
te de la cuadricula. De este modo garantizan —-visualmente— el cumplimiento de
la condicion que se daba como dato (ver figura 5).

2 Usamos el término “4baco” en el sentido de Lacasta (1998).
2L A partir de videos registrados con el programa ApowerSoft.
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Figura 5: Imagen de la pantalla donde se “visualiza” el punto movil P sobre la recta
horizontal "y=17"

Luego, al utilizar el "zoom de acercamiento’, las estudiantes observan en la pan-
talla que el punto movil P “se va alejando” de la recta horizontal (ver figura 6).
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Figura 6: Imagen de la pantalla luego de haber utilizado el “zoom de acercamiento”.
La siguiente accion de las estudiantes es utilizar el “zoom de alejamiento” has-

ta volver a la situacion anterior donde “se ve" que el punto queda nuevamente
sobre la recta.
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En la etapa de planificacion de la secuencia esperabamos que el uso de la
herramienta “zoom" mostrara a los estudiantes, en un caso asi, que el punto P
no esta sobre la recta horizontal “y=17". Por eso nos sorprendi6é —al analizar los
videos de la pantalla de la computadora en la que trabajaron estas alumnas-
que, aparentemente, despreciaran esa informacion y volvieran para atras con el
‘zoom de alejamiento”. El proceso de discusion en el GC nos llevo a conjeturar
que las estudiantes podian creer que al hacer zoom realmente modificaban la
posicion del punto, por lo que era mejor volver atras y, de ese modo, lograr
nuevamente que quede ubicado sobre la recta ‘y=17".

Las ideas de Morgan et al. (2009), acerca de la distancia entre los objetos en
la pantalla -y las manipulaciones posibles de hacer con ellos—y los objetos y
manipulaciones propias del trabajo en “lapiz y papel’, nos permiten avanzar en
la interpretacion de este episodio. Conjeturamos que cuando las estudiantes
hacen zoom, podrian estar considerando cada imagen en la pantalla— en dis-
tintos momentos del uso de la herramienta— como representando a graficos
diferentes en “lapiz y papel’. En la medida en que no tengan en cuenta las
diferencias de escala entre los distintos graficos producidos, podrian estar aso-
ciando cada imagen en la pantalla con un objeto matematico diferente. De este
modo leen en la pantalla, en cada momento, informaciones matematicas que
pueden ser incompatibles unas de otras. Las estudiantes de nuestro episodio, al
volver para atras haciendo zoom, estarian buscando una imagen particular que
represente a aquel objeto que dé mejor respuesta al problema.

Confirmamos nuestra conjetura analizando la continuacion del trabajo de
estas estudiantes. Una vez que ellas llegaron a una posicion del punto P que
las conformara, quisieron determinar el valor de su abscisa. Para ello, trazaron
una recta vertical por ese punto buscando leer el valor de la abscisa de P a
partir de las marcas de la graduacion del “eje X', cuyos valores numéricos eran
visibles. Para lograr mayor precision utilizaron el “‘zoom de acercamiento” en la
interseccion de esa recta vertical con el “eje X" y, a medida que lo hacian, el
programa mostraba nuevas marcas y valores con mas decimales en algunas de
ellas. En determinado momento de este trabajo las estudiantes “ven” que la
recta vertical coincide con una de las marcas de la escala (ver figura 7).
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Figura 7: Imagen de la pantalla en el momento en que se visualiza la recta vertical sobre
la marca correspondiente al valor 8425.

Frente a esta situacion una de las estudiantes exclama “lo logramos’, ya que de
ese modo podrian leer el valor de la abscisa de P de manera “exacta”. Pero su
companera contintia haciendo zoom de acercamiento provocando que la verti-
cal se separe visualmente de la marca (ver figura 8), lo cual es valorado nega-
tivamente por la primera estudiante quien manifiesta ‘iantes lo teniamos!" e
intenta volver al estado anterior mediante el “zoom de alejamiento”.
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Figura 8: Imagen de la pantalla donde puede verse que la recta vertical no pasa por la
marca en x= 8,425, valor numeérico que ahora aparece en la pantalla y antes no.
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Interpretamos que, para estas estudiantes, el uso del “zoom de acercamiento”
habria cambiado la posicién de la recta, cuando en realidad lo que se produjo
fue un cambio de escala sobre el eje x que hizo visible que la interseccion con
la recta no estaba donde parecia. Este es un ejemplo de una caracteristica de
la herramienta “zoom”: su aplicacion no modifica los objetos matematicos repre-
sentados, sino que cambia la representacion de esos objetos en la pantalla.

El hecho de que las diferentes imagenes que aparecen en la pantalla —al
hacer uso de la herramienta “zoom’- son representaciones del mismo objeto
matematico, es un asunto por construir para algunos estudiantes. En nuestro
ejemplo, la coordinacion entre los registros diferentes que aparecen en las dos
vistas graficas podria funcionar de control: si no cambio el triangulo en la VGI,
el punto P de la VG2 no cambia. Pero el episodio revela la necesidad de un do-
cente que, siendo consciente de esta distancia entre las representaciones en la
pantallay en “lapiz y papel’, proponga una tarea para hacerlo explicito en el aula.

5.3. EL PAPEL DE LAS REPRESENTACIONES MULTIPLES Y DINAMICAS EN LOS
DIALOGOS QUE MANTIENEN DOS ESTUDIANTES A PROPOSITO DE UN CONOCIMIENTO
EN CONSTRUCCION

Como ya dijimos, en una etapa posterior de la secuencia se define y estudia una
nueva funcion: la relacion entre el area del trapecio ADGF y la medida de AF.
Nos ubicamos en el momento en que los estudiantes deben considerar en
conjunto los graficos de las dos funciones que estan estudiando. Son las ultimas
actividades de la secuencia y la representacion en la pantalla se ha compleji-
zado (ver figura 9).
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Figura 9: Imagen de una pantalla con el grafico de las dos funciones y los respectivos
puntos dinamicos en la vista VG2.

La presencia de representaciones multiples (en una vista grafica figuras geomé-
tricas dinamicas y en la otra los graficos cartesianos de dos funciones) habilita
que en el aula diferentes alumnos desplieguen miradas —y recortes— muy dis-
tantes entre siy, en algunos casos, lejanos de aquello que se pretendid poner
en juego desde la ensenanza. Recordemos también que las representaciones
en ambas vistas son dinamicas y estan ligadas, lo cual potencia la exploracion
que los estudiantes pueden realizar ampliando aun mas el espectro de interpre-
taciones posibles.

En el episodio que estudiaremos a continuacion, dos estudiantes —que tra-
bajan juntos con una sola computadora— parten de interpretaciones muy dife-
rentes de lo que ven y, en un didlogo en el cual la pantalla con sus multiples
representaciones juega un papel protagdnico, convergen hacia formulaciones y
explicaciones compartidas, ricas en contenido matematico. Mas precisamente,
estan resolviendo la siguiente tarea:

Actividad 8. Observen que, cuando mueven el punto F de la VG1, los puntos Py Q
también se mueven en la VG2.
Escriban al menos 3 afirmaciones referidas a la relacion entre Py Q.

Después de que la profesora da la consigna, uno de los integrantes de nuestro
equipo a quien llamaremos D -ya que cumple funciones de docente en el
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aula— se acerca a una pareja (V'y E) que estan trabajando juntos. Uno de ellos
(V) comienza afirmando que ve ‘el ala de un avion” en la figura que encierran
las dos graficas de la VG2.Y empieza a caracterizar la forma de esta figura que
esta visualizando, mencionando también su interés por la aerodinamica. Des-
cribe la forma indicando partes rectas y otras curvas, “‘como un circulo’. Estas
son ideas muy distantes de las que habiamos anticipado para el trabajo con
este problema, ya que esperdbamos una comparacion entre los graficos y no la
consideracion de la figura que encierran. Su companero (E), por el contrario, se
centra en las dos figuras geométricas de la VG1. Apoyado en estas figuras,
intenta explicar como va cambiando la forma de las curvas.

Tomando la definicion de representacion de Morgan et al. (2009) que
citamos en el inciso 2.3, dirlamos que la imagen en la pantalla constitu-
ye una representacion diferente para cada estudiante: mientras que para
uno de ellos (E) se trata de una representacion de las funciones que
estuvieron estudiando, para el otro (V), las dos curvas de los graficos
cartesianos representan en conjunto el perfil de un objeto fisico. Partien-
do de posiciones tan distantes, la interaccion entre ambos continua, sos-
tenida por el docente, y veremos como los argumentos de los dos se van
enlazando para explicar, con otras palabras, las observaciones iniciales
de cada uno.

En cierto momento la profesora comparte con toda la clase el hecho de que
los puntos Py Q estan siempre en la misma recta vertical, uno arriba del otro y
pide a los estudiantes que busquen una explicacion de eso que se ve.

En el grupo que estamos estudiando se da el siguiente dialogo:

D: éEstd siempre el punto Q arriba del punto P?

V: No, acd debajo de todo, en el 0, cambia.

D: ¢Qué le pasa ahi?

V: Pasa que queda P arriba del Q [con esto se refiere a que estan superpuestos].
E: Lo que pasa ... al principio, son iguales. Después va tomando mayor, mayor drea
el trapecio.

D: éSiempre mayor drea? ¢Por qué?

E: Si.. Lo que pasa es que él va comiendo de a mucho y él de a poco.

D: éQuiénes son él y éI? éQuién es el que va comiendo de a mucho?

E: El trapecio

D: éQué quiere decir que va comiendo de a mucho?

E (Superponiéndose con la docente): Pero también tienen un limite...
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D: Esperd.. no avances. Yo no entendi bien “él va comiendo de a mucho”. ¢Vos
entendiste? (dirigiéndose a V)

V- No

E (senalando el trapecio en la VG1): Porque esto al principio va comiendo de a
mucho.

V (hablando en voz baja): (Cémo ‘comiendo’?

D: El te pregunta cémo ‘comiendo’.

E (dudando): ¢Cémo? Porque...

D: ¢Qué querés decir con ‘comiendo’?

V- Porque crece.

E: Crece de drea.

V: Aumenta el drea.

E: De manera exagerada.

En estos intercambios los estudiantes se separan de la pregunta inicial de la
profesora para ir hilvanando una explicacion referida a la manera en que crece
el area de cada figura. Comienza E, usando expresiones muy personales que V
no comprende. Notablemente, a un pedido de mayor explicacion, es V mismo el
que va aportando términos que permiten precisar la idea de E. Los ultimos
cuatro intercambios, que se producen rapidamente muestran una sintonia entre
ellos que se van completando en sus decires.

A continuacion, E comienza a mover el punto F por la diagonal hasta
el extremo Cy se produce el siguiente dialogo:

E: Hay un punto en que el triangulo empieza a exagerarse, vuelve a ‘comer” la
parte que le queda (senalando con el cursor la region EFCB de la VG1 (ver figura
9)) y vuelve a exagerarse de manera tan rdpida que... lo hace tanto que hay un
punto en que se van juntando.

D (dirigiéndose a V'y sefalando en la pantalla la imagen de las dos curvas en la
VG2): éEso tiene que ver con lo que vos decias al principio, que acd va recto, acd
curvo?

V: Si. En uno como que se acelera y en el otro...

E: Es verdad, tiene razon él.. itambién! Los dos apuntamos igual.

La docente haciendo una sintesis, recupera las palabras de E cuando decia que

el trapecio iba “comiendo” area dando lugar a las siguientes intervenciones de
los estudiantes:
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V: Como que el trapecio aumentaba mds rdpido de drea. Como que este (sehalan-
do el trapecio) va creciendo tanto que este (sefalando el triangulo) se tiene que
apurar.

E: Y este (sefalando el triangulo con el punto F cerca del extremo C) con lo peque-
Ao que le quedaba, empieza a subir de manera exagerada acd (sefalando en la
otra vista grafica).

En los dos intercambios que acabamos de presentar, cuando la docente restituye
las primeras ideas de cada estudiante, estas son aceptadas rapidamente y se des-
pliegan entre ambos didlogos fluidos que permiten profundizarlas y precisarlas.

Después de estos intercambios, V vuelve a sus primeras afirmaciones sobre
la forma de “ala de avién” que ve en la figura que encierran las dos curvas y
comenta que suele hablar con su papa de aerodinamica. Los dichos de V nos
muestran hasta qué punto la representacion —entendida como la relacion que
establece un sujeto entre una imagen y un objeto que esa imagen le evoca—
queda permeada no solo por los conocimientos sino también por los intereses
y experiencias del sujeto que construye la representacion. Por otro lado, el clima
de trabajo en esta clase permite que la referencia a experiencias e intereses mas
personales de los estudiantes tengan un lugar en la escena del aula.

En todos los intercambios de este episodio aparecen argumentos matemati-
cos y no matematicos, algunos centrados en la situacion geométrica y otros en
el grafico de las funciones que modelizan el crecimiento de las dos areas. Los
estudiantes se mueven rapidamente entre las dos ventanas graficas apoyando
sus argumentos en la visualizacién de estas representaciones multiples, dina-
micas y ligadas. La trama de relaciones que van construyendo, partiendo de
recortes y formas de expresarse muy diferentes, les permite llegar a elaborar un
discurso comun que explica tanto el comportamiento de las areas de las figuras
de la situacion dinamica como el tipo de crecimiento, en diferentes tramos de
las dos funciones que se estaban estudiando. EI dinamismo del modelo geome-
trico en la VG1 y el hecho de que las representaciones graficas de las funciones
estuvieran ligadas a la situacion geométrica via los puntos moviles Py Q, son
dos caracteristicas propias de las representaciones en la pantalla que jugaron
un papel fundamental en el trayecto de aprendizaje de estos dos estudiantes.
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6. REFLEXIONES FINALES

A modo de sintesis, queremos recuperar aqui algunas ideas que estuvieron
presentes en distintos tramos de este articulo.

En los tres episodios que hemos presentado hay alumnos interactuando en-
tre ellos mientras trabajan en sus computadoras. Las acciones que van realizan-
do son a menudo provocadas por los intercambios orales con los companeros
(para constatar, precisar o aun refutar lo que se esta afirmando); y a la vez, los
resultados de las acciones que realizan, visibles en sus pantallas, enriquecen
el contenido de la discusion que se esta dando. En relacién a esto ultimo,
Noss y Hoyles (1996) citado por Arcavi y Hadas (2000) senalan que el medio
elegido para resolver un problema media también en la gama de significados
y conexiones que probablemente estructuraran la interaccion y, a su vez, estas
interacciones harian surgir nuevas relaciones y significados (p. 245). Algunos
particulares de este fendmeno se nos hicieron visibles en cada episodio anali-
zado en el articulo:

— En el primer episodio, el trabajo con la figura dindmica permite a varios alumnos
“atrapar” algunos invariantes en la familia de figuras determinada por el movi-
miento. La identificacion de estos invariantes invita a una tarea de formulacién
de relaciones y propiedades valiosa para la formacion matematica de los estu-
diantes, aun cuando se trate de conjeturas sostenidas en la evidencia empirica.
Ahora bien, al estar trabajando cada estudiante con computadoras diferentes,
cada uno puede hacer su propia exploracion y la visualizacion de distintos esta-
dios de la situacion geométrica da lugar a la formulacion de conjeturas contra-
puestas. En el espacio colectivo, esas contradicciones necesitan y habilitan el
surgimiento de argumentos matematicos para tratarlas. Estos argumentos se van
construyendo en didlogo con nuevas exploraciones en la pantalla que eventual-
mente modifican el contenido de la afirmacion sobre la que se esta argumen-
tando. En ese sentido, el ambiente dinamico contribuyd a cerrar el ciclo de
experimentacion-retroalimentacion-reflexion suministrando “las semillas” para la
argumentacion (Arcavi y Hadas, 2000, p. 27).

- En el sequndo episodio, el trabajo colaborativo de un grupo de estudiantes se ve
alterado ante el uso de una herramienta del programa cuyo funcionamiento no
conocen en profundidad. No pueden anticipar el efecto que provoca ni tampoco
interpretar —en relacion con los objetos matematicos en juego— el resultado que
se visualiza después de utilizarla. El uso del “zoom”, que no tiene correlato en el
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trabajo con ‘lapiz y papel’, deja un margen grande de interpretacion por parte de
los estudiantes, pudiendo alojar concepciones en las cuales se asocia cada imagen
en la pantalla —antes y después de su aplicacion— con un objeto matematico
diferente. Las reflexiones que realizamos respecto al uso del “zoom”, nos permitieron
identificar la necesidad de una intervencion docente, por ejemplo, proponiendo una
discusion matematica sobre la coordinacion entre las representaciones de las dos
vistas graficas. De este modo, se pondria en relieve la invarianza del objeto mate-
matico ante la aplicacion de la herramienta.

— El tercer episodio trae a dos estudiantes —trabajando en una misma computado-
ra— ante una pantalla en la que se muestran representaciones multiples y ligadas
de la situacion que se esta estudiando. La tarea que los convoca es abierta y
favorece tanto la exploracion como la coordinacion entre el marco geométrico y
el funcional. Uno de los estudiantes parte de una interpretacion estatica, enfoca
la atencion en la figura determinada por las curvas en la VG2 y encuentra simi-
litudes con objetos fisicos que pertenecen a una zona de la realidad que él
valora. El otro estudiante ofrece una lectura dinamica de la variacion de las areas
en la representacion geométrica en la VG1 para explicar la forma de las curvas.
Esta distancia entre las interpretaciones de uno y otro estudiante deja en eviden-
cia la componente personal de la construccioén de una representacion, tal como
es senalada en la definicion dada en Morgan et al. (2009).

Con la intervencién del docente, los estudiantes interacttian incorporando pala-
bras e ideas del otro, y logran establecer una coordinacion entre los registros de
representacion en los cuales se enfoco cada uno en su interpretacion. El hecho
de que estén trabajando en la misma pantalla, favorece que construyan una
explicacién compartida sobre el comportamiento de la funcion. En ese sentido,
Arcavi y Hadas (2000) afirman que jugar primero con una situacion geométrica
y luego interpretar sus representaciones parece mejorar tanto la comprension
de la situacion como de las representaciones (p. 42).

En concordancia con nuestro enfoque didactico, la incorporacién de la com-
putadora al trabajo matematico de los estudiantes debe preservar espacios
importantes de produccion autonoma —individual y colectiva— y permitir que
ellos adquieran una posicién critica respecto de las respuestas que el software
genera. Consideramos que los asuntos estudiados en este articulo son un apor-
te para pensar la ensefanza en esa perspectiva.
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