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RESUMEN
En este trabajo se muestra cómo se pueden maximizar las 
carteras de inversión de un plan de pensiones, teniendo en 
cuenta una cláusula de devolución de contribuciones, cláusula 
que permitió la devolución de las contribuciones acumuladas 
junto con un interés predeterminado de un activo libre de riesgo, 
para aquellas familias en las que alguno de sus familiares haya 
fallecido. También se consideraron aquí las inversiones en efec-
tivo, capital social y préstamos para aumentar los fondos totales 
acumulados del plan de pensiones que quedan por distribuir 
entre los miembros sobrevivientes, de modo que los modelos de 
precios de valores negociables y préstamos sigan movimientos 
geométricos brownianos. El enfoque de la teoría de juegos, la 
técnica de separación de variables y la utilidad de varianza 
media se utilizaron para obtener soluciones de forma cerrada 
de los planes de control óptimos para los activos y la frontera 
eficiente. Además, se analizó numéricamente la insurgencia de 
algunos parámetros sobre los planes óptimos de control con el 
tiempo, así como también se ofrece una comparación teórica del 
resultado de la presente investigación con un resultado existente.

Palabras clave: Régimen de pensiones, plan de control óptimo, 
devolución de cotizaciones, teoría de juegos, tasa de interés.

ABSTRACT
In this work, it showed how investment portfolios of a pension 
scheme are often maximized within the presence of return 
clause of contributions is presented. This clause permited 
return of accumulated contributions alongside predetermined 
interest from harmless asset to members’ families whenever 
death occurs to their relations. Also considered herein are 
investments in cash, marketable security and loan to extend 
the entire accumulated funds of the pension scheme left to 
be distributed among the surviving members such the worth 
models of marketable security and loan followed geometric 
Brownian motions. the sport theoretic approach, separation 
of variable technique and mean variance utility were wont 
to obtain closed form solutions of the optimal control plans 
for the assets and therefore the efficient frontier. Next, the 
consequence of some parameters on the optimal control 
plans with time is numerically analysed. Furthermore, a 
theoretical comparison of our result with an existing result 
was given.

Keywords: Pension scheme, optimal control plan, return of 
contributions, game theoretic, interest rate.
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1. INTRODUCCIÓN 

El plan de pensiones se estableció para atender y administrar los ingresos de vejez de todos los 
jubilados. Hay dos tipos de planes de pensiones que incluyen el plan de Beneficios Definidos (DB) 
y el plan de Contribuciones Definidas (DC). En un plan DC los miembros remiten un porcentaje de 
sus ingresos, según lo ordena la ley, a su cuenta de ahorros para el retiro (RSA) y estos fondos son 
administrados por las administradoras de fondos de pensiones (PFA) con el objetivo de maximizar 
los retornos esperados de los miembros. En inversión, las AFP necesitan saber cómo se realizan 
las inversiones en diferentes activos, ya que la mayoría de los activos en el mercado son altamente 
volátiles debido a su naturaleza aleatoria. Estos activos incluyen efectivo, bonos, acciones, présta-
mos, etc., incertidumbre en el mercado que, provocada por los comportamientos aleatorios de estos 
activos, ha llevado al estudio del plan de control óptimo que brinda una guía sobre cómo los expertos/
instituciones financieras pueden combinar diferentes activos a la vez para lograr un resultado óptimo 
con un riesgo mínimo. 

Teniendo en cuenta lo anterior, varios autores han estudiado un plan de inversión óptimo en diversas 
condiciones, algunos de los cuales incluyen [1]-[3], quienes estudiaron problemas de inversión óptima 
bajo un modelo de elasticidad de varianza constante, utilizando el método legendario o de transformación 
de potencia para resolver los problemas de optimización; [4]-[6], estudiaron los problemas óptimos de 
inversión con tipos de interés afines.

Desde el punto de vista de la función objetiva existen diferentes tipos de funciones de utilidad que se 
utilizan para resolver problemas de optimización. Incluyen funciones de utilidad que exhiben constante 
aversión relativa al riesgo (CRRA); ejemplo [5]-[7], la función de utilidad que utiliza las funciones de 
utilidad logarítmica y de potencia exhiben constante aversión absoluta al riesgo (CARA); ejemplo de 
utilidad exponencial fueron utilizados por [8]. 

La utilidad de varianza media fue desarrollada por primera vez por Markowitz para investigar problemas 
de selección de cartera óptima [9], pero el problema es que el plan de inversión óptimo bajo la utilidad 
de varianza media no es consistente en el tiempo, ya que la función de utilidad de varianza media no 
tiene la condición de expectativa, por lo que la condición de optimalidad de Bellman no se cumple. Sin 
embargo, en muchas situaciones la coherencia temporal de las estrategias es un requisito básico para 
los tomadores de decisiones racionales. 

En [10] se estudió la teoría general de los problemas de control estocásticos inconsistentes en el tiempo 
de Markov. El estudio del plan de inversión óptimo con devolución de contribuciones ha tomado un lugar 
central, ya que los miembros posiblemente pueden morir durante la fase de acumulación; [13] estudió el 
mismo problema anterior, tanto para la fase de acumulación como para la de distribución con el precio 
del activo de riesgo modelado por Modelo de Volatilidad de Heston. 
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La gestión estratégica óptima de la cartera para un plan de pensiones de CD con cláusula de devolución 
fue estudiada por [14], en este trabajo; consideraron la inversión en un activo libre de riesgo y dos activos 
riesgosos, lo que era una extensión del trabajo de [12]. En [15] se investigó las estrategias de inversión 
con cláusula de rentabilidad bajo riesgo de inflación y riesgo de volatilidad; consideraron la inversión en 
un activo libre de riesgo, el bono de índice de inflación y las acciones cuyo precio fue modelado por la 
volatilidad de Heston. 

En [21] se estudió de la estrategia de inversión de equilibrio para el plan de pensiones de CD con cláusulas 
de riesgo de incumplimiento y devolución de primas bajo el modelo (CEV); consideraron inversiones en 
tesorería, acciones y bonos. En toda la literatura anterior, los autores asumieron que las acumulaciones 
devueltas no tienen ningún tipo de interés. Recientemente, algunos autores han estudiado los estudios de 
devolución de contribuciones con interés predeterminado; en su trabajo, asumieron que no solo se devolverá 
la prima acumulada a los familiares, sino con intereses de inversión en activos libres de riesgo predetermi-
nados al inicio de la inversión. Incluyen [16], donde investigó un plan de control óptimo en un plan de CD 
con un activo libre de riesgo y otro con riesgo cuando las contribuciones de retorno tenían un interés prede-
terminado y [17] estudió la estrategia óptima de asignación de activos para un sistema de pensiones de CD 
con devolución de contribuciones con intereses predeterminados bajo el modelo de volatilidad de Heston. 

Dado que el proceso de precio del activo libre de riesgo es determinista y la tasa de interés está pre-
determinada, es posible determinar el interés pagado a la familia de cada miembro fallecido en cada 
momento durante la fase de acumulación. Esta forma la base de este papel, donde vamos a comple-
mentar lo estudiado e Investigado por [11], el cual mostraron algunas maximizaciones de cartera el 
cual mostraron cómo administrar una cartera que consta de tres activos cuya cláusula de devolución 
es con un interés predeterminado y el proceso de precio de los dos activos de riesgo modelados por el 
movimiento browniano geométrico.

2. PROBLEMA DEL CONTROL ÓPTIMO Y ANÁLISIS TEÓRICO

En esta sección se mostrará el problema de control optimo, el problema de optimización y utilidad de 
varianza media. Así como también se muestra un análisis teórico y un modelo de simulación teniendo 
en cuenta los resultados obtenidos.

Iniciaremos abordando el problema de control optimo, suponga que el mercado está compuesto por efec-
tivo, acciones y préstamos y un espacio de probabilidad completo denotado como donde es un espacio 
de probabilidad real, una medida de probabilidad que satisface la condición   0 . son 
movimientos brownianos estándar y es la filtración la que representa la información disponible proporcionada 
por los movimientos brownianos. Suponga que el mercado está completo, sin fricciones y abierto conti-
nuamente durante un tiempo fijo.  0 , donde T es la edad de jubilación. 
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Denotemos el precio del efectivo y el proceso de precios es impulsado por 

 (1)

 y  denotan los precios de las acciones y préstamos que son modelados por el GBM de la si-
guiente manera.

 (2)

 (3)

Donde  son constantes e  es la tasa de interés del efectivo que está predetermina-   
da,  es la tasa instantánea esperada de rendimiento del capital y  es la tasa instantánea esperada 
de rendimiento del préstamo,  y son la volatilidad instantánea del capital y del préstamo y los 
movimientos brownianos  tales que:

 (4)

Ahora, sea  la riqueza acumulada del fondo de pensiones en el momento t y considerando el 
intervalo de tiempo , la forma diferencial asociada  con el tamaño del fondo se da de la 
siguiente manera:

 (5)

 (6)

Donde μ1, μ2 y μ3 son los planes de control óptimos efectivo, capital y préstamo respectivamente tales 
que μ1 = 1 - μ2 - μ3, y m son las contribuciones de los afiliados recibidas por el fondo de pensiones en 
un momento dado, ϑ0 la edad inicial de la fase de acumulación, T el marco de tiempo del período de 
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acumulación tal que ϑ0 + T es la edad final. Supongamos que  es la tasa de mortalidad de vez 
en cuando de  t  hasta , mt son las contribuciones acumuladas en el momento t,  son 
las contribuciones acumuladas devueltas de los miembros fallecidos.

Dado que el proceso de precio del activo libre de riesgo es determinista y la tasa de interés está prede-
terminada como se ve en (1), es posible determinar el interés pagado a cada miembro de las familias 
que han tenido un familiar muerto en determinado momento durante la fase de acumulación mediante 

, en caso tal k = 0, no hay devolución de contribuciones y en caso tal k = 1, hay devo-
lución de contribuciones.

A continuación de [9], tenemos la probabilidad de muerte condicional , 
donde π(t) es la función de fuerza de la mortalidad en el momento t, y para ,

 (7)

 (8)

 (9)

Sustituyendo (9) en (5), tenemos:

 (10)

Sustituyendo (1), (2), (3) y (9) en (10), tenemos:
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 (11)

Donde ϑ es la edad máxima de vida y π(t) es la función de fuerza dada por:

 (12)        

Por otro lado, se mostrará la utilidad de varianza media y el problema de optimización, y algunos lemas 
y proposiciones derivados de estos mismos. Considere un administrador de fondos de pensiones cuyo 
interés es maximizar sus ganancias mientras penaliza el riesgo utilizando la varianza media función de 
utilidad dada por 

 (13)

Aplicando el método de la teoría de juegos descrito en [4], el problema de control de la varianza media 
en (13) es similar al siguiente problema de control óptimo estocástico inconsistente en el tiempo de 
Markov con función de valor .

 (14)

De [4], el plan de control óptimo satisface μ*:

 (15)

γ es una constante que representa el coeficiente de aversión al riesgo de los miembros.

Ahora, sea    entonces:
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 (16)

Donde,

 (17)

Teorema (teorema de verificación): Si existen tres funciones reales que satisfacen las siguientes 
ecuaciones extendidas de la ecuación de Hamilton Jacobi Bellman:

 (18)

Donde:

 (19)

 (20)

 (21)
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Luego  para el plan de control óptimo μ*.

Demostración: los detalles de la prueba se pueden encontrar en [8], [12] y [19].

A continuación, resolvemos (18), (20) y (21) para la función de valor cuando , y 
encontraremos el plan de control óptimo. Recordar que: . De esta manera 
tenemos que:

 (22)

Sustituyendo (22) en (18) y diferenciando con respecto a μ2 y μ3  y resolviendo μ2 para μ3, tenemos

 (23)

 (24)

Sustituyendo (19), (23) y (24) en (18), tenemos

 (25)

 (26)

A continuación, conjeturamos una solución para    y    de la siguiente manera
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 (27)

Sustituyendo (27) en (25) y (26), tenemos:

 (28)

 (29)

Resolviendo (28) y (29), tenemos:

 (30)

 (31)

 (32)

 (33)
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 (34)

 (35)

De (27), tenemos

 (36)

Sustituyendo (36) en (23) y (24), tenemos

 (37)

 (38)

 (39)

Lema 1: El plan de control óptimo con interés predeterminado con y sin cláusula de devolución de con-
tribución está dado por (39), (38) y (37), es decir:
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El tamaño de fondo óptimo correspondiente    se obtiene resolviendo el SDE en (11) después de 
sustituir (37) y (38) en él. 

Lema 2: La frontera eficiente del plan de pensiones está dado por

 (40)

Demostración: 

Recordar que:

 (41)

 (42)

Sustituyendo (34) y (35) en (42), tenemos
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 (43)

 

 (44)

 (45)

Sustituyendo (35) en (45), tenemos:

 (46)

 (47)
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Observación: El plan de control óptimo con interés predeterminado y cláusula de devolución de contri-
bución se obtiene cuando  y se da cuando:

 (48)

 (49)

 (50)

A continuación, se realiza un análisis teórico, presentamos una propuesta que compara el resultado [11] 
y el de [4] con el resultado en [2]

Sea  y  sea el plan de control óptimo en [2] y se está dado por:

 (51)

 (52) 

 (53)

Proposición 1: Sea  y  
 para  tal que  y , entonces:

(i)   

(ii)   

(iii)   
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Demostración:

(i) Recordar que    y    (54)

Supongamos que  , queremos demostrar que , así que 

 (55)

Dado que  y  entonces, tenemos que:

 (56)

Por lo tanto

 (57)

Esto implica que :

(ii) Recordar que  y   (58)

Supongamos que , queremos demostrar que , así que:

 

 (59)
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Dado que  y  entonces

 (60)

Por lo tanto

 (61)

Esto implica que .

(iii) Recordar que    y    (62)

Supongamos que  , queremos demostrar que  , así que

 (63) 

Dado    y  , entonces

 (64)     

Por lo tanto

 (65)

Esto implica que  .

Ahora, procederemos a realizar unas simulaciones numéricas de la política de inversión óptima con res-
pecto al tiempo utilizando los siguientes parámetros: ϑ = 100; ϑ0 = 20; γ = 0,055; ɤ = 0,022; ϰ1 = 0,057; 
ϰ2 = 0,067; ɧ1 = 0,87; ɧ2 = 1; ɧ3 = 0,65; ;  = 1; T = 40; t = 0: 5: 20. La siguiente simulación 
se realizó utilizando Fortran.
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Figura 1. Evolución temporal de los planes de control óptimos con predeterminado cuando 
.

Fuente: Elaboración propia.

Figura 2. Evolución temporal de μ1* cuando  con diferente aversión al riesgo γ.
Fuente: Elaboración propia.

Figura 3. Evolución temporal de μ1* cuando  con diferente tipo de interés 
predeterminado ɤ.

Fuente: Elaboración propia.
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Figura 4. Evolución temporal de μ2* cuando riesgo  con diferente aversión al γ.
Fuente: Elaboración propia.

Figura 5. Evolución temporal de μ2* cuando  con diferente tipo de interés 
predeterminado ɤ.

Fuente: Elaboración propia.

Figura 6. Evolución temporal de μ3* cuando  con diferente tipo de interés 
predeterminado ɤ.

Fuente: Elaboración propia.
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Figura 7. Evolución temporal de μ3* cuando riesgo  con diferente aversión al γ.
Fuente: Elaboración propia.

3. ANÁLISIS

Teniendo en cuenta la proposición 1, podemos determinar que el plan de control óptimo para los activos 
de riesgo para el caso en el que el retorno de la cláusula es con un interés predeterminado es mayor 
en comparación con el caso en el que la cláusula de retorno no tiene un interés predeterminado. Esto 
se debe a que cuando las contribuciones devueltas tienen un interés predeterminado; el fondo restante 
en el sistema de pensiones es menor en comparación con cuando el rendimiento es sin intereses pre-
determinados. Además, una observación cuidadosa de la Figura 1, muestra que una disminución en la 
riqueza conduce a un aumento en el plan de control óptimo para los activos de riesgo y una disminución 
en el plan de control óptimo del activo libre de riesgo. Esto muestra que tanto el análisis numérico como 
el teórico se confirman mutuamente.

De las Figuras 2 y 3, el plan de control óptimo de efectivo es directamente proporcional tanto al coeficiente 
de aversión al riesgo del afiliado como a la tasa de interés predeterminada del activo libre de riesgo; 
esto implica que cuando la tasa de interés libre de riesgo es alta, el administrador del fondo aumentará 
su inversión en activos libres de riesgo mientras reduce la inversión en activos de riesgo y viceversa. 
Del mismo modo, si los miembros tienen un alto coeficiente de aversión al riesgo, invertirán más en 
activos libres de riesgo y viceversa. En las Figuras 4 y 7, observamos que el plan de control óptimo de 
los activos de riesgo es inversamente proporcional al nivel de aversión al riesgo de los miembros; esto 
implica que un inversor con alto nivel de aversión al riesgo invertirá menos en acciones y préstamos y 
viceversa a medida que se acerque la edad de jubilación. Las Figuras 5 y 6 muestran que los planes de 
control óptimos de los activos de riesgo son inversamente proporcionales al interés predeterminado; es 
decir, a medida que aumenta la tasa de interés predeterminada, hay una disminución en las inversiones 
en acciones y préstamos.
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CONCLUSIONES

La idea principal de este articulo era tomar los resultados obtenidos por (MathLAB) y (colocar otros) y 
plasmar la importancia de maximizar los portafolios de inversión para obtener una mayor rentabilidad 
en las contribuciones. Para esto se estudió el plan de control óptimo para un afiliado en un plan DC con 
o sin cláusula de devolución de aportes con tasa de interés predeterminada. Se desarrolló un problema 
de control óptimo estocástico de varianza media en tiempo continúo utilizando el símbolo actuarial. Se 
consideró que las inversiones en efectivo, capital y préstamos aumentaban los fondos acumulados 
restantes para los miembros sobrevivientes. Se obtuvo un problema de optimización de las ecuaciones 
extendidas de Hamilton Jacobi Bellman utilizando el enfoque de la teoría de juegos y la función de utilidad 
de la varianza media. Resolviendo el problema de optimización, se encontraron algunas soluciones de 
forma cercana a los planes de control óptimo para los tres activos y la frontera eficiente de los afiliados. 
Además, se realizó una simulación numérica de los planes de control óptimos de los tres activos con 
respecto al tiempo. Finalmente, al comparar teóricamente los planes óptimos de control cuya devolución 
de aportes están con o sin intereses y observar que el plan del control óptimo de los activos de riesgo 
es inversamente proporcional al nivel de aversión al riesgo y tasa de interés predeterminado.
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