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RESUMEN

En este trabajo se muestra como se pueden maximizar las
carteras de inversién de un plan de pensiones, teniendo en
cuenta una clausula de devolucion de contribuciones, clausula
que permitio la devolucién de las contribuciones acumuladas
junto con un interés predeterminado de un activo libre de riesgo,
para aquellas familias en las que alguno de sus familiares haya
fallecido. También se consideraron aqui las inversiones en efec-
tivo, capital social y préstamos para aumentar los fondos totales
acumulados del plan de pensiones que quedan por distribuir
entre los miembros sobrevivientes, de modo que los modelos de
precios de valores negociables y préstamos sigan movimientos
geométricos brownianos. El enfoque de la teoria de juegos, la
técnica de separacion de variables y la utilidad de varianza
media se utilizaron para obtener soluciones de forma cerrada
de los planes de control éptimos para los activos y la frontera
eficiente. Ademas, se analizé numéricamente la insurgencia de
algunos parametros sobre los planes éptimos de control con el
tiempo, asi como también se ofrece una comparacion tedrica del
resultado de la presente investigacion con un resultado existente.
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ABSTRACT

In this work, it showed how investment portfolios of a pension
scheme are often maximized within the presence of return
clause of contributions is presented. This clause permited
return of accumulated contributions alongside predetermined
interest from harmless asset to members’ families whenever
death occurs to their relations. Also considered herein are
investments in cash, marketable security and loan to extend
the entire accumulated funds of the pension scheme left to
be distributed among the surviving members such the worth
models of marketable security and loan followed geometric
Brownian motions. the sport theoretic approach, separation
of variable technique and mean variance utility were wont
to obtain closed form solutions of the optimal control plans
for the assets and therefore the efficient frontier. Next, the
consequence of some parameters on the optimal control
plans with time is numerically analysed. Furthermore, a
theoretical comparison of our result with an existing result
was given.
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1. INTRODUCCION

El plan de pensiones se establecidé para atender y administrar los ingresos de vejez de todos los
jubilados. Hay dos tipos de planes de pensiones que incluyen el plan de Beneficios Definidos (DB)
y el plan de Contribuciones Definidas (DC). En un plan DC los miembros remiten un porcentaje de
sus ingresos, segun lo ordena la ley, a su cuenta de ahorros para el retiro (RSA) y estos fondos son
administrados por las administradoras de fondos de pensiones (PFA) con el objetivo de maximizar
los retornos esperados de los miembros. En inversion, las AFP necesitan saber como se realizan
las inversiones en diferentes activos, ya que la mayoria de los activos en el mercado son altamente
volatiles debido a su naturaleza aleatoria. Estos activos incluyen efectivo, bonos, acciones, présta-
mos, etc., incertidumbre en el mercado que, provocada por los comportamientos aleatorios de estos
activos, ha llevado al estudio del plan de control 6ptimo que brinda una guia sobre cémo los expertos/
instituciones financieras pueden combinar diferentes activos a la vez para lograr un resultado 6ptimo
con un riesgo minimo.

Teniendo en cuenta lo anterior, varios autores han estudiado un plan de inversion éptimo en diversas
condiciones, algunos de los cuales incluyen [1]-[3], quienes estudiaron problemas de inversion optima
bajo un modelo de elasticidad de varianza constante, utilizando el método legendario o de transformacion
de potencia para resolver los problemas de optimizacion; [4]-[6], estudiaron los problemas éptimos de
inversion con tipos de interés afines.

Desde el punto de vista de la funcidn objetiva existen diferentes tipos de funciones de utilidad que se
utilizan para resolver problemas de optimizacién. Incluyen funciones de utilidad que exhiben constante
aversion relativa al riesgo (CRRA); ejemplo [5]-[7], la funcion de utilidad que utiliza las funciones de
utilidad logaritmica y de potencia exhiben constante aversion absoluta al riesgo (CARA); ejemplo de
utilidad exponencial fueron utilizados por [8].

La utilidad de varianza media fue desarrollada por primera vez por Markowitz para investigar problemas
de seleccién de cartera 6ptima [9], pero el problema es que el plan de inversién éptimo bajo la utilidad
de varianza media no es consistente en el tiempo, ya que la funcion de utilidad de varianza media no
tiene la condicion de expectativa, por lo que la condicion de optimalidad de Bellman no se cumple. Sin
embargo, en muchas situaciones la coherencia temporal de las estrategias es un requisito basico para
los tomadores de decisiones racionales.

En [10] se estudio la teoria general de los problemas de control estocasticos inconsistentes en el tiempo
de Markov. El estudio del plan de inversion éptimo con devolucion de contribuciones ha tomado un lugar
central, ya que los miembros posiblemente pueden morir durante la fase de acumulacion; [13] estudio el
mismo problema anterior, tanto para la fase de acumulaciéon como para la de distribucién con el precio
del activo de riesgo modelado por Modelo de Volatilidad de Heston.
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La gestion estratégica optima de la cartera para un plan de pensiones de CD con clausula de devolucion
fue estudiada por [14], en este trabajo; consideraron la inversion en un activo libre de riesgo y dos activos
riesgosos, lo que era una extension del trabajo de [12]. En [15] se investigd las estrategias de inversion
con clausula de rentabilidad bajo riesgo de inflacion y riesgo de volatilidad; consideraron la inversion en
un activo libre de riesgo, el bono de indice de inflacidn y las acciones cuyo precio fue modelado por la
volatilidad de Heston.

En [21] se estudio de la estrategia de inversion de equilibrio para el plan de pensiones de CD con clausulas
de riesgo de incumplimiento y devolucion de primas bajo el modelo (CEV); consideraron inversiones en
tesoreria, acciones y bonos. En toda la literatura anterior, los autores asumieron que las acumulaciones
devueltas no tienen ningun tipo de interés. Recientemente, algunos autores han estudiado los estudios de
devolucion de contribuciones con interés predeterminado; en su trabajo, asumieron que no solo se devolvera
la prima acumulada a los familiares, sino con intereses de inversion en activos libres de riesgo predetermi-
nados al inicio de la inversion. Incluyen [16], donde investigd un plan de control 6ptimo en un plan de CD
con un activo libre de riesgo y otro con riesgo cuando las contribuciones de retorno tenian un interés prede-
terminado y [17] estudio la estrategia 6ptima de asignacién de activos para un sistema de pensiones de CD
con devolucién de contribuciones con intereses predeterminados bajo el modelo de volatilidad de Heston.

Dado que el proceso de precio del activo libre de riesgo es determinista y la tasa de interés esta pre-
determinada, es posible determinar el interés pagado a la familia de cada miembro fallecido en cada
momento durante la fase de acumulacién. Esta forma la base de este papel, donde vamos a comple-
mentar lo estudiado e Investigado por [11], el cual mostraron algunas maximizaciones de cartera el
cual mostraron como administrar una cartera que consta de tres activos cuya clausula de devolucion
es con un interés predeterminado y el proceso de precio de los dos activos de riesgo modelados por el
movimiento browniano geométrico.

2. PROBLEMA DEL CONTROL OPTIMO Y ANALISIS TEORICO

En esta seccion se mostrara el problema de control optimo, el problema de optimizacién y utilidad de
varianza media. Asi como también se muestra un analisis teérico y un modelo de simulacion teniendo
en cuenta los resultados obtenidos.

Iniciaremos abordando el problema de control optimo, suponga que el mercado esta compuesto por efec-
tivo, acciones y préstamos y un espacio de probabilidad completo denotado como donde es un espacio
de probabilidad real, una medida de probabilidad que satisface la condiciéon (@ F p)Ap 0 <t <T. son
movimientos brownianos estandary es la filtracion la que representa la informacién disponible proporcionada
por los movimientos brownianos. Suponga que el mercado esta completo, sin fricciones y abierto conti-
nuamente durante un tiempo fijo. {Bs(£), Bi(£), B, (t) : t = 0},0< t < T, donde T es la edad de jubilacion.
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Denotemos el precio del efectivo y el proceso de precios es impulsado por ¢(t)
de(t) = vC(t)dt, (1)

S(t) y L(t) denotan los precios de las acciones y préstamos que son modelados por el GBM de la si-
guiente manera.

ds(t) =S(t) [(¥ +2,)dt + hdBs(8)] (2)
dL(t) = LO[(r + #z)dt + dB (8) + hzdBp ()] 3)

Donde ¥, %7, %2, 01,02, 3 son constantes e ¥ es la tasa de interés del efectivo que esta predetermina-
da, es latasa instantanea esperada de rendimiento del capital y (¥ + ) es |la tasa instantanea esperada
de rendimiento del préstamo, 1, 2, 3 y son la volatilidad instantanea del capital y del préstamo y los
movimientos brownianos B (t), B,(t), B,,, (t) tales que:

dB,(t)dB;(t) = dBg(t)dB,,(t) = dB;(t)dB,,(t) = 0, dB, (t)dB,(t) = dB;(t)dB;(t) 4)
= dB,,(t)dB,,(t) = dt

Ahora, sea R(t) la riqueza acumulada del fondo de pensiones en el momento t y considerando el
intervalo de tiempo ¢, ¢ + %] la forma diferencial asociada dR(t) con el tamafo del fondo se da de la
siguiente manera:

lm — tmklim - kR(t)C(t—-l_%)lSUl
( 1) 1 n B o+t 1258 c® h 9o+t )
Rlt+-)= ———
AL T c(c+q) s(e+q)  £(c+)
1 1 1
my = tmk o Mg, e — 1—p,— Hs) kR(t) 7 Moo+
1 1
=M Clt++)—C(t
| e L |
L +R(2) ) )
s(t+3)-5® £(t+3) - £®
to\——— |t \————
S(t) L(t)

Donde u,, u, y u, son los planes de control 6ptimos efectivo, capital y préstamo respectivamente tales
que u,=1-u,-p, y mson las contribuciones de los afiliados recibidas por el fondo de pensiones en
un momento dado, 190 la edad inicial de la fase de acumulacién, T el marco de tiempo del periodo de
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. , 1 .
acumulacion tal que 9, + T es la edad final. Supongamos que Eimﬁoﬂ es la tasa de mortalidad de vez
en cuandode t hastat + 7 mt son las contribuciones acumuladas en el momento t, tmk Eimﬁo” son
las contribuciones acumuladas devueltas de los miembros fallecidos.

Dado que el proceso de precio del activo libre de riesgo es determinista y la tasa de interés esta prede-
terminada como se ve en (1), es posible determinar el interés pagado a cada miembro de las familias
que han tenido un familiar muerto en determinado momento durante la fase de acumulacion mediante
Hlm(t)c(”%)lmw, en caso tal k = 0, no hay devolucién de contribuciones y en caso tal k = 1, hay devo-

Ct) h
lucion de contribuciones.

t
A continuacion de [9], tenemos la probabilidad de muerte condicional b, =1— a, =1—e" o ”(19"“”)‘15,
donde 7(t) es la funcién de fuerza de la mortalidad en el momento ¢, y para % >0
1 L 1 1
~My,+e = 1 — exp{— [Fn (¥ + t + s)ds} =t + ) -+ 0(;) (7)
1
Moe  1-exp(~ [ n(Bp+t+s)ds) 1 1 1
S — = 7 = exp{JFn(¥p +t +5)ds} — 1 = m(Iy + D—-+0() (8)
TR0+t exp{— foh (g +t+s)ds}

1 1
— My 4 c 7)—¢C
1 -0, h™Povt (9, + t)dtlimlg e =19 + t)dtml - mdtM
h 1-— %gﬁﬁ +t ho h c® (9)
de(t) (5 (t + %) =S (t) ds(t) (L (t + %) - L(t)> dL(t)
¢ s MSOK (0 G

Sustituyendo (9) en (5), tenemos:

mdt — tmkn (9, + t)dt — (1 — p, — p3 )kR(Om (I, + )dt
1 1+(1—-p, — dc—(t)a — k(9 + t)dt)
R (t + E) = (1419, + t)dt) R K2 = Hs)76 ) 0 (10)
ds(t) dL(t)
Tt O) + U3 0

Sustituyendo (1), (2), (3) y (9) en (10), tenemos:
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k
K2 (%‘ﬂ'*m

k
R(t) +u3 (%2 - '?f) +—]+7
9= —t b dt +

dR(t) = (1- k)ﬁ R(0) = 79 (1)
— 9.

9 — 9y — (1+ k)t

+m( - )

R(t) (Hs (szde ® + f]3dBm(t)))
+uzf1dBg(t)

Donde I es la edad maxima de vida y m(t) es la funcién de fuerza dada por:
) = ! 0<t<d (12)
ey e TS

Por otro lado, se mostrara la utilidad de varianza media y el problema de optimizacién, y algunos lemas
y proposiciones derivados de estos mismos. Considere un administrador de fondos de pensiones cuyo
interés es maximizar sus ganancias mientras penaliza el riesgo utilizando la varianza media funcién de
utilidad dada por

F(t,7) = sup{E, - R¥(T) — Var,,R*(T)} (13)
u

Aplicando el método de la teoria de juegos descrito en [4], el problema de control de la varianza media
en (13) es similar al siguiente problema de control éptimo estocastico inconsistente en el tiempo de
Markov con funcion de valor F(t, 7).

G(t7, 1) = B [UH(1)] = 2 Var [W*(T)

G(t, 7, 1) = E [U*(T)] - g (B [U"(T)?] = (B [u“(T)])Z) (14)

F(t,») =supG(t,», 1)
u

De [4], el plan de control 6ptimo satisface y*:
?(t”l”) = Sﬂpg(t'/r'#*) (15)
y es una constante que representa el coeficiente de aversion al riesgo de los miembros.

Ahora, sea pH(t,r») = Ew[’u“(T)]q”(t, ) =E¢, [’u“(T)Z], entonces:
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Donde,

F(t,7)=supu(t, r,p*(t, ), q*(t, 1))
u

14
u(t/’”'P:Q) = p_z(q _pZ)

(16)

(17)

Teorema (teorema de verificacion): Si existen tres funciones reales que satisfacen las siguientes

ecuaciones extendidas de la ecuacion de Hamilton Jacobi Bellman:

U —up +
sup

Donde:

k
Ha (Hl—w)‘Fm

k
r +#3<(K2_'X)+m>+'r +m<
0

1=k

9 — 09— (1+ k)t
19_190_t

9—0,—t

1
+_”ﬂ2[#%fﬁ + M%(ﬁ% + F]%)](urr -

U(T,r) = u(t,r,r,r?%)

(ur - ur)

‘H’V’V = Upr + zurppf + Zurqq/r + uppp/t% + Zupqp/rq/r + uqqcb% = yvyzv

k
Uz <(7f1 —-%) +19T0—t)
9 =9, — (1 + k)t

k
r +#3<(K2—T)+m>+r +m< 19—190—t
A-B5— -
1
+3 72301 + 1363 + 6DV,
V(T,»)=r

k
Mz (Hl—T)‘FWo_t

K s 9 — 9, — (1+ k)t
G G =Mty =) T e
(1_k)19—190—t
1
+E¢2[H%Fﬁ + ﬂ%(f]% + f]%)]wzwr

W(T,r) = »?

)
r

=0, (18)

(19)

(20)

(21)
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Luego F(T,») = U(T, r), p/‘* =V(T,r),q* = W(T,+) para el plan de control éptimo u*.
Demostracion: los detalles de la prueba se pueden encontrar en [8], [12] y [19].

A continuacion, resolvemos (18), (20) y (21) para la funcion de valor cuando F(T,») = U(T,r), y
s ) 4 2

encontraremos el plan de control 6ptimo. Recordar que: u(t, »,p,q) =p — 7 (q — p*)- De esta manera

tenemos que:

14
U = Up = Upp Upp= Upg = Upg = Ugq = 0, up =1+ yp,up, =vuy = —5 (22)

2

Sustituyendo (22) en (18) y diferenciando con respecto a u, y 4, y resolviendo p, para u,, tenemos

k
* <(”1_7‘)+19—190—f)u" (23)
He =7 (Upr — "qfr"/r')’rﬁ%
k
* <(”2_")+19—190—t)u” (24)
Uz = -

(u/r'4~ - ‘ﬂrfr*)”ﬂ(ﬂ% + fJ%)

Sustituyendo (19), (23) y (24) en (18), tenemos

L1k
T =9, —t)"

U+ U
s (19—190—(1+k)t>
+m
U —0—t (25)
ko ko
2 <(%1 —¥)+ m) ((%z —-¥) + m)
- + =0
2(Uypr —YVZ) h3 f3 + 63
1—k k 2 k 2
. . T+m T 'U,VVW. (%1_T)+Wo—t (J{Z—T)‘Fm
vHv +m(19—190—(1+k)t> 20Uy, — VD) i " f2+ 02
9—9p—t (26)
ko) koY
v, uz ((%1—X)+m> +<(H2—X)+m> L
2 | (W — V) 53 8 + b3 -

A continuacién, conjeturamos una solucién para U(t,») y V(t,») de la siguiente manera
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Utt,) =rH®) +1(t) H(T) =1,
Vi, ») =rj®) + K@) JT) =1,

I(T) =0
K(T) =0

ut = Tj{t + :]t' ur = H(t)'urr = O,Vt = rJt + Kt: V4,- = ](t): V/rr =

Sustituyendo (27) en (25) y (26), tenemos:

0

He(t) + (x+ﬁ_1_k_ t)H(t) =0
((% —“A”)‘f'L)z ((}f —x)+;
; u V-9 — (1 +kt\  H2(E) 1 9—9,—t 2 -0, -t
0 +nom(ZRS ) 2 TR
—k —0
Je(®) + (T t9T 50— t>](t) =
S S R PSRN S
V-0 — A +k)t\ H(t) L 9—0p—t 2 9—00 —
-’Kt(t)+](t)m< 90, =t ) 10 . + TR
Resolviendo (28) y (29), tenemos:
k-1
H(e) = (%) =0
k-1
Jm = (—ﬁ _l:;(; — t) e¥(T-D
Ot —%)? ( - %)?
e ) o
1| /5, — - 9 — 9,

T
I(t) = m@ — 9y — T)*"te™” f e’
t

c—%—u+mv
—_— T

— — k
® -9 -1 2y |\ Tq2

FJ2‘|‘ﬁ3

[P0t
R —

T—t

) +

2 _T)Z

+FJz+fJ3><

(%2 —7)?2

Ay —

Ry

-7

)U—0+

9=, —t

19—190—(1+k)r>

T
K(t) = m@ — 9y — T)k~ e f e"( G =
t 1

1

sz"‘FJa

) (==

T—t

¥ =Yy —t)(® — I — T)>

) +

(5
(5
(5
(“5
(5
(

hi

+f_]2+FJ3><

@ =9 =)W = —

)

(27)

>2> (28)
=0

t>2> y (29)

(30)

(31)

(32)

(33)
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(5
(e
(

(%2 -%)

TN

(o1 — T)z

2
)U—o+

-7

(PPt 2+
19_190_T

2y ﬂz +63
U, ) = L )( T—t > (34)
62 024+02/\@W -9 —t)W -9, —T)
T
V-9 —T e¥(T-1) _ _ k-1 rTf ¥T i 1+ k)
(19 99 = > +m@® —9,—T) e = 190—1)" dt
t
(Gt = %) (p —%)?
< 7 tesz) 0
1 <}t1—7r %, —'zr) (19—190—t>2
- > In +
14 [jl E]Z + l:.'3 Ch 190 -T
vt ) = 1 1 T—t (35)
—+
.<f3% b3 + f]é) (09 — 9o — ) — Y — T))
Kk— T
V-9, —-T e¥(T-t) _ kerf ¥T V-9 - +k)r
+T<19—190—t> +m@ —9,—T) e - 190_1_),( dt
t
De (27), tenemos
k-1 k-1
9—9,—T 9—=09,—-T
U, = (W(;—t) eT(T‘t),Uw =0,V, = <W2—t> 7Dy =0 (36)
Sustituyendo (36) en (23) y (24), tenemos
B k (19 — 9y — t)k_l (=T
? yr i
k 9 =9 =\ Lem
a yr (63 +62)
k 9 —9,—t\ 1 k 9—9,—t\ L,
<(”1"‘)+19—190—t>(19—19§—r> er T)_<(”2‘T)+19—190—t>(19—198—T) e™(t) (39)

mt=1-

yrh2

yr (B3 + £3)

Lema 1: El plan de control 6ptimo con interés predeterminado con y sin clausula de devolucién de con-
tribucion esta dado por (39), (38) y (37), es decir:
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k 9 =9 —t\ " Len k 9 =9, —t\" L
<(”1‘7f)+19—190—t>(19—190—r) e’ (”2‘7‘)+19—190—t(19—190—r) e’

yr (63 + £3)

=1 —
= yrhi
k 9 =9 —t\ " Leim
<(”1"f)+19—190—t>(19—190—T> e’
" =
’ yr i
k 9 =9 —t\ " Lem
<(”2‘7‘)+19—190—t>(19—190—T) e’
s =
’ yr (63 + 63)

El tamafio de fondo éptimo correspondiente R (t) se obtiene resolviendo el SDE en (11) después de

sustituir (37) y (38) en él.

Lema 2: La frontera eficiente del plan de pensiones esta dado por

<(J’f1 - )2 (”2 - "0’)2> (T—1t) +

TR i
. <%1fﬁ ljz - F;f) (;? :Tl‘:;g;) v+ |var, me@©] .
\ ( +f]2 + 62 )((19—190—1:)(19—190—T)>_
+r 19197: 11’;‘; ::) o m(® — 9, — T)* e’ fT e <—'9 ;9192 ;ﬁ :)I;)T> de
t
Demostracién:
Recordar que:
Var, . [R¥ ()] = E, [RH*(t) - Eerrr ©]) (41)
Var,.[R* ()] = V(t ) — UL, )] (42)

Sustituyendo (34) y (35) en (42), tenemos
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_(H1—W)2 (%z—T)Z)
T—1t)+
( 7 ez )0
. 1/ —% n,—7 9—9, —t\*
u - 1 2 0
var, [%1'©)] = ( - -+ﬁ%+4ﬁ>ln<ﬁ__ﬁo_7> N
CHIE S S
\fZ  H2+ 05/ \W -9 — )W -9 —T)/]
l _ Vart,r [R”* (t) ]
v o [(Ca=9?, =92,
( 7 +Iﬁ%+ﬁ§)(T 0+
_ _ _ _ 2
(Hlﬁix+f;{%2+ﬂg>l”(g—g§—;) +
1 1 T—t
|G i) T=n=sw=5=m)

B [RE (&) ] = V(t,7)

Sustituyendo (35) en (45), tenemos:

(Gt — %)% (0 — )2
< 7 b%+ﬁ§>(T_t)+
Iy =% = 9—9y—t 2
* V( 7 +f]§+ﬁ§>ln<l9—l90—T> i
Ee [R* ()] = 1 1 T—t
(ﬁ Thr ﬁ%) ((ﬂ S T T)).
k-1 T
e A
t
[ (K1_W)2 (%2_3”)2
( 52 ﬁ%+ﬁ§>(T_t)+
2
<H1ﬁ?+ ;j; f;)m (j:j":;) v |van, ®E @]
* 0
Ee,[R* (0] = R T—t
\.<E+fl%+f]§><(l9—l90—t)(ﬁ—ﬁo—T)>_

9 — 0, — ¢

k-1 T
9—09,—T 9—9y—(1+k)t
+r <—0> er(T—t) +m(19_190 _T)k—leerJ-err< 0 ( )
t

@ — 9o — ¥

)ar

)ar

(43)

(44)

(45)

(46)

(47)
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Observacion: El plan de control éptimo con interés predeterminado y clausula de devolucion de contri-
bucién se obtiene cuando y se da cuando:

1 1
— = )er-D) — = )er-D
pt=1- -
' yrh3 yr (65 +62)
(g — %) + L )ee-n
* i (49)
o yrhi
(y — %) + — L )ee-n
. Y9 —UYp—t (50)
H3 =

yr (63 + 63)

A continuacién, se realiza un analisis tedrico, presentamos una propuesta que compara el resultado [11]
y el de [4] con el resultado en [2]

Sea #%*,M%* y H%* sea el plan de control éptimo en [2] y se esta dado por:

Gty — ) (19 — 9 — T) e"ET) (o0, — ) (19 — Yy — T) RICED

yr 167 yr1(63 + 63)
Y -9, — T) ¥(t-T)
1 —F)\o—== —<]€
#%*z(l )(19—190—t (52)
yr 16
U —U — T) ¥(t=T)
Hy —F)|\o—=o —<|€

yr1(B3 + 63)

Proposicién 1: Sea ;> 0,6, > 0,9> 0,9, > 0,5>0,; > 0,6, >0,§3>0,T>0,t>0 vy
(@) >0, >0parat e [0 T]tal que »*(t) > )y =9y —t) = (¥ — 9y — T), entonces:

(i) K> 13
(i) M3 > U3

iy 11 < i
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Demostracion:

19 - 190 - T (t—T) _ 1 _ ¥(t-T)
(%1—7f)(m>er e

i) Recordar que pl* = * = 54
(i) que u; =T y Hz o~ (54)

Supongamos que w5 > ul’, queremos demostrar que i — i > 0, asi que

_ 1 ¥(t—T) 99—y —T -
((%1 ¥) + . t) e ) Gty — %) (WZ—L“) e¥(E=T)

* 1% _
e yrh it
e e =) =9y — )+ = (g =) — 9y — T) (55)
e )
er(t—T)

= yr 209 — 9y — ) (4”(%1 —¥) =9y —t)+r — 7y — %) — 9y — T))

Dado que »1(t) > #(t), (@ — 9y — t) = (¥ — 9, — T) Yy » > 0 entonces, tenemos que:
(rGg =)0 =9 — )+ =710 — %)@ =9 —T)) > 0 (56)

Por lo tanto
er(t—T)

yrr1ih2(9 — 9, —

wy—py = 5 (rGa =M =09 = + 7 =700 =) =8 ~T) >0 (57)

Esto implica que u — ul~ > O:

(J'fz _ 75') (19 — 190 — T) er(t—T)

4L ) s
9=y —t <(”2 ")+19—190—t>e

i) Recordar que ul” = "= 58
(i) que u; y4,v1(f]% + ﬁ%) Y He yr (63 + §2) (58)
Supongamos que p3 > ug*, queremos demostrar que Uz — ué* > 0, asi que:
1 — 9. —
sty — %) + g—a— | 7D _ (H—0T> w(t=T)
o 1*_<(2 ) 19—790—t> _(%2 ¥) 19—190—te
5 (83 + 63) yr1(63 + 63)
D G =)@ =9y — ) + 1 — 7t = %) =9 — T) (59)
oyl + 63) 9—dp—t
er(t—T)

p T T LGl A Il )
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Dado que 71(t) > #(t),(® =9y —t) = (9 — 9, — T) y » > 0 entonces

(rG =)0 =9 — )+ =716 =) =9 —T)) >0 (60)
Por lo tanto
. - ex(t—T) .
Wy —ud = Y o T (rGe, =)@ =9 —t) + 1 — 110 = %) =9 —T)) >0 (61)

Esto implica que 43 — uy >0,
(ii) Recordar que i’ =1—- b —ui" y ui=1-43 —u3 (62)
Supongamos que Ui < ,u}*, queremos demostrar que Ui — u%* < 0, asi que
pi—pt = 1-pwy—ps— (- —ud)
1-1—(up—ud") — (w3 — ") (63)
= —[(3 —13") + (15 — 13")]
Dado w5 —pd >0y ui—pul” >0, entonces
(w5 —u3)+ (s —ud)>0 (64)
Por lo tanto
wi—ul =~ —p3) + (s - )] <0 (65)
Esto implica que p§ — ud” > 0.
Ahora, procederemos a realizar unas simulaciones numéricas de la politica de inversion 6ptima con res-
pecto al tiempo utilizando los siguientes parametros: d = 100; 9, = 20; y = 0,055; » = 0,022; », = 0,057;

%,=0,067;,=087,0,=1,H,=0,65 7 = R(t); Yo=1; T =40; t = 0: 5: 20. La siguiente simulacion
se realizo6 utilizando Fortran.
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Time(t)

Figura 1. Evolucion temporal de los planes de control éptimos con predeterminado cuando
= RE (D).

Fuente: Elaboracion propia.
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Figura 2. Evolucién temporal de y * cuando 7~ = R¥ (t) con diferente aversion al riesgo y.

Fuente: Elaboracién propia.

L L s
0 5 ° [ 2
time(t)

o1

Figura 3. Evolucién temporal de y * cuando 7~ = R¥ (t) con diferente tipo de interés
predeterminado 7.

Fuente: Elaboracion propia.
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01
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S ——————— :,:.:.:.:A::.:.:.r,e,eve.e.e.e.e.m-.-......,,.,.,.,.,._._._._._._.,.,

0 5 10 L] 2

Figura 4. Evolucion temporal de u,* cuando riesgo 7° = R¥(t) con diferente aversién al Y-

Fuente: Elaboracion propia.

Figura 5. Evolucién temporal de p,* cuando 7~ = RH (t) con diferente tipo de interés
predeterminado 7.

Fuente: Elaboracion propia.

Figura 6. Evolucion temporal de p,* cuando 77 = RH(t) con diferente tipo de interés
predeterminado 7.

Fuente: Elaboracion propia.
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0 5 1‘0
0

Figura 7. Evolucién temporal de u,* cuando riesgo 7 = RH (t) con diferente aversién al Y-

Fuente: Elaboracion propia.

3. ANALISIS

Teniendo en cuenta la proposiciéon 1, podemos determinar que el plan de control 6ptimo para los activos
de riesgo para el caso en el que el retorno de la cldusula es con un interés predeterminado es mayor
en comparacion con el caso en el que la clausula de retorno no tiene un interés predeterminado. Esto
se debe a que cuando las contribuciones devueltas tienen un interés predeterminado; el fondo restante
en el sistema de pensiones es menor en comparacion con cuando el rendimiento es sin intereses pre-
determinados. Ademas, una observacion cuidadosa de la Figura 1, muestra que una disminucion en la
riqueza conduce a un aumento en el plan de control 6ptimo para los activos de riesgo y una disminucién
en el plan de control 6ptimo del activo libre de riesgo. Esto muestra que tanto el analisis numérico como
el tedrico se confirman mutuamente.

De las Figuras 2y 3, el plan de control éptimo de efectivo es directamente proporcional tanto al coeficiente
de aversion al riesgo del afiliado como a la tasa de interés predeterminada del activo libre de riesgo;
esto implica que cuando la tasa de interés libre de riesgo es alta, el administrador del fondo aumentara
su inversién en activos libres de riesgo mientras reduce la inversién en activos de riesgo y viceversa.
Del mismo modo, si los miembros tienen un alto coeficiente de aversién al riesgo, invertiran mas en
activos libres de riesgo y viceversa. En las Figuras 4 y 7, observamos que el plan de control éptimo de
los activos de riesgo es inversamente proporcional al nivel de aversién al riesgo de los miembros; esto
implica que un inversor con alto nivel de aversion al riesgo invertira menos en acciones y préstamos y
viceversa a medida que se acerque la edad de jubilacién. Las Figuras 5y 6 muestran que los planes de
control 6ptimos de los activos de riesgo son inversamente proporcionales al interés predeterminado; es
decir, a medida que aumenta la tasa de interés predeterminada, hay una disminucién en las inversiones
en acciones y préstamos.
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CONCLUSIONES

La idea principal de este articulo era tomar los resultados obtenidos por (MathLAB) y (colocar otros) y
plasmar la importancia de maximizar los portafolios de inversion para obtener una mayor rentabilidad
en las contribuciones. Para esto se estudio el plan de control éptimo para un afiliado en un plan DC con
o sin clausula de devolucion de aportes con tasa de interés predeterminada. Se desarrollé un problema
de control 6ptimo estocastico de varianza media en tiempo continto utilizando el simbolo actuarial. Se
consider6 que las inversiones en efectivo, capital y préstamos aumentaban los fondos acumulados
restantes para los miembros sobrevivientes. Se obtuvo un problema de optimizacién de las ecuaciones
extendidas de Hamilton Jacobi Bellman utilizando el enfoque de la teoria de juegos y la funcion de utilidad
de la varianza media. Resolviendo el problema de optimizacion, se encontraron algunas soluciones de
forma cercana a los planes de control 6ptimo para los tres activos y la frontera eficiente de los afiliados.
Ademas, se realizé una simulacién numérica de los planes de control éptimos de los tres activos con
respecto al tiempo. Finalmente, al comparar teéricamente los planes 6ptimos de control cuya devolucién
de aportes estan con o sin intereses y observar que el plan del control 6ptimo de los activos de riesgo
es inversamente proporcional al nivel de aversion al riesgo y tasa de interés predeterminado.
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