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Resumo

O objetivo geral deste artigo é abrir uma nova linha de discussdo no
ensino da relatividade do movimento moderna, oferecendo uma
abordagem geométrica euclidiana em quatro dimensoes, que adota o
tempo proprio como quarto eixo cartesiano. Essa iniciativa se deve ao
fato de que sdo identificadas severas barreiras as tentativas, quando
necessarias, de transposi¢do dos fenomenos relativistas para a educagdo
basica, principalmente porque a Teoria da Relatividade Especial (TRE)
¢ muito abstrata e as Teorias do Espago-tempo (TET) minkowskiana e
da Relatividade Geral (TRG) exigem uma geometria ndo-euclidiana.
Nesse contexto, essa nova geometria é focada, sobremaneira, na
formagdo de professores, que sdo os artifices dessas transposigoes, e
possui o objetivo especifico de explorar sua funcionalidade em descrever
exclusivamente a cinemdtica relativista, sem definir uma grandeza para
descrever a mudanga do movimento, discutindo os problemas da
dilata¢do do tempo, da composi¢cdo de movimentos, da contrag¢do do
comprimento e dos “paradoxos’ dos gémeos, da contra¢do do espago e
do disco rigido girante. Esse objetivo especifico é importante porque
estes seis problemas ndo so sdo historicamente relevantes, como também
servem como laboratorio para testar a validade da nova geometria, que,

apesar de equivalente a TRE e a TET, possui sua coesdo interna.
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Abstract

The general goal of this article is to open a new line of discussion in
teaching of modern relativity of motion, offering a four-dimensional
Euclidean geometric approach which adopts proper time as the fourth
Cartesian axis. This initiative is because many observe severe barriers to
attempt to do transpositions of the relativistic phenomena to basic
education when necessary, mainly because Special Theory of Relativity
(STR) is very abstract, and Minkowskian Spacetime Theory (STT) and
General Theory of Relativity (GTR) requires a non-Euclidean geometry.
In this context, this new geometry is mainly focused on the training of
teachers, who are the creators of these transpositions, and has the
specific goal of exploring its functionality in describing exclusively the
relativistic kinematics, without defining a quantity to describe the change
of movement, discussing the problems of time dilation, composition of
movements, length contraction and the “paradoxes” of twins,
contraction of space, and rigidly rotating disk. This specific goal is
important because these six problems are not only historically relevant,
but also serve as a laboratory to test the validity of this new geometry,

which, although equivalent to STR and STT, has its internal cohesion.

Keywords: Physics Education; Modern and Contemporary Physics;
Modern Relativity of Motion; Euclidean Geometry.

I. Introducao

O ensino da Fisica Moderna e Contemporanea (FMC) para a educagdo basica tornou-
se, nas ultimas décadas, uma area de pesquisa razoavelmente popular no Brasil; e um dos
argumentos pioneiros para justifica-lo foi que a Fisica escolar estava defasada no tempo, pois
os topicos estudados se concentravam principalmente naqueles desenvolvidos entre os anos
1600 e 1850 (TERRAZZAN, 1992). Ostermann e Moreira (2000), por exemplo, esforcaram-
se em levantar justificativas em prol da inclusdo de assuntos ligados a FMC nas escolas,
como: ajudar os estudantes a reconhecer a Fisica como um empreendimento humano, atrai-los
para a carreira cientifica, protege-los das pseudociéncias e do charlatanismo, discutir sobre
suas muitas consequéncias tecnoldgicas, etc. Entretanto, por mais que essa etapa de
levantamento de justificativas esteja superada em varios “paises desenvolvidos”
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(OSTERMANN; RICCI, 2002) e por mais que ja exista um certo consenso sobre sua
importancia na literatura brasileira (RODRIGUES; SAUERWEIN; SAUERWEIN, 2014),
ainda ¢ possivel encontrar muitos argumentos falaciosos referentes ao ensino da FMC;
sobretudo no que tange aos fendmenos relativistas, cujo interesse foi potencializado nos
ultimos anos gracas ao aniversario de fundagcdo da Relatividade Geral (SAMPAIO;
OLIVEIRA; SIQUEIRA, 2019), ao centenario das observagdes do eclipse de Sobral
(SALINAS, 2019), a descoberta das ondas gravitacionais (LIGO SCIENTIFIC
COLLABORATION; VIRGO COLLABORATION, 2016) e a primeira imagem de um
buraco negro (EVENT HORIZON TELESCOPE COLLABORATION, 2019).

E claro que a retdrica é importante em qualquer comunicagdo, mas ela ndo deve
perder-se em excessos; € ¢ possivel identificar uma série de faldcias comuns para justificar o
ensino da FMC, como a faldcia do “apelo ao assunto cativante”, em que os alunos da
educacdo basica se sentiriam, supostamente, mais motivados a estudar Fisica se esses assuntos
fossem explorados no curriculo. Talvez, aqueles que defendem tal argumento sejam
motivados por suas proprias paixdes, mas isso ndo significa que todos tenham os mesmos
gostos, 0os mesmos interesses ou sejam obrigados a partilha-los. Infelizmente, o tempo em sala
de aula ¢ limitado, o acimulo de conhecimento ¢ gigantesco e o apelo a interesses pontuais ou
ao simples “amor pelo conhecimento” nao ¢ suficiente para escolher o qué ensinar. Outra
falacia comum ¢ o “apelo ao assunto recorrente em sala de aula”, que prega que os alunos
fazem, a todo momento, comentérios e perguntas sobre topicos da FMC. Isso ¢ um exagero.
Na verdade, sdo pouquissimos aqueles que o fazem, e de forma esporadica. Muitas vezes,
esses estudantes sao classificados como nerds e entram em contato com esses assuntos a partir
de documentarios de TV, filmes e séries de fic¢do cientifica ou em games, o que dd margem a
outra falacia notavel: o “apelo ao cotidiano do aluno”. Considerar que a FMC faz parte do
cotidiano ¢ uma falacia preocupante, pois quase ndo existem, ainda, aplicacdes reais e
acessiveis no dia a dia. No caso especifico dos fendmenos relativistas, o leitor ira
imediatamente pensar em tecnologias como o GPS, mas essa ndo s6 ¢ a unica aplicacdo
disponivel no cotidiano, como também ¢ uma “caixa preta”, uma tecnologia de meandros
inacessiveis aos estudantes. Mais um argumento falacioso € o “apelo a importancia historica”,
isto €, que o caminho heuristico-histérico deve ser o melhor caminho pedagdgico. Nesse caso,
¢ possivel identificar varios argumentos falhos, mas o mais evidente no que tange a FMC ¢
que os alunos devem compreender a ruptura de paradigmas, a “revolucdo cientifica”, ocorrida
no comeco do século XX. E ingenuidade acreditar que os alunos da educagdo basica
conseguirdo compreender o profundo significado dessa ruptura, pois eles ndo possuem
conhecimentos prévios adequados e suficientes sobre os fenomenos classicos para se sentirem
consternados com os fendmenos modernos e contemporaneos. Os estudantes ndo possuem até
mesmo uma “visao aristotélica” de mundo (REZENDE; BARROS, 2001), logo, a verdadeira
ruptura que ocorre em sala de aula € entre o senso comum, um emaranhado de concepgdes e
modelos mentais em voga na sociedade, e a estrutura formal do saber escolar.
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Existem muitas outras falacias que poderiam ser discutidas aqui, mas isso desviaria o
foco deste artigo, pois seu objetivo ndo ¢ argumentar contra o ensino da FMC. E importante
dar-lhe uma justificativa real e profunda, algo indiscutivel até entre os detratores, e, talvez, os
melhores argumentos para embasa-lo, especialmente em relagdo aos fendmenos relativistas,
sdo: 1) ele ¢ importante na formagdo de professores, tanto porque ¢ um tema relevante da
Fisica, quanto porque pode ser necessario em sua vida profissional, e ii) funciona como
preparacdo para uma possivel demanda da sociedade, pois ¢ fundamental existir uma boa
literatura prévia discutindo as diversas técnicas de ensino, seus pros e contras, as dificuldades
apresentadas pelos estudantes na aprendizagem, etc. Agora, o conteido de relatividade
moderna ensinado nas licenciaturas ¢ suficiente para formar professores capazes de lidar com
esse assunto em sala de aula quando for necessario? Sampaio, Oliveira e Siqueira (2019), por
exemplo, fazem uma breve andlise a respeito do que pensam os professores da educagao
basica sobre o ensino de topicos de relatividade nessa etapa de formagdo, concluindo, a partir
da revisao da literatura, que a maioria dos entrevistados pelas fontes revisadas confirmam que
esse ensino ¢ importante. Entretanto, como argumentos contrdrios, sdo citados: a falta de
tempo em sala de aula para discutir o assunto, a baixa compreensao da maioria dos alunos e, o
que chamou mais atengao, a falta de preparacao dos professores para lidar com o tema.

Por mais que o campo amostral da pesquisa revisada por Sampaio, Oliveira e
Siqueira (2019) sobre a falta de preparagdo dos professores seja pequeno, apenas 9
entrevistados, a experiéncia pessoal deste presente autor, que ¢ professor da educacao basica,
aponta que existem dificuldades ndo despreziveis em seu proprio trabalho e no dos colegas. A
mesma percepcao ocorre em relagdo as tentativas de transposi¢cdo propostas no ambito dos
mestrados profissionais ou naquelas apresentadas no Simposio Nacional de Ensino de Fisica
(SNEF). Se as discussoes anteriores foram justificativas “académicas” para este presente
trabalho, as dificuldades apontadas acima sdo as justificativas praticas para o
desenvolvimento da abordagem que sera discutida aqui. Entdo, qual poderia ser a causa
dessas dificuldades? Talvez, a resposta mais imediata seja que as abordagens usuais para
explicar os fendmenos relativistas sdo muito abstratas. Ostermann e Moreira (2000) rebatem
que essa caracteristica seria um empecilho para o ensino da FMC, pois a Fisica Classica
também ¢ abstrata, mas, nesse ponto, ha algo de diferente: A Relatividade Classica ¢ abstrata
e anti-intuitiva, mas nao ¢ dificil convencer os estudantes de sua validade a partir de
argumentos empiricos simples e cotidianos. J4 a abordagem de principios da Teoria da
Relatividade Especial (TRE) de Einstein (1905), ndo sé trata de experimentos de reprodugao
quase impossivel em contexto educacional, como requer um grande poder de abstra¢do para
compreender seus experimentos mentais. Isso ndo parece 6bvio quando se trata de fendmenos
imediatos como a contragdo espacial ou a dilatagdo temporal, mas torna-se dramatico na
solucao dos paradoxos aparentes que decorrem deles.

Em relagdo a abordagem geométrica inaugurada pela Teoria do Espacgo-Tempo
(TET) de Minkowski (1908), ela serd tratada, aqui, por motivos historicos, como uma
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abordagem diferente dos principios da TRE, mesmo que sejam complementares. O espaco-
tempo minkowskiano possui a vantagem de permitir a visualiza¢do dos fendmenos relativistas
a partir de diagramas, o que facilitaria a discussao se ela ndo fosse uma geometria hiperbolica;
e Einstein e Laub (1908), inicialmente, consideraram que essa complicacdo matematica era
supérflua frente a “forma elementar” da TRE. O leitor pode perguntar-se, mas qual o
problema em ensinar geometrias ndo-euclidianas aos alunos de graduagdo? Em principio,
nenhuma. E importante que eles tenham essa formagdo, mas o ideal ndo se coaduna com o
real nas licenciaturas, além de ser um contetido de dificil transposig¢ao para a educacao basica.
Por ultimo, em relagdo a Teoria da Relatividade Geral (TRG), que unifica e generaliza as duas
abordagens anteriores, ndo ha muito o que argumentar, pois ela € um tema proprio da pos-
graduagdo. Nesse panorama, o que se v€ nas tentativas de transposi¢do se resume a i)
discussdes puramente historicas e conceituais e a ii) discussdes algébricas que, usando apenas
os principios da TRE, tratam superficialmente os fendmenos da dilatagdo temporal, da
contragao do comprimento e, talvez, da composi¢ao de velocidades.

Nao ha demérito nesses esfor¢os, pois, dependendo da realidade didatica de uma
turma, ¢ valido fazer até mesmo a apresentacdo de documentarios sob a orientacdo do
professor, mas incomoda a percepg¢do de que ¢ impossivel ir além dessas tentativas rasteiras; e
isso sem nem mesmo vislumbrar o nivel da TRG. Com isso, este presente trabalho possui o
objetivo geral de abrir uma nova linha de discussdo no ensino da relatividade do movimento
moderna, divulgando uma geometria euclidiana em quatro dimensdes que adota o tempo
proprio como quarto eixo cartesiano. Essa “nova” abordagem parece ter potencial como
ferramenta educacional e vale a pena trazé-la a luz e oferecé-la a apreciagdo dos colegas
brasileiros, mesmo que ainda esteja em estado embrionario quando comparada as abordagens
candnicas da TRE e da TET, bem conhecidas. Por esse motivo, o objetivo especifico deste
artigo ¢ explorar sua funcionalidade em descrever a cinematica relativista, discutindo os
fendmenos da dilatagdo temporal, da composicdo de movimentos e da contracdo do
comprimento e os paradoxos aparentes dos gémeos, da contra¢do do espago e do disco rigido
girante. Esse objetivo especifico ¢ importante porque, apesar da nova geometria apresentar
uma mudanca radical na estrutura métrica e uma alteracdo profunda na compreensdo do
tempo, ela precisa se demonstrar tao eficaz, em termos de resolucdo de problemas, quanto as
abordagens canonicas. Ser eficaz ¢ o minimo que se espera para oferecé-la aos colegas e
fomentar o debate.

I1. Uma breve apresentacio historico-conceitual

E natural que uma nova linha de pesquisa seja apresentada com cautela e, para
entender o que se pretende fazer aqui, ¢ importante recorrer a duas das discussdes mais
fundamentais feitas por Einstein (1905) em seu artigo fundador da TRE: a necessidade de que

as medidas de um evento sejam feitas imediatamente em sua vizinhanga e que cada reldgio
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possui seu proprio tempo, que ndo ¢ necessariamente um tempo comum. Essas constatacdes
permitiram-lhe tecer consideragcdes sobre os conceitos de sincronizagdo e simultaneidade,
mas, ao analisar o movimento de um ponto material em relacdo a dois sistemas de
coordenadas espaciais em movimento relativo, Einstein (1905) relacionou diretamente essas
coordenadas ao tempo medido por relogios fixos em cada um deles. Essa relacdo parece ser
bastante espontanea e Minkowski (1908), ao criar a abordagem geométrica da TET, definiu
seu vetor espago-tempo considerando esse tempo como um eixo ortogonal aos eixos
cartesianos do espaco. Porém, essa associacdo ¢ indelével ou ¢ oriunda apenas de um
consenso entre os cientistas? Se for uma convencao, quais suas origens?

Partindo do pressuposto que a ciéncia ndo ¢ dogmatica, essa conven¢do possui
motivagdes distintas nas duas abordagens. No primeiro caso, a grande preocupagdo de
Einstein (1905) era a origem cinematica das transformac¢des do Eletromagnetismo e a
sincronizagdo de relogios; e essa ultima fé-lo conceber que o tempo deve ser medido por
relogios em repouso. Ja a preocupacao de Minkowski (1908) foi mais formal, em consonancia
com o pensamento defendido, na época, pelos matematicos da Universidade de Gottingen; e
levou em consideragao nao sé os postulados propostos por Einstein (1905), como também o
trabalho de Poincaré (1906), que foi o primeiro a identificar a estrutura de invariantes da
teoria lorentziana. Nesse contexto, a base da abordagem da TET ¢é a métrica:

c2dt? = c?dt? — dx? — dy? — dz?, (1)

com 7 sendo nomeado de tempo proprio. Da eq. (1), considerando T um invariante, ¢ possivel
extrair a regra de transformagdo entre os referenciais inerciais, mas a estrutura hiperbolica da
geometria causou um estranhamento inicial, fazendo com que Minkowski (1908) definisse
seu vetor espago-tempo, em notagdo modernizada, como (x; y; z; it), com i = v/—1. Também,
a estrutura geométrica exigiu uma axiomatizacao muito mais elaborada que os dois postulados
propostos por Einstein (1905), o que deve ter motivado a critica de Einstein e Laub (1908).
Todavia, apesar dessas duas abordagens possuirem motivagdes distintas, elas fundamentam-se
na mesma concep¢ao espontanea corrente no inicio do século XX: a concepgdo de que o
tempo estd intimamente ligado ao lugar no espaco. Galison (2004), por exemplo, faz um
profundo estudo externalista a respeito da influéncia, no desenvolvimento da relatividade
moderna, da problematica sobre a medida do tempo, identificando-a num periodo pods-
Revolugao Industrial em que o fluxo de pessoas, informacdes, matérias-primas € mercadorias
tornou-se mais intenso e mais rapido; em que foram criadas as ferrovias, a telegrafia e a
navegacdo movida a motores a vapor; e em que se debateu o conceito de hora local, o tempo
associado a uma localidade fixa sobre a superficie da Terra. Gracas a esse debate, foram
definidos os fusos horarios € o padrao internacional de tempo baseado no meridiano de
Greenwich.

A concep¢dao de que o tempo estd ligado ao espaco parece estar arraigada na
comunidade cientifica até os dias atuais, mas ndo sem contestagdo. Newburgh e Phipps Jr.
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(1969) foram os primeiros a propor uma mudanga radical na estrutura métrica, provavelmente
apos a constatagao de que a eq. (1) podia ser reescrita como:

c?dt? = c2d7? + dx? + dy? + dz?, (2)

que tem o conveniente aspecto de uma métrica euclidiana, mas perde a propriedade de levar
imediatamente as transformagdes entre os referenciais inerciais. Em principio, isso ndo ¢ um
problema, pois as transformagdes e os invariantes podem ser recuperados de outra maneira,
como sera demonstrado neste artigo. A eq. (2) permitiu que os autores propusessem O
chamado “diagrama espago-tempo proprio” (NEWBURGH; PHIPPS JR., 1969), cuja
interpretagdo fisica ficou pouco clara, mesmo que eles tenham tentado fundamenta-la em
argumentos termodinamicos (NEWBURGH; PHIPPS JR., 1970). Para esses autores, como T
estaria associado a uma caracteristica térmica intrinseca do corpo, a representagdo do
movimento de varios corpos em um mesmo diagrama nao faria sentido e, dessa maneira, cada
movel deveria ser representado separadamente, formando uma geometria privativa ou
“solipsistica”. Duas décadas mais tarde, Montanus (1991) retomou essa abordagem de
maneira, ao que parece, independente sob o nome de “espago-tempo absoluto euclidiano” e
debrugou-se sobre ela por anos, divulgando-a consideravelmente. E fundamental esclarecer,
que o adjetivo “absoluto” empregado ndo se relaciona as ideias newtonianas de espago ¢ de
tempo, mas significa apenas a existéncia de um “referencial preferencial” (MONTANUS,
1999), inercial, para a descrigdo dos fendomenos fisicos. Um avanco relevante de Montanus foi
livrar-se da restricdo de uma geometria privativa, onde cada corpo s6 podia ser representado
individualmente, adotando uma geometria coletiva, em que varios movimentos eram descritos
em um mesmo diagrama. Isso, ¢ claro, ndo apaga o fato de que cada relogio tenha uma
alteragdo particular na medida do tempo conforme sua velocidade, mas permite visualizar
como essas alteracoes se relacionam.

Nos ultimos anos, van Linden (2018) fez, em seu sitio da internet, um bom
recenseamento das principais obras em lingua inglesa sobre a nova abordagem, enquanto
Jegat (2014) parece té-la redescoberto de forma independente e tentado divulga-la para a
comunidade francesa. J4 em relagdo ao ensino dessa geometria euclidiana tetradimensional, a
proposta de “transposicao didatica” criada por Almeida (2013) provavelmente foi a primeira e
a Unica de seu género e foi direcionada aos seus alunos do Ensino Médio. Segundo esse autor,
os elementos que motivaram seu uso foram 1) a possibilidade de uma representagdao visual
usando as propriedades da geometria euclidiana e ii) a analogia, em duas dimensdes, entre o
“mapa do espaco-tempo” (ALMEIDA, 2013) e o diagrama horario da posicdo estudado em
cinemadtica basica. Pelo relato de experiéncia exposto na monografia, a proposta mostrou-se
eficiente, pois os resultados obtidos foram equivalentes ao esperado em outros conteudos
consagrados no curriculo, mas Almeida (2013) admitiu que sua transposi¢do precisava ser
melhorada, sendo reproduzida mais vezes. Assim, a nova representacdo tem o potencial de
facilitar a identificagdo, em um contexto educacional, de uma séric de detalhes sobre a
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relatividade do movimento moderna gracas a sua estrutura geométrica, mais concreta, €
euclidiana.

Como o leitor pode reparar, a chave para compreender a representacdo geométrica
baseada na eq. (2) ¢ usar, independente do sistema de coordenadas espaciais escolhido, o
tempo proprio como quarto eixo ortogonal, mas esse procedimento exige justificativas
conceituais profundas. A corre¢do na medida do espago ¢ uma propriedade primordial da
relatividade cléssica, pois a trajetdria de um corpo pode mudar quando muda o referencial que
a mede. Por exemplo, em uma situagdo ideal, um pulso luminoso movendo-se na
perpendicular entre dois espelhos paralelos pode ser refletido indefinidamente; e esse sistema
pode ser usado como relogio: o chamado reldgio de luz. Se esse dispositivo for descrito em
um outro referencial inercial que se move em paralelo aos espelhos, ndo ¢ dificil perceber que
a trajetoria do pulso muda, inclinando-se e tornando-se mais longa. No caso de reldgios
analogicos de ponteiro, que sdo muito usados nas representagdes didaticas, o movimento do
conjunto se compde ao movimento circular de suas partes, cujas trajetorias sdo alongadas. No
entanto, ndo haveria novidade em relacdo ao caso classico se nao fosse a imposicao de um
limite na composigdo de movimentos. E claro que o objetivo deste artigo ndo é tecer uma
extensa discussdo filosofica, mas, ao que parece, a constancia do valor da velocidade da luz
provoca um ajuste, sobretudo, no tempo. Essa ¢ a grande novidade introduzida pela
relatividade moderna e provavelmente decorre de uma “falha estrutural” do proprio
instrumento de medida: Um reldgio sempre foi concebido por partes em movimento ciclico,
independente do modelo e da precisdo, independente se o movimento ¢ discreto ou continuo,
e o movimento do conjunto influencia no funcionamento do mecanismo interno. Isso vale
para qualquer relogio, e a propria degradagdo térmica dos corpos ¢ baseada em movimentos
microscopicos, fazendo com que, nos seres vivos, por exemplo, o envelhecimento possa ser
medido pelo chamado relogio biologico. Agora, na auséncia de uma concep¢ao melhor para
compreender, em Filosofia Natural, o problema da mudanga na Natureza, ¢ possivel
contornar esse problema? Para contorna-lo, basta usar o conceito de dilatacdo temporal, mas
isso ndo altera o fato de que a medida do tempo s6 vale para sistemas restritos, seja um corpo,
seja um fendmeno fisico especifico.

Em um Universo em que tudo se move, fixar um conjunto de reldgios sincronizados
a um sistema de réguas sO parece funcionar em pequena escala, entdo a nova abordagem
euclidiana libera o tempo proprio para relacionar-se com qualquer sistema de coordenadas
espacial; e, para fundamenta-la, serd necessaria alguma axiomatizagdo. Machotka (2018), por
exemplo, sugere trés postulados para essa nova geometria: o primeiro define o espago como
tetradimensional e euclidiano, o segundo diz que as “tetravelocidades” sdao as mesmas para
todos os corpos e o terceiro ¢ incluido para dar conta de “estranhas caracteristicas do espago”.
No entanto, aqui, serdo usados apenas dois postulados, adaptados dos principios einstenianos,
que se demonstrardo suficientes, junto a outros acessorios logicos, até mesmo para explicar
essas estranhezas. Ademais, por falar em “tetravelocidade” e em adaptagdes, seria possivel
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usar os conceitos consagrados nas abordagens candnicas nessa nova abordagem? Ao que
parece, por necessidade conceitual e da propria construgdo geométrica, somente termos
ligados ao espago, como posicao, distancia percorrida, deslocamento e “espaco proprio”, ou
as dimensdes do corpo em repouso, podem ser usados sem risco. J& os termos ligados ao
tempo, usados pelas abordagens canonicas, estdo impregnados com a concepcao de que esse
conceito esta ligado ao espago; e até mesmo a expressdo “tempo proprio” refere-se ao tempo
medido por um relégio em repouso. Como nesta nova abordagem todos os tempos sao
“proprios”, € suficiente apenas usar a palavra tempo para representar o que cada reldgio mede,
€m repouso ou hao.

Pensando do ponto de vista educacional, que ¢ a verdadeira motivacao deste
trabalho, ¢ importante que a linguagem matematica seja traduzida para o portugués, o que
facilita seu uso em sala de aula. Sera definido, neste artigo, o que € um instante, o que ¢ um
intervalo de tempo, ou durag¢do do movimento, € o que € um evento, ou o0 par posi¢ao-instante;
e o unico cuidado que o leitor precisara ter ¢ que esses conceitos estdo relacionados a nova
compreensdo sobre o tempo. Também, essa geometria introduzird um conceito andlogo ao
conceito de “linha de universo”, que cumpre a mesma func¢dao, mas possui propriedades
diferentes pela propria construgdo geométrica, que sera chamado de historia do movimento,
ou o caminho tetradimensional percorrido entre dois eventos. Partindo deste tltimo, sera
introduzido o conceito, sem qualquer correspondente nas abordagens candnicas, de periodo
da historia, s, ou o menor caminho entre dois eventos, de tal maneira que a eq. (2) ¢
corretamente escrita como:

ds? = dw? + dx? + dy? + dz>. (3)

A coordenada temporal w ¢ diretamente proporcional ao tempo do relogio comovel
ao objeto de estudo, mas o que significa s? A historia e o periodo sdo propriedades
cinematicas proprias do movimento desse objeto e até podem, de alguma forma, relacionar-se
com o tempo de um reldgio tido em repouso, mas isso ndo s6 ¢ facultativo, como pode ser
irrelevante. Por exemplo, a vida média de um muon produzido na estratosfera ¢ conhecida,
bem como sua velocidade e sua distancia média percorrida em relagdo a um sistema de
coordenadas considerado em repouso em relacdo a superficie da Terra, logo, essas sdo
informacdes suficientes para descrever o problema. Da mesma forma, em hipotéticas viagens
interestelares tripuladas, por mais que as estrelas proximas estejam previamente mapeadas em
relagdo ao Sistema Solar, durante uma longa viagem a velocidades comparaveis a da luz, o
que realmente importa para a tripulagdo € o tempo medido por reldgios na nave; e nao aqueles
medidos por reldgios na Terra.

Nesse contexto, € possivel aplicar a nova abordagem aos seis problemas propostos,
que servem como laboratdrio para identificar as propriedades da nova geometria e permitem
estudar as principais caracteristicas da relatividade moderna sem introduzir conceitos mais
complexos, como uma grandeza para medir a mudanca do movimento e outras grandezas
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relacionadas a Dinamica. Por sinal, a falta de mintucia e comedimento foi, provavelmente, o
que levou Machotka (2018) a impor um terceiro postulado para a nova geometria, ja que ele ¢
sincero em afirmar que ndo entendeu as explicagdes fisicas que levam as suas “estranhas
caracteristicas”. Esses seis problemas, entre outros, fazem parte do processo historico que
consolidou a compreensdo das proprias abordagens candnicas; e parece natural que eles
também sejam usados para consolidar a nova abordagem. Contudo, como a Historia da Fisica
foi evocada mais uma vez, vale a pena comentar que usar exemplos de inspiragdo histdrica
exige certas adaptacdes. Por exemplo, a atribui¢do de “paternidade” a uma equagdo ou a um
problema pode até ser considerada uma pratica elegante em alguns circulos académicos, mas
¢ perigosa, principalmente apos a passagem de varias geragoes. O desenvolvimento da TRE e
da TET ja ¢ antigo o suficiente para apresentar discrepancias em relagdo ao pensamento atual
e ser enquadrado no campo histoérico; e o possivel anacronismo gerado na aprendizagem dos
estudantes ¢ temerdrio por atribuir uma descoberta fora de contexto. Gracas a isso, serad

2 ¢

evitado, neste trabalho, o uso de termos como “transformacao de Galileo”, “transformacoes de
Lorentz”, “atraso de Poincaré”, “paradoxo de Langevin” e “paradoxo de Ehrenfest”. Nao sera
muito dificil perceber, ao longo do texto, as correspondéncias com essas expressdes, mas
fazé-las nessa nova abordagem requer uma analise historica meticulosa, que ndo € o objetivo

aqui.

I11. Uma geometria euclidiana para o espaco tetradimensional

Feita a apresentacdo das motivagdes que levaram ao uso dessa abordagem ndo
tradicional e feito um breve apanhado histérico e conceitual sobre seu desenvolvimento, o
objetivo doravante ¢ fazer a ponte entre a compreensao fisica € a nova representacao
geométrica, que €, por sua vez, baseada em um tempo ligado ao corpo e/ou ao fendmeno
fisico a ser estudado; e ndo ao espago. Nesta secdo, serd oferecido ao leitor um formalismo
matematico minimo, que sera contextualizado, nas proximas se¢des, a partir dos problemas
previamente selecionados. Sera assumido de forma muito pragmadtica que existe um espago
vetorial tetradimensional H, extensio do R3, em que um ponto material livre da interacio
com outros corpos € descrito em repouso ou em movimento retilineo e uniforme (MRU). Esse
objeto abstrato pode ser chamado, estendendo-se o conceito classico, de referencial inercial e
existem incontédveis deles de tal maneira que:

Postulado 1: Todos os referenciais inerciais sdo capazes, de forma equivalente, de

descrever o fenomeno do movimento.

\

Essa equivaléncia, no sentido usado aqui, refere-se a conformidade na descrigdo
matematica e na manutencao do conceito fisico de encontro, ou seja, os corpos estao tao
proximos que as incertezas nas medidas, causadas pela distancia entre eles, tornam-se
despreziveis.
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Considerando ¢ uma constante e ¢ o tempo medido por um reldgio contiguo ao
objeto de estudo cujo movimento/repouso se pretende representar, um referencial H pode ter
sua representacdo analitica dada por um sistema de coordenadas cartesianas, que € expresso
pelo quarteto ordenado (w;x;y;z), sendo x, y, z, as coordenadas espaciais, ¢ w, a
coordenada temporal, definida como:

w = ct. “4)

Como um problema pode ter varios desses objetos e, por conseguinte, varios reldgios
comaveis, ¢ conveniente usar um simbolo diferente para o tempo medido por cada um deles,
como t, T, T, etc., e cada relogio se comporta de forma diferente de tal maneira que nao se
pode definir um tempo Unico e comum a todos. Assim, € possivel definir w = (w; 0; 0; 0)
como um instante ¢ Aw como a durag¢do do movimento de um ponto material, implicando,
considerando o tempo igual para qualquer sistema de coordenadas espacial e tomando w'
pertencente a um outro referencial arbitrario H', na isometria das duragdes:

dw' = dw. (5)

Sendo r = (0; x;y; z) a posicdo de um ponto material descrito no referencial H e
tomando s = w + r como o evento, ¢ possivel, usando a métrica dada pela eq. (3) e sabendo
que Ar € o deslocamento e As é seu periodo, definir as normas:

lldr|| = /dx2 + dy? + dz2 = dr, (6a)
[|ds]| = Vdw? + dr? = ds. (6b)

A sucessao de eventos de um ponto material pode ser chamada de historia, h, ¢ as
Fig. 1a e 1b, denominadas mapas bidimensionais do espago-tempo, ilustram um mesmo
exemplo de movimento para o caso em que s = (W; X; Yo; Zg), com Y, € Z, constantes. Nesse
contexto, € possivel definir, também, as grandezas cinematicas velocidade, v, covelocidade, u,
e celeridade, q, como:

dr

v=co, (7a)
dw

u=c, (7b)
ds

q= Ca: (7C)

em que ds pode estar, segundo a conveniéncia, relacionado ao intervalo de tempo medido por
um relogio em repouso no referencial adotado.
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(a) Em termos de coordenadas. (b) Em termos de intervalos.

Fig. I — Um exemplo de mapa bidimensional do espaco-tempo que representa dois
eventos, E e F, da historia do movimento (em vermelho) de um ponto material.

As eq. (7a), (7b) e (7¢) também podem ser reescritas nas suas formas trigonométricas
ao tomar a o angulo que mede a inclina¢do do elemento de periodo a partir do eixo w:

v = c sen(a) :—:, (8a)
u = c cos(a) d—:, (8b)
q=c [Z—Z + tg(a) %]. (8¢)
Essas expressoes trigonométricas levam as relacdes:
u? +v? = c?, (9a)
=5 (9)

u

com u, a norma da covelocidade, v, a norma da velocidade, e g, a norma da celeridade. Como
¢ ainda ¢ uma constante desconhecida, ¢ possivel postular que:

Postulado 2: 4 norma da covelocidade da luz no vicuo, u,, ¢ nula para qualquer

referencial inercial, resultando em:

c=v, (10)

ou seja, ¢ corresponde a norma da velocidade da luz no vicuo e € um invariante sob
transformagdes entre referenciais.

Uma vez definidas a métrica, dada pela eq. (3), e a isometria, dada pela eq. (5), é
facil perceber que a transformacao entre dois referenciais deve satisfazer a seguinte relacdo:

ds? —dx? —dy? —dz? =ds"?* —dx'?* — dy'? — dz'?, (11)
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com s', x', y' e z' pertencentes a um referencial H' arbitrario. Uma solugdo particular para
essa relagdo, no caso em que x' se move paralelamente a x e tomando v e u respectivamente
como as componentes nao nulas da velocidade e da covelocidade relativas entre os dois

referencias, é:

P (gs Y
ds' =< (ds — 2dx), (12a)
P (g — Y
dx’ = u(dx Cds), (12b)
dy’ = dy, (12¢)
dz' = dz. (12d)

Sabendo que a velocidade pode ser descrita em termos de componentes como
v = (0; vy; vy; 1,), as composigdes de velocidades e covelocidades sdo:

uw=(1-2 ﬂ)_1 (2 u). (13a)

ve=(1-% %)_1 (v, — V), (13b)
vy=(1-1%) " (ty). (130
vio=(1-2%) (w) 30

com u’, v’y , V', V', pertencentes ao referencial H'. Essas composi¢des ndo so sio coerentes
com o Postulado 2, pois a norma da velocidade de um pulso luminoso nao se altera quando
submetidas a elas, como também implica que ¢ ¢ um valor méximo para as velocidades no

Universo.

IV. Problema 1: A dilatacido do tempo

O primeiro problema que sera proposto, aqui, consiste em encontrar a relagdo entre
os tempos medidos por relégios em movimento relativo entre si e como representd-la usando
a nova geometria. Para tanto, serd considerada a situagdo em que uma nave passa proximo,
com velocidade constante de norma v,, a uma estagdo espacial, que ¢ considerada em
repouso. Dentro da nave estd Beatriz e seu relogio, enquanto na estacdo estd Amanda e outro
relogio. Uma fonte laser situada no piso do compartimento de carga da nave emite, posicao F
na Fig. 2a, um pulso luminoso que, pouco depois, alcanga um receptor de luz no teto e ¢
detectado por este, posi¢do R na Fig. 2b. Para Amanda, o intervalo de tempo entre a emissdo e
a deteccdo ¢ dado por At e, assumindo que ¢ € um invariante, o deslocamento do pulso ¢ dado
pelo segmento OR, de comprimento cAt, enquanto a nave se desloca uma distancia v, At. Por
outro lado, para Beatriz, o intervalo de tempo entre a emissao e a detec¢do ¢ At e o pulso €

medido em uma trajetoria perpendicular ao piso do compartimento de carga, como ¢ indicado
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pelo seguimento tracejado FR, de comprimento cAt. Pelo tridngulo retingulo Agpg
apresentado na Fig. 2b, ¢ possivel deduzir a relacdo entre os intervalos de tempo medidos
pelos dois reldgios:

2
= — (&
AT = At |1- (2. (14)
Yy Y
A A
DONMNN
R R
1
|
cAt 1
CAT
O o
1
F . O o F .
/@/// i @ At S
(a) A emissdo do pulso. (b) A detecgao do pulso.

Fig. 2 — Visdo esquematica da trajetoria seguida pelo pulso luminoso (em verde). O
relogio azul marca o tempo da nave e o vermelho, o tempo da estagdo.

Nesse contexto, para além da existéncia de dois relogios comoéveis a dois corpos
distintos, ¢ fundamental identificar que o fendmeno fisico em questdo ¢ a emissdao ¢ a
deteccao do pulso luminoso dentro da nave. A partir da eq. (14), € possivel perceber que,

2
como 0 < [1-— (%") < 1, At é menor que At para todo v, ndo nulo, ou seja, que o relogio

r

dentro da nave ¢ “mais devagar” que o reldgio na estacdo, o que ¢ normalmente conhecido
como dilatagdo temporal e ocorre porque todo reldogio ¢ o resultado do movimento de suas
partes constituintes, como foi comentado anteriormente. Contudo, o enunciado deste
problema carrega consigo, de forma implicita, a concep¢do de que o tempo estd
necessariamente relacionado ao espaco por um reldgio fixo ao sistema de coordenadas, o que
pode gerar confusdo, pois, se a emissao e a detec¢do do pulso luminoso ocorressem dentro da
estacdo, o resultado da eq. (14) seria invertido e o relogio usado por Amanda ¢ que seria
“mais devagar” que o reldégio usado por Beatriz. Como a chave da compreensdo deste
problema esta, ndo s6 nos tempos medidos pelos relégios comoveis, como também, e
sobretudo, no fendmeno fisico estudado, pelo breve formalismo desenvolvido na secdo
anterior, serd considerado i) que a estacdo ¢ descrita em repouso no referencial Hl, ii) que a
nave se move paralelamente ao seu eixo x, iii) que os dois relogios estdo convenientemente
zerados no ato de emissdao do pulso e iv) que essa emissdo € um encontro € corresponde ao
evento-origem, O, mostrado nas Fig. 3a e 3b. Este ultimo conceito engloba a origem do
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sistema de coordenadas espaciais mostrado nas Fig. 2a e 2b. Pela definicdo da coordenada
temporal dada pela eq. (4) e pela isometria dada pela eq. (5), a detecgao do pulso ocorre
quando a estacdo e a nave estao, respectivamente, nos instantes de coordenadas:

Wi = Clgeteccios (15a)
Wn = CTgeteccios (15b)

com wg igual ao valor da dura¢do do movimento da estagdo, Aw,, e wy igual ao valor da
duracdo do movimento da nave, Aw,,.

T
A
N N
“a
\
\
\
As n N \
v, At \
\
\
\
\
2 o S
wy we O As e
(a) (b)

Fig. 3 — Mapa bidimensional do espa¢o-tempo do referencial H para os movimentos
da nave (em azul) e da estagdo (em vermelho) tomadas como pontos materiais.

Usando a relagdo entre a velocidade e a covelocidade dada pela eq. (9a) e a forma
trigonométrica da covelocidade dada pela eq. (8b), ¢ facil reescrever a eq. (14) como:

Aw,, = Aw, cos(ay,), (16)

em que a, mede a inclinacdo do periodo da nave, de norma As,, que € congruente a sua
histéria por este ser um MRU. Com isso, ndo ¢ muito dificil perceber que:

As, = As, = Aw,, (17)

sendo As, a norma do periodo do movimento da estacdo; como mostra, na Fig. 3b, o arco de
circunferéncia centrada em 0. Em suma, a eq. (17) ja da o primeiro indicio de que a historia
do movimento de um corpo pode se relacionar com o tempo medido por um reldégio em outro
corpo em repouso no referencial adotado. Outrossim, essa equagdo permite identificar que os
eventos E e N, atravessados pela circunferéncia de simultaneidade tracejada, sao
considerados simultineos neste referencial H; e o conceito de simultaneidade ¢ diferente do
conceito de encontro, pois assume a ideia de eventos a uma distancia ndo desprezivel, o que
pode causar problemas, como sera visto nas proximas segoes.

Este problema permite, ainda, discutir os dois casos limites para o movimento da
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nave. O primeiro, conhecido como limite classico, representa o caso em que v, ¢ muito menor
que ¢, que ¢ a mesma coisa que considerar a,, tendendo a zero. E facil perceber, tanto pela eq.
(14), quanto pela Fig. 4a, que At e At sdo aproximadamente iguais a um mesmo valor, o
chamado “tempo comum” intuido no cotidiano, fazendo com que o conceito de velocidade
definido pela eq. (7a) seja escrito em sua forma classica: v = g. Ja no segundo caso, a Fig.
4b mostra a situacdo em que a nave se move com v, tendendo a c; e a dilatacao dos periodos
se torna evidente, tendo suas normas tendendo a infinito desde que Aw,, tenha um valor fixo e
diferente de zero. Por outro lado, ao que parece, somente o movimento da luz possui uma
duragdo sempre nula, permitindo que o seu periodo seja representado por um segmento de
reta vertical e finito no mapa bidimensional do espago-tempo e levando a uma interpretagao
curiosa: A luz possui um movimento puramente espacial e carrega a exata informagdo do
instante em que foi emitida, mas esse ¢ um assunto que serd retomado na discussdo sobre o

paradoxo aparente dos gémeos.

F 3 &~
F N N
P o o m =
|| Y
i ALY
1 b
1 A
X As, ‘\
v, AL A
1 11
! \
: \
1 ]
1 - . 'I .
E & E
: — 0l - e 0
O wy we O A.‘-i,
(a) ug = c ou vy K C. (b) u, L couv, =c.

Fig. 4 — Casos limites.

V. Problema 2: A composi¢cao de movimentos

O objetivo nesta se¢do, por sua vez, ¢ estudar a composicdo de movimentos de tal
maneira que, dado o enredo do problema anterior, serd considerada a nova situa¢dao em que a
estagdo se move com velocidade constante de norma v', e a nave, com uma velocidade
constante de norma v',, ambas na mesma dire¢do e no mesmo sentido conforme mostra a Fig.
5. Seus deslocamentos, com respectivos comprimentos Ax’, e Ax’,,, podem ser obtidos a
partir das duragdes dos movimentos medidas com base nos relogios de Amanda e Beatriz ou
pelo intervalo de tempo, medido por um terceiro reldgio qualquer, considerado, agora, em
repouso, o que leva a um grande problema: Nao s6 os tempos medidos pelos dois primeiros
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relogios sdo diferentes, como também o fenomeno da dilatagdo temporal depende da
velocidade, como mostra a eq. (14). Como a estagdo e a nave ndo possuem velocidades iguais,

Y Yy

A A
: R’
| I
| cAT, !
. @:CAT
I |
: 1

o | UM,
Am’e @: 'UnAT(i ////

Fig. 5 — Visdo esquematica da nova trajetoria seguida pelo pulso luminoso (em

verde). O relogio azul marca o tempo da nave e o vermelho, o da estagdo.

os intervalos de tempo, respectivamente AT, e AT, medidos pelo terceiro reloégio, devem ser,
via de regra, diferentes, de tal maneira que:

At = ar, J1- (%), (182)

Az = A, J1- () (18b)

A distancia percorrida pelo pulso luminoso ¢ dada pelo segmento (OR)’, de
comprimento cAT,,, enquanto a nave se desloca com Ax',, igual a v',,AT,,. Por outro lado, esse
deslocamento pode ser entendido, também, como a composi¢do entre o deslocamento da
estagdo, de comprimento Ax',, e a “corre¢do”, pela eq. (18a), da distancia percorrida pela
nave na Fig. 2b, ou seja:

Ax', = AX', + vy AT,. (19)

A partir do tridngulo retdngulo A pg), mostrado na Fig. 5 ¢ da relagdo entre At e
AT, resultante da composicao entre as eq. (14) e (18a), € possivel encontrar a relagdo entre os
dois intervalos de tempo medidos pelo pretenso reldgio em repouso:

Un /
AT, = A1, + C—zAx e (20)

1% y . . ~
em que a parcela C—’Z’Ax'e ¢ chamada de atraso entre as duas medidas. Finalmente, pela razdo

entre as eq. (19) e (20) e sabendo que Ax’, é igual a v',AT,, a composi¢do de velocidades é
dada por:

I Un U’e -1 /
= (1+222) (v, + ). Q1)

Talvez, a hipdtese de dois intervalos de tempo diferentes assumida para o terceiro
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relogio possa provocar estranheza. As Fig. 2a, 2b e 5 mostram que a trajetoria do pulso
luminoso muda, inclinando-se progressivamente para a direita e tornando-se cada vez mais
longa conforme a velocidade da nave aumenta; e essa composicado de movimentos € o que
afeta individualmente a medida dos relogios, como ja discutido na apresentacao historico-
conceitual deste artigo. Contudo, € possivel contornar esse problema e corrigir a medida do
tempo usando o fendmeno da dilatagdo temporal para cada reldégio em particular, como foi
feito para se deduzir a eq. (19). Por sinal, ¢ normal que o leitor ndo reconhe¢a imediatamente
as eq. (19) e (20), mas nao ¢ muito dificil reformula-las usando a eq. (18a), levando-as
respectivamente as suas formas mais usuais:

1
2

V2 \%
AT, = (1 - C—z) (At - C—zAxn), (22a)
L1
\'4 2
Ax'y = (1-5) * (ax, - vAL), (22b)
em que v = —v', e corresponde a componente ndo nula da velocidade relativa entre os dois
referencias.
x' x’
A A
F‘.’ ;\’.’ \"f
T 3 3
]
n !
: oAy
|
VU, AT, R
! ~
! ~
! N
] A
! N
! \
: E’ \E
| L.
] |
I I
' : As!
: | Ad,
| o 7\ s
04 w'y wh, o'
(a) (b)

Fig. 6 — Mapa, no referencial H', dos movimentos da nave (em azul) e da estagdo
(em vermelho) como pontos materiais.

Uma vez entendido que a relatividade moderna implica em corregdes tanto na

medida do espago, quanto na do tempo, os movimentos da estacdo e da nave podem ser
representados no novo referencial H', conforme mostram as Fig. 6a e 6b. Em principio, a
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historia do movimento do terceiro relogio, dito em repouso, também deveria ser representada
nas figuras, mas, como os objetos de estudo sdo a nave e a estacdo, esse procedimento €
opcional e até mesmo irrelevante se for considerado que as eq. (19), (20), (26a) e (26b) podem
ser reescritas de tal forma que:

As', = cAt,, (23a)

As',, = cATy, (23b)

As', — As', = %"Ax’e, (23¢)
_1

<=(1- 2) (23d)

A circunferéncia de simultaneidade tracejada na Fig. 6b evidencia que os eventos N’
e E' ndo sdo considerados simultdneos, apesar de seus andlogos em H o serem; e a
simultaneidade variar, via de regra, de um referencial para outro ¢ uma propriedade marcante
da relatividade moderna e relaciona-se a incerteza causada pelas medidas fora da vizinhanca
imediata dos eventos. Isso justifica uma Fisica baseada no conceito de encontro; e ndo no de
simultaneidade. Pela Fig. 6a, tanto a eq. (18b), quanto as eq. (26a) e (26b), satisfazem a
relacdo:

As? — Ax2 = As'2 — Ax'2, (24)
enquanto a eq. (18a), para Ax, = 0, resulta em:
As? = As'2 — Ax'Z, (25)

Considerando o limite classico, em que AT,, AT, e At sdo aproximadamente iguais
ao At, que pode ser tomado como o “tempo comum”, a transformac¢do para o movimento da
nave leva em consideragdo apenas a correcao na medida do espago e ¢é escrita como:

As',, = cAt, (26a)
Ax', = Ax, — VAt. (26b)

VI. Problema 3: A contra¢io do comprimento

Neste problema, que visa estudar as consequéncias do conceito de simultaneidade
sobre a medida do comprimento de um corpo extenso e sua representagdo usando a
abordagem geométrica sugerida aqui, serd proposto que a nave onde viaja Beatriz passa
proximo a estagdo onde esta Amanda conforme o Problema 1. Contudo, agora, o pulso
luminoso ¢ emitido por uma fonte na parede anterior do compartimento de carga e detectado
por um receptor na parede posterior de tal maneira que sua trajetdria ¢ dada pelo segmento

OR mostrado na Fig. 7. Pelo mesmo procedimento que resultou nas eq. (19) e (20), o compri-
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Fig. 7 — Trajetoria seguida pelo pulso luminoso (em verde) entre sua emissdo, ponto
0, e sua detec¢do, ponto R. Mais uma vez, o relogio azul marca o tempo da nave e o
vermelho, o da estacgdo.

mento da trajetéria do pulso, Ax,, pode ser entendido como a composigdo entre seu

movimento € o movimento da nave, ou:
Ax), = Ax, + cAt,, (27)
enquanto o intervalo entre a emissdo e a detecgdo, At,, medido pelo relogio na estagao €:

Aty = Aty + = Axy, (28)

. 1 .
cujo termo ;Axn ¢ 0 atraso.

Usualmente, o entendimento sobre a medida de comprimento decorre da distdncia
entre dois pontos considerados ao “mesmo tempo” e ¢ bastante 6bvio que a emissdo ¢ a
deteccdo do pulso ndo podem ser consideradas simultdneas, nem para Beatriz, nem para
Amanda. Assim, em relacdo ao relogio na estacdo, o comprimento do compartimento de
carga, d, representado pelo segmento FR, deve ser aferido considerando o atraso na medida
do tempo; e, neste intervalo, a parede anterior percorreu uma distancia adicional de %"Axn.

Assim, sabendo que:

cAt, = ’%Axn +d, (29)

como mostra a Fig. 7, que Ax, ¢ igual a v,At,, e que At e At,, se relacionam segundo a eq.
(14), ¢ facil obter a relagdo entre d e o comprimento medido usando o relogio de Beatriz, d*:

d=d1-(2) (30)

resultado, este, amplamente conhecido como contra¢do do comprimento, pois d € sempre
menor que d* para todo v, ndo nulo, como compara a Fig. 7. Por outro lado, mesmo que, de
fato, o atraso medido por Amanda ndo seja relevante para Beatriz, tem-se que seu equivalente
medido pelo relogio na nave, At,;, pode ser escrito como:
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Aty = _”_n[l _ (”f)z]_%d, 31)

c

cujo sinal negativo indica que a posicdo da parede anterior do compartimento de carga ¢
considerada no “futuro” em relacdo a da parede posterior.

o]
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Fig. 8 — Mapa, no referencial H*, dos movimentos da nave (limitada em azul) e do

pulso luminoso (em verde).

E fundamental perceber, mais uma vez, que o fendmeno fisico sob estudo é a
deteccao e a emissao do pulso luminoso dentro da nave e que, caso esse fendmeno ocorresse
dentro da estagdo, o resultado da contragdo do comprimento seria invertido. Ja para a
representacdo geométrica deste problema, ndo € necessario explicitar o movimento da estacao
e ¢ interessante delimitar o comprimento do compartimento de carga por suas extremidades,
que sdo apresentadas como pontos materiais com historias paralelas, como mostra a Fig. 8.
No referencial H*, em que a nave ¢ descrita em repouso, os movimentos das paredes anterior
e posterior seguem historias horizontais no mapa do espaco-tempo, enquanto a distancia
percorrida pelo pulso luminoso ¢ um periodo vertical de comprimento equivalente ao do
compartimento de carga, d*, que também ¢ equivalente a dura¢do do avanco da nave no
tempo medido pelo reldégio de Beatriz, Aw,. Assim, considerando i) a emissdo como o
evento-origem, 0", ii) a detec¢do como o encontro representado pelo par de eventos
correspondentes R*, pertencente a historia do pulso, e N*, pertencente a historia da parede
posterior, e iii) M* como o evento simultaneo a detecgdo sobre a historia da parede anterior, ¢

(ORNM)*>» Fig. 8.

Como o leitor pode ter notado, curiosamente, a detec¢do nesta representacdo
geométrica ¢ um encontro separado em dois eventos distintos, mesmo que correspondentes,
com a mesma coordenada espacial e em instantes diferentes; e esta ¢ outra estranha
consequéncia da construgcdo desta geometria, sendo uma propriedade fundamental para a
posterior compreensdo dos trés paradoxos aparentes mencionados na se¢do introdutdria deste

artigo. Entrementes, no referencial H, em que a estagdo ¢ descrita em repouso, essas extremi-
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Fig. 9 — Mapa, no referencial H', dos movimentos da nave (em azul) e da estagio

(em vermelho) como pontos materiais.

dades sdo inclinadas em um angulo «,, Fig. 9b, enquanto o pulso percorre uma distincia
maior dada pela eq. (30), sendo detectado no evento R pertencente a sua historia. O quadrado
pulso, e N, o correspondente a sua detec¢do sobre a historia da parede posterior, como mostra
a Fig. 9a. Pela isometria dada pela eq. (5), Aw, ¢ igual a Aw,, que é, por sua vez, igual ao
valor wy. Contudo, a mudanca de referencial implica em um atraso no tempo que ndo existia
inicialmente para Beatriz e, como mostra a Fig. 9b, o evento simultdneo ao N sobre a historia
da parede anterior do compartimento de carga passa a ser M, pois ela avan¢a uma distancia
1%"Axn nesse intervalo de tempo. Nessas condigdes, talvez com alguma estranheza, é possivel

identificar cinco propriedades fundamentais da nova geometria apresentada aqui: i) os eventos
R e N correspondem ao mesmo encontro, possuem a mesma componente X, mas nao sao
congruentes; 11) duas historias podem se cruzar, evento I, sem que isso signifique um
encontro; iii) as eq. (30) e (31) resultam no tridngulo retangulo destacado na Fig. 9a; iv) por
principio da geometria euclidiana, € possivel considerar que as duas historias paralelas se
encontrem em um evento ao infinito, fazendo com que o arco da circunferéncia de
simultaneidade tenda ao segmento de reta MN; e v) para um corpo extenso rigido, este
segmento, a “distdncia” entre as duas historias paralelas, possui tamanho d*, da mesma
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maneira que no referencial H*. Essa segunda propriedade isométrica vem somar-se a
primeira, dada pela eq. (5), e indica que a mudanca entre referenciais resulta em uma espécie
de rotagdo do corpo extenso no mapa do espaco-tempo; € isso € imperceptivel no limite
classico, dando a entender que o comprimento projetado sobre o eixo x ¢ igual a distancia
entre a historia das duas extremidades.

VII. Problema 4: O “paradoxo” dos gémeos

X T
A A S’
| I 2 N EYy
gl |
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O R Er 04
(a) Referencial H. (b) Referencial H'.

Fig. 10 — Mapas dos movimentos da nave (em azul), do sinal de radio (em verde) e

da estagdo (em vermelho).

Ao contrario do método adotado nos trés problemas anteriores, em que se estudou,
primeiro, o problema fisico para, depois, interpretd-lo geometricamente, esta se¢do usara
diretamente o formalismo proposto neste artigo para tratar de um problema notavel da
relatividade moderna: o paradoxo aparente dos gémeos. As gémeas Amanda e Beatriz foram
separadas apds o término da faculdade, sendo a primeira deixada para trabalhar na estacao,
que ¢ descrita em repouso no referencial H, e a segunda recrutada para tripular uma nave
capaz de viajar a velocidades comparéaveis a da luz no vacuo. Na Fig. 10a, O representa a
separacao das gémeas nesse referencial e constitui um encontro-padrdo, ou seja, um par
congruente de eventos. Como visto na se¢do anterior, dois eventos distintos em historias
diferentes podem estar associados a um mesmo encontro e ¢ conveniente ndo so tornar, ao
menos, um par congruente como também torna-lo o evento-origem. A nave parte do repouso
do hangar da estagdo e muda sua velocidade até atingir o valor constante v,,. Ao aproximar-se
de um sistema estelar com um possivel exoplaneta habitavel, ela muda novamente sua
velocidade para o mesmo valor, mas no sentido oposto, enquanto faz suas analises sobre o
astro e as envia via sinal de radio, evento S, para a estacdo; o que também caracteriza um
encontro-padrdo entre o sinal e a nave, pois a luz ou qualquer outra onda eletromagnética
carrega a informacgdo exata do instante de sua emissd@o. Os dados enviados por Beatriz
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encontram seu objetivo e sdo recebidos por Amanda, eventos correspondentes R e Ey, de tal
maneira que a histdria da estagdo no periodo OER tem o mesmo tamanho que a soma entre a
histéria da nave no periodo OS e a histéria do sinal de radio no periodo SR, uma vez que elas
sdo proporcionais ao tempo medido pelo relogio em repouso no referencial H. Alguns anos
depois do recebimento dos dados, a nave finalmente chega a estacdo e volta ao repouso,
eventos correspondentes N e Ey, permitindo com que as irmas se reencontrem. A histéria da
estacdo no periodo OEy tem 0 mesmo tamanho que a histéria da nave, que é continua e suave,
comega no evento O, passa por S e termina em N; e, gracas a dilatagdo temporal, Beatriz
envelheceu mais devagar que Amanda. Este resultado ¢ claramente perceptivel pelas
coordenadas w da Fig. 10a e parece um paradoxo. No entanto, nao s6 a diferencga entre as
idades das irmas ¢ real, como também tal resultado ¢ consequéncia direta do movimento
como um todo, pois os relogios biologicos que medem o envelhecimento das gémeas sofrem
independentemente os efeitos da dilacdo temporal, enquanto a histéria da nave e de seus
tripulantes pode ser aproximada a uma sucessdo de MRUs. Na Fig. 10a, os periodos de
mudan¢a no movimento da nave sdo muito pequenos em comparagdo a histéria da viagem,
tornando-os imperceptiveis, enquanto, no limite classico, o tridngulo A,y € “achatado”,
fazendo o par de eventos N e Ey tender a congruéncia, bem como o par R ¢ Eg. J4 em uma
mudanga de referencial, cada periodo de seu movimento, constante ou nao, sofre a atuacao
das transformacgdes dadas pelas eq. (12a) e (12b), de tal maneira que:

NI, N v N

Jor ds'n =3 fp dsn =3 [ doxn, (32a)
NI, N N

J,, dx'y = 5 Jp dxn == J dsn. (32b)

Da mesma forma, o movimento do sinal de radio sofre a atuag¢do de transformacdes
analogas as anteriores, resultando na Fig. 10b, que preserva, por isometria, as duragdes da Fig.
10a. Essas transformagdes preservam os encontros de tal maneira que o periodo da estacao,
(OER)', tem tamanho igual a soma dos tamanhos da histéria da nave no periodo (0S)’ e da
historia do sinal de radio no periodo (SR)’, enquanto que o periodo (OEy)’ tem o mesmo
tamanho que a histéria da nave no referencial H', que comega no evento O', passa por S’ e
termina em N'.

VIII. Problema 5: O “paradoxo” da contracio do espaco

Nesta secdo sera estudado, usando diretamente a nova geometria, outro problema
notavel da relatividade moderna: o paradoxo aparente da contracdo do espaco. No referencial
H, a nave onde viaja Beatriz entra, com velocidade constante, de norma v,, comparavel a da
luz, e paralela ao eixo x, em um dos hangares da estacdo onde estd Amanda. A covelocidade
da nave tem norma u, e o hangar tem comprimento d;, enquanto a estacdo ¢ descrita em
repouso. Por outro lado, o comprimento da nave ¢ d;, quando medida no referencial H*, em
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que, agora, ela ¢ considerada em repouso. Tomando que dj, ¢ maior que dj, o comprimento
medido para a nave, d,,, no referencial H pode ser menor que o comprimento em repouso do
hangar gragas ao fenomeno da contracdo do comprimento, pois, se nao bastasse a
preocupacao da relatividade classica em saber onde os moveis estio em cada referencial, a
relatividade moderna trouxe também a dificuldade em saber quando fazer as medidas. Usando
o mapa do espago-tempo proposto neste trabalho, foi demonstrado que o MRU de um corpo
extenso ¢ delimitado por duas historias paralelas, que representam suas extremidades como
pontos materiais € que sempre distam entre si o valor do comprimento medido em repouso.
Da mesma maneira, a proje¢ao desse valor sobre o e€ixo x ¢ o comprimento contraido, ou seja,
aquele considerado simultaneo. Assim, nao ¢ muito dificil perceber que dois corpos extensos
em movimento relativo entre si podem ter comprimentos contraidos maiores, menores ou até
iguais dependendo do referencial, gracas a rotagdo atribuida a transformacao.

Por exemplo, na transformag¢do dos movimentos da nave e¢ da estacdo descritos de
referencial H para um referencial HT, arbitrario, que tem seu eixo xT se movendo
paralelamente ao eixo x com velocidade e covelocidade relativas de norma, respectivamente,
v ¢ u, o comprimento contraido do hangar, dT, e o comprimento contraido da nave, d;rl,
podem relacionar-se usando a composicao de covelocidades, a partir da eq. (13a), de tal
maneira que:

di = kdj, (33a)
—C(1_Ym\on
o= Un (1 c c)d;‘l' (33b)

A Fig. 11 mostra a situagdo em que k = 1, mas este problema também pode ser
estudado usando os encontros entre as extremidades dos dois corpos extensos. E conveniente
que a analise inicial seja feita tanto no referencial em que a estacdo ¢ considerada em repouso,
quanto no referencial em que a nave ¢ considerada em repouso, pois um encontro mantém a
mesma coordenada espacial, enquanto a historia de um ponto material em MRU s6 passa uma
vez pela posi¢do onde estd o ponto material estatico. Nessas condi¢des, no referencial H, Fig.
12a, o nariz da nave alcanga a entrada do hangar no evento N; e a sua saida ocorre no evento
0, que ¢ considerado o encontro-padrdo, e a cauda da nave alcanga a entrada do hangar no
evento N3 ¢ a sua saida acontece no evento N,. Ja no referencial H*, Fig. 12b, o nariz da nave
alcanga a entrada do hangar no evento Ef e a sua saida acontece no evento O*; e a cauda da
nave alcanga a entrada do hangar no evento E3 e a sua saida ocorre no evento E;. Gragas a
isometria das duragdes e a isometria da distancia entre as histdrias paralelas: 1) o par E;r e N;r
na Fig. 11 corresponde ao encontro entre a cauda da nave e a entrada do hangar e ii) este
problema pode ser representado no referencial H' como mostram as Fig. 13a e 13b.
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Fig. 11 — Mapa, no referencial HY, dos movimentos da nave (limitada em azul) e do

hangar (limitado em vermelho) para a situacdo em que k = 1.
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Fig. 12 — Mapas dos movimentos da nave (limitada em azul) e do hangar (limitado

em vermelho).

Em relagdo as duragdes, a ordem cronoldgica dos eventos de encontro pode ser
diferente para cada um dos dois relogios comoveis, dependendo do angulo «,, que ¢
congruente ao angulo a;, ¢ dos comprimentos em repouso da nave, d,,, € do hangar, d;,. Essa
diferenca na sucessdao de eventos pode causar confusdo quando se tenta estabelecer uma
relagdo de causalidade entre eles, pois, nas Fig. 12a e 12b, a sequéncia dos eventos de
encontro para o relégio de Beatriz é: N;, O, N3 e N,, enquanto que, para o relégio de Amanda,
a ordem ¢: E;, E3, O e E,, invertendo a saida do nariz da nave pela entrada da cauda. Até
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mesmo se d, fosse igual a dj, as mesmas sequéncias seriam observadas. Esse resultado
estranho e aparentemente contraditorio deve-se ao fato de, neste problema, haver dois
fendmenos sob andlise: 1) a passagem da nave por dentro do hangar e ii) a passagem do
hangar ao redor da nave, que, contrariando a intui¢do, sdo fendmenos distintos. Ja em relagao
as histdrias, relacionadas a quaisquer outros relogios, para os referenciais em que k > 1, a
saida do nariz ocorre antes da entrada da cauda, para aqueles em que k = 1, esses eventos
ocorrem simultaneamente, e, para 1 < k < 0, a cauda entra antes da saida do nariz.

Fig. 13 — Mapa, no referencial H, dos movimentos da nave (limitada em azul) e do

hangar (limitado em vermelho).

Os resultados tanto para as medidas dos comprimentos contraidos da nave e do
hangar, quanto para as ordens dos eventos de encontro desses movimentos, sdo bastante anti-
intuitivos e parecem paradoxais em termos do resultado observado no cotidiano. Entretanto,
ao analisar o problema no limite cldssico, em que os angulos @, € @, sdo muito pequenos e 0s
comprimentos da nave e do hangar sdo considerados dentro da ordem de grandeza usual do
dia a dia, a sequéncia dos eventos, ndo s6 sao compativeis com o resultado cldssico, como
também os pares de eventos correspondentes tendem a congruéncia, € os comprimentos
contraidos tendem ao valor dos comprimentos em repouso. Nesse limite, removendo a
constante ¢ do eixo temporal, o resultado ¢ exatamente o tradicional diagrama horario da
posicdo e o paradoxo sO surge quando se toma a parte pelo todo, ou seja, considera-se o
resultado no limite classico como um resultado geral. Outrossim, vale a pena frisar que esses
sao resultados obtidos pela medida, e ndo se devem a uma simples percepcao do observador,
ou seja, nao se devem ao “aspecto visual” (OSTERMANN; RICCI, 2002, CAVALCANTI,
OSTERMANN, 2007) do objeto em movimento relativista. Para o observador, a nave caber
ou ndo no hangar depende muito da escala de grandezas do problema, pois a luz emitida em
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cada um dos encontros demora tempos diferentes para alcangéd-lo, causando um efeito

particular de perspectiva.

IX. Problema 6: O “paradoxo” do disco rigido girante
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Fig. 14 — (a) Mapa tridimensional do espago-tempo, no referencial H, do movimento
circular do receptor como um ponto material (em vermelho). (b) Proje¢oes do movimento do

receptor sobre a base e a lateral do cilindro mostrado na figura ao lado.

Continuando o método comegado nas duas segdes anteriores de abordar os problemas
usando diretamente a nova geometria, aqui, sera feito um estudo sobre mais um problema
notavel da relatividade moderna: o paradoxo aparente do disco girante. Amanda e Beatriz
estdo na torre de comando da estacdo, que possui um reldgio fixo e ¢ descrita em repouso no
referencial H, e operam um compartimento circular de testes capaz de girar, em suas partes
mais periféricas, a velocidades comparaveis a luz. Dentro desse compartimento, hd uma fonte
laser e um receptor de luz de tal maneira que a primeira esta em repouso no centro de rotagao
e o segundo estd girando, com velocidade constante de norma v,., junto com o compartimento
e a uma distancia fixa, r, do centro. Um pulso luminoso ¢ emitido pela fonte, evento O na Fig.
14a, e ¢ detectado pelo receptor, evento R. Ja o evento ER corresponde a detec¢do do pulso na
historia do receptor, que ¢ descrito como um ponto material em movimento circular. Nestas
condicdes, 1) a Fig. 14a pode ser chamada de mapa tridimensional do espago-tempo; ii) o
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movimento da luz estd contido num plano xy, puramente espacial; iii) o movimento do
receptor ocorre num cilindro, cuja base ¢ o disco de raio r, também pertencente ao plano xy;
iv) a Fig. 14b mostra as proje¢cdes do movimento do receptor sobre a base e a lateral do
cilindro; e v) a detec¢ao do pulso até poderia ser tomada como o encontro-padrao, mas essa
escolha atrapalharia a clareza na Fig. 14a.

Neste ponto, a discussdo sobre o conceito de corpo rigido girante se torna essencial.
Nao ¢ muito dificil perceber que o valor da velocidade angular, ou seja, a taxa de variagdao do
angulo de rotagdo espacial, 8, em relacao a histéria do movimento do receptor, ndo pode ser
considerada constante sem violar o Postulado 1, pois isso geraria um referencial inercial
privilegiado. Isto ocorre porque a transformagao entre os tempos depende da velocidade, que,
ndo sé varia conforme o raio r, como também esta sujeita & composicdo de movimentos; o
que faz com que periodos considerados iguais em um referencial sejam, via de regra,
diferentes em outros. Assim, a maneira ideal de descrever a rotagdo de um corpo considerado
rigido € considerar, como constante, a taxa de variagdo, €, do angulo 6 em relagdo a duracdo
de seu movimento de tal maneira que, considerando W referente a duragdo de uma volta

completa:

21
Q=2 (34)

A definicao da taxa de variacdo (2, que tem seu significado geométrico dado por:
tgla) = Qr, (35)

com a mostrado na Fig. 14b, permite deduzir, a partir das eq. (9a) e (9b), as normas da
covelocidade e da velocidade do receptor, respectivamente:

1
u, =c (14 0Q%2) 2, (36a)
1
v, =Qcr(1+0Q%2) 2, (36b)

que ¢ um resultado importante para medir o fendmeno da dilatagdo temporal sobre este ponto.
A definigdo de corpo rigido girante ideal adotada aqui explica bem o funcionamento dos
relogios analdgicos mostrados nas Fig. 2a, 2b, 5 e 7, pois mantém a duragdo de seus
movimentos, 0 que permite construir os mapas bidimensionais subsequentes, como também
resolve uma possivel situacao paradoxal em que, no caso limite para r considerado muito
grande, a velocidade do receptor excederia o valor ¢. Mais ainda, essa definicdo recai no
resultado esperado no limite classico, que mantém constante o valor da velocidade angular,
uma vez que a tg(a) ¢ aproximadamente o sen(a) para um r muito pequeno.

O movimento circular uniforme estabelecido até agora j& seria suficiente para
encerrar esta secao, mas ainda poderiam pairar duvidas a respeito do efeito da contracao do
comprimento, na situagdo em que o receptor € considerado em repouso sobre o disco da Fig.
14a. Essa discussdo extrapola um pouco a definicdo de referenciais inerciais apresentada neste
artigo, pois o receptor ndo pode ser considerado parado e livre de interagdes, mas isso ndo ¢é
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um problema; ndo, ao menos, neste exemplo, como serd demonstrado a seguir. A fonte € o
receptor podem ser considerados em repouso em um autoproclamado referencial ndo-
inercial; e, fazendo analogia com o Problema 4, ndo s6 a dilatagdo temporal so6 se aplica na
direcdo tangencial a curva, mantendo r inalterado, como também a norma, c, da velocidade
do pulso luminoso s6 depende de suas componentes radial e tangencial, com esta ultima igual
a —v,. Assim, ¢ razoavel concluir que a trajetdria/historia do pulso nesse referencial nao-
inercial ¢ maior que no referencial inercial H, sendo curvada no sentido oposto a rotagdo do
receptor, por composicdo de movimentos. O fendmeno da dilatacio temporal afeta
diretamente o tamanho da histéria, h, congruente a r, entre os eventos Ep e E,, simultaneo a
emissao do pulso no referencial H, e a distancia percorrida pelo receptor, d, nesse mesmo
periodo ¢ menor que a componente tangencial da trajetoria do pulso no referencial nao-
inercial. Esta contragcdo espacial pode ser escrita como:

§d=d+A¢ (37)

em que o incremento na distancia, Ad, ¢ convenientemente colocado na Fig. 14b para permitir
a comparac¢do. Considerando que o receptor executa um movimento circular, que o raio r nao
se altera e que d = Or e Ad = rA#0, ¢ facil perceber a relacdo angular:

§9=9+Aa (38)

indicando que a contracdo do comprimento do compartimento ndo resulta em uma
deformacao radial, mas em uma precessao angular, A8, de tal maneira que, no referencial nio-
inercial, o evento pertencente a historia do receptor, e simultineo a emissao do pulso, seria
analogo ao E.

X. Consideracgoes finais

O conteudo apresentado neste artigo ¢ uma continuagdo da transposicdo didatica
pioneira apresentada em 2013 (ALMEIDA, 2013) e possui o papel relevante de sugerir uma
nova linha de discussdo sobre o ensino da relatividade moderna no Brasil. Na verdade, essa
nova linha parece nova até em contexto internacional; e, talvez, um dos provaveis motivos
que a tornam desconhecida no ensino seja sua pouca expressividade na propria pesquisa em
Fisica, pois ela parece ter chegado “tarde”: ndo oferece uma vantagem decisiva para os fisicos
e parece um retrocesso, um retorno ao “euclidianismo”, para os matematicos. Essa baixa
expressividade € percebida 1) pela falta de consenso sobre seus termos e conceitos e ii) pela
baixa quantidade de bons trabalhos sobre o assunto. E comum que essa abordagem euclidiana
seja “redescoberta” de forma independente por diversos autores nestes ultimos 50 anos,
inclusive por este presente autor, que esta em grande débito com van Linden (2018), mas,
faltava na literatura um trabalho que atacasse de forma meticulosa os problemas historicos da
relatividade. Assim, destrinchar os seis problemas propostos aqui foi um ganho conceitual,
tanto para seu ensino, quanto para sua propria compreensio fisica. E evidente que ainda
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existem muitos outros problemas da relatividade moderna que precisam ser estudados a luz
dessa nova geometria antes de uma correta compreensao de suas propriedades e de uma firme
analogia conceitual com as abordagens canoOnicas, mas, aparentemente, ndo ha qualquer
fenomeno, de competéncia da TRE, que ela ndo possa operar com sucesso ¢ de forma
equivalente. Isso, aliado com uma possivel vantagem em seu uso educacional, torna-a uma
abordagem promissora para o ensino.
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