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Se realiza un anélisis sobre el concepto gauge, global y local, ilustrando los aspectos
maés importantes sobre la manera de proceder para el establecimiento de la simetria
gauge en electrodindmica clasica, mecénica cudntica y electrodindmica cudntica,
mostrando cémo la simetria gauge produce un resultado que es fisicamente
significativo. Bajo este contexto, se implementa el concepto gauge haciendo uso del
formalismo lagrangiano y exigiendo su invariancia bajo un grupo de simetria. Ademas,
se bordan las ideas de Yang y Mills apoyadas en el grupo no abeliano SU (2) como una
primera explicacion sobre la dindmica de la interacciéon entre el protén y neutrén a
partir de la conservacion del isoespin. Este andlisis revela como el concepto gauge se
convierte en un paradigma para la construcciéon de explicaciones alrededor de los
fenémenos a nivel atémico; explicaciéon que se considera de dificil comprensién por
parte de los estudiantes, lo que permite generar una forma alternativa, didactica y
robusta de abordar el tema para favorecer la adquisicién de un conocimiento sobre los
principios subyacentes en los que se fundamenta la fisica contemporénea.

ABSTRACT:

An analysis is made on the gauge concept, global and local, illustrating the most
important aspects on the way to proceed for the establishment of the gauge symmetry
in classical electrodynamics, quantum mechanics and quantum electrodynamics,
showing how the gauge symmetry produces a result that is physically significant.
Under this context, the gauge concept is implemented using the Lagrangian
formalism and demanding its invariance under a symmetry group. In addition, the
ideas of Yang and Mills supported by the non-Abelian group SU (2) are embroidered
as a first explanation about the dynamics of the interaction between the proton and the
neutron from the conservation of the isospin. This analysis reveals how the gauge
concept becomes a paradigm for the construction of explanations around phenomena
at the atomic level; explanation that is considered difficult to understand by students,
which allows generating an alternative, didactic and robust approach to the subject to
favor the acquisition of knowledge about the underlying principles on which
contemporary physics is fundamented.
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1. Introduccién

En el presente trabajo se hace uso, dentro de cada
contexto, electrodindmica cldsica, mecanica cudntica y
electrodindmica cudntica, de la idea gauge, global y
local, y sobre su significado, que resulta generalmente
abstracto a los estudiantes, dando la oportunidad de
ilustrar los aspectos mds importantes en la que
interviene la simetrfa gauge en cada esquema. Ademds,
la simetrfa gauge juega un papel fundamental para la
descripcidn de las interacciones ya que a partir de ésta se
predice la forma como las particulas interactian,
constituyendo una motivacién para abordar el concepto
de invariancia gauge desde diferentes contextos de la
fisica, y asi involucrar una metodologia que facilite un
mejor aprendizaje por parte de los estudiantes sobre la
teorfa gauge.

Este andlisis revela como el concepto de invariancia
gauge que se nos ensena, sin saberlo tempranamente, se
convierte en la base fundamental parala construccion de
explicaciones de los fenémenos; explicacién que estd
fundamentada en el concepto de simetrfa como una
manerade interpretar la naturaleza.

Lanocién de simetria, apreciada originalmente desde un
contexto puramente geométrico, abrié un camino
promisorio para la explicaciéon de los fenémenos a nivel
atémico cuyas consecuencias han transcendido en la
manera de ver y comprender los acontecimientos del
mundo natural. Es asi que, para el estudio de las
interacciones, la simetria se clasifica de dos maneras:
simetria discreta y simetria continua. La simetria
continua puede clasificarse a su vez en una simetria
espacio-temporal y una simetrfa interna. La simetria
espacio-temporal queda descrita a partir del grupo de
Lorentz y por el grupo de Poincaré, en tanto la simetria
interna es descrita por los grupos unitarios

U, SU2) y Sud) [1-21 Ademds, existen dos clases de
simetrias internas: una global,

— plagL
U(a’l,az, as, ...,aN) = elaB B,

donde los pardmetros de la transformacion
(@g) no dependen de las coordenadas espacio-temporal,
y otralocal,

U(ay, ay, as, ..., ay) = elap(Mlp

enla que los parametros de la transformacién (ag (7))
dependen explicitamente de las coordenadas espacio -
temporal, siendo (Lg)el nimero de generadores del grupo
en la representacién correspondiente satistaciendo el
dlgebrade conmutacion [Lg, Lp] = ifapcle, Y (fane)  las
constantes de estructura del grupo.

Bajo este contexto, se hace uso de la formulacién
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lagrangiana exigiendo que el lagrangiano del sistema
deba ser invariante bajo la accién de un grupo de
simetria, estableciéndose ademds que el lagrangiano sea
también invariante cuando el grupo de simetria se hace
local. La exigencia del grupo de simetria local al
lagrangiano implica remplazar la derivada comtn (d,)
por la derivada covariante D, = 9, +iq4, denominada
también acople minimal. Elremplazo de la derivada
9, = 9, +iqA, permite introducir a través de ésta tantos
campos gauge como generadores tenga el grupo de
simetria local propuesto, lo que conduce a determinar la
forma en la que los campos interactian entre ellos y la
materia.

Finalmente, se muestra como Yang y Mills
implementan la idea gauge, global y local, planteada por
Hermann Weyl en 1918 [37, introduciendo el grupo de
simetrfa no abeliano SU(2) con el fin de construir una
explicacién sobre la interaccién entre protones y
neutrones [4-|. Como consideracién final se detalla la
diferencia esencial entre el esquema electromagnético y
el esquema propuesto por Yang y Mills en relacién al
alcance de la interaccién, lo cual conduce a pensar que
los campos responsables de la interaccién nuclear deben
de poseer masa. Por lo tanto, en la teorfa clasica de Yang-
Mills surge el problema de la masa para las particulas
intermediarias.

2. Metodologia

Se muestra de manera general un precedente histérico y
circunstancial sobre el surgimiento de la idea gauge
apoyado en el articulo Gravitation and electricity [37],
en el que se establece por primera vez la idea gauge con
el fin de unificar la fuerza gravitacional y
electromagnética bajo una perspectiva geométrica. Se
desarrolla una did4ctica como estrategia y aporte
pedagdgico en relacién con el concepto gauge dentro del
contexto de la fisica clasica, realizando una descripcion
explicativa en la que se encuentra inmersa la idea gauge
para el calculo de la velocidad angular de una particula
en movimiento circular uniforme y la velocidad
instantdnea de una particula en caida libre, finalizando
suimplementacién dentro del esquema electrostatico.
Este andlisis revela como el concepto de invariancia
gauge puede ser implementado en diferentes contextos
de la fisica brindando una forma alternativa, didactica y
novedosa de abordar el tema, conectando el mismo con
un tépico conocido de la fisica. En este sentido, también
se implementa la idea gauge dentro del contexto de la
electrodinamica clésica exhibiendo el significado que
Juega la simetrfa gauge en los potenciales para obtener
lainvariancia de las ecuaciones de Maxwell.
Posteriormente se implementa la invariancia gauge,
global y local, en la ecuacién de Schrodinger destacando
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la importancia del uso de la derivada covariante cuando
el grupo de simetria se hace local. Las anteriores ideas se
generalizan haciendo uso de la formulacién generalizan
haciendo uso de la formulacién lagrangiana y
especificamente en el lagrangiano de Dirac para un
electrén en presencia de un campo electromagnético,
destacando que la invariancia gauge puede ser
considerada como un principio dindmico y
configurandose en un aporte sobre el valor que juega la
simetria en la construccién de explicaciones en torno a
lanaturaleza.

Finalmente se aborda la estabilidad nuclear del dtomo
mediante el analisis del articulo "Conservation of Isotopic
Spin and Isotopic Gauge Invariance”, publicado en 1954
por los pensadores Yang y Mills donde plantean la
problemdtica y el enfoque para resolverla. Sugieren
proceder de manera andloga a como se opera desde el
contexto de la electrodindmica cldsica en su forma
covariante pero haciendo uso del grupo de simetria SU(2)
configurandose asf el marco conceptual pertinente pero
limitado para entender la estabilidad nuclear del &tomo.
La anterior metodologfa establece una ruta de trabajo
que permite mediante una descripcién explicativa desde
diferentes contextos de la fisica, el abordaje del concepto
de invariancia gauge global y local, con el fin de lograr
una comprension del concepto, ademas de evidenciar el
proceder en el que se fundamentala teorfa gauge.

3. Sobrelaidea gauge

La idea gauge como principio dindmico fue por primera
vez apreciada por Hermann Weyl motivado por
encontrar una base geométrica que diera cuenta de las
interacciones gravitacional y electromagnética. En su
articulo “Gravitation and electricity” Weyl (1918)
propone por primera vez la idea gauge "guiding field"
[3,5] con el fin de unificar la fuerza gravitacional y
electromagnética hasta entonces conocidas (1900). Su
propuesta se fundamenta en una geometria que explique
no sélo los fenémenos gravitatorios sino también
aquellos que estdn relacionados con campos
electromagnéticos dentro del contexto de una teorfa de
campo unificado de la gravedad y el electromagnetismo.

Bajo este contexto, Weyl propone una generalizacién
del concepto de medida argumentando que las medidas
fisicas son relativas y lo que tiene significado es el
intervalo  AS? =(x; —=x1)* + (y2 = y1)* + (2 — z)* [6].En
este sentido, el intervalo medido por un observador
entre dos eventos en un espacio de tres dimensiones,
puede ser calculado de diferentes maneras, es decir, la
posicién inicial y final de cada evento podrd ser
recalibrada respecto al origen de referencia
manteniendo el intervalo entre los dos eventos
invariante para todos los observadores [77].

3.1. La Velocidad angular de una particula obtenida
bajo el concepto gauge

La velocidad de una particula con un movimiento
circular uniforme en el plano puede ser obtenida a partir
del concepto de invariancia gauge. La posicién de la
particula se puede fijar haciendo uso de un plano
cartesiano especificando la posicién angular por el
angulo que forma con una direccién fija del plano como
semuestraenlafigura 1,

Figura 1. Posicién angular de una particula en un
plano cartesiano. Fuente: elaboracién propia

La rapidez de rotacién (w) de la particula permanecera
constante y su posicién angular inicial en (p)) quedara
descrita por el dangulo (6), y su posicién final (P2 en (e)serd
dadas respecto al eje de referencia (z),en otras palabras,
la ecuacién de movimiento de la particula esta dada por:

0 = wt . (1)

La posicién angular de referencia puede ser escogida de
manera arbitraria sin modificar la ecuacién de
movimiento de la particula. Ya que existe una
arbitrariedad en la posicién angular de la particula, se
puede introducir el concepto de invariancia gauge
adicionando una constante arbitraria respecto a la
posicién angular inicial (6,) y respecto a la posiciéon
angular final (6,) dadas como:

6, - 6] =0, +cte; 6, > 0, = 0, + cte. (2)

Es facil de comprobar que el desplazamiento angular de
la particula no cambia al sustituir la transformacién (2).
Esta invariancia es denominada invariancia gauge
global ya que la constante que se adiciona es igual para
todos los observadores.
Para obtener la rapidez angular de la particula es
necesario conocer la distancia angular 6’ = + a6 con A6 = cte
que recorre la particula en el instante de tiempo,t' = t + At
At = cte, muy pequeno para evitar cambios en la rapidez
de la particula. En otras palabras, considerando el
tiempo y la posicién angular de la particula como una
recalibracién dada por,

tot'=t+At ; 050" =0+A0 (3)
se obtiene, la posicién angular de la particula un poco
mas lejos delo que se encontrabaantes  6(t) = wt

es declir,
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0 + A8 = w(t + At),
wt + A8 = wt + At,
AO = wAt.

3)

En primera aproximacién la rapidez angular de la
particula sera: _ ﬁ )
At
No obstante, la velocidad angular instanténea es el valor
de este cociente cuandoat se hace infinitamente pequerfio,
. A8

©= e (%)
Por lo tanto, haciendo uso de la transformacién (3) de las
variables de posiciéon angulare =e(t) y tiempo (Z) conduce
ala obtencién de la velocidad angular de la particula. Lo
anterior significa que la eleccién del punto de referencia
angular no tiene importancia ya que lo que tiene
significado es la diferencia de la magnitud considerada
que en este caso es el desplazamiento angular
(846 =6, - 6,) durante un intervalo de tiempo y no su valor
absoluto en un punto dado del plano, lo cual permite
hacer uso de la idea gauge. Este andlisis permite
caracterizar el papel que juega el concepto gauge en la
formalizacién del movimiento de la particula en rotacién
dando la posibilidad de mostrar una mirada diferente a la
usual en el abordaje y explicacion de éste.

3.2. La velocidad instantinea mirada bajo este
concepto

Se realiza un andlisis sobre el movimiento de una
particula en caida libre haciendo uso del concepto gauge
en la recalibracién del tiempo y la recalibraciéon de la
posicién de la particula que cae, con el fin de obtener la
velocidad de la particula en un instante de tiempo, es
decir, alos cuatro segundos de iniciadala caida. La figura
2 muestra el lugar geométrico del movimiento de la
particula que cae

y(m)

150 T

100 T

0 t t t t t } }
7
t(seg)

Figura 2. Diferentes posiciones de una particula en
caida libre, asumiendo la aceleracién de la gravedad
igual a(?) =10m/s?Fuente: elaboracién propia.
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La ecuacién de movimiento para la particula en caida
libre se plantea de la siguiente forma:

y=5t2 (6)

Para hallar la velocidad de la particula al cabo de cuatro
segundos es necesario conocer la distancia que recorre
en un tiempo muy pequefio para evitar cambios en la
velocidad. Esto significa que la relacién entre el
desplazamiento y el tiempo transcurrido se debe
aproximar a un valor limite definido. Como se aprecia en
la tabla 1, a medida que el tiempo tiende a cuatro
segundos la posicién de la particula tiende a 80 metros, y
la velocidad tiende a 40 m/s, en tanto que los intervalos
de tiempo y posicién se hacen extremadamente
pequenos.

f(seg) | y(t)m | At(seg) Ay(m) v(t)m/'s
3,8 72,2 0,1 3,85 38,5
3,9 76,05 0,09 83,5505 89,45
3,99 | 79,6005 | 9x107° | 0,359505 39,945

3,999 | 79,9600 | 9x10* | 0,035995 89,9945

Tabla 1. Se muestran las diferentes tendencias del
tiempo, la posicién, intervalo de tiempo e intervalo de
posicién y tendencia de la velocidad de la particula.
Fuente: elaboracién propia.

Dada la tendencia de los valores del tiempo y los valores
de la posicién, ademas de los intervalos de tiempo e
intervalos de posicién, dados por la tabla 1, la velocidad
de la particula al cabo de cuatro segundos puede ser
calculada en el instante de tiempo, t— t=t+4¢
el cual la posicién de la particula queda dada por y—y =y+
4y En otras palabras, considerando el tiempo y la
posicién como una recalibracién dadas por,

tot'=t+At ; y-y =y+Ay, (7)

se obtiene la posicién de la particula un poco mas lejos de
lo que se encontraba antes ¥ = 5t*s decir,
y + Ay = 5(t + At)?,
5t2 + Ay = 5t? + 10tAt + 5At2.
En primera aproximacién la velocidad de la particula

serd: v ="2=10t + 5A¢.

ac
Sin embargo, la velocidad de la particula a los cuatro
.- Ay .

segundos es el valor limite de 3; decir, tantosycomo 4t

se hacen infinitamente pequefios como lo muestra la
tabla 1, v = lim 10t + 5At = 10¢. (3)

At—0

Por lo tanto, a los cuatro segundos la velocidad
instantdnea de la particula sera v(4) = 40m/s.Bajo este
contexto, la velocidad de la particula al cabo de los
cuatro segundos se obtuvo haciendo uso de (7) que
corresponde a una transformacién gauge de la variable
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de tiempo y la variable de posicién de la particula. De la
misma forma que el concepto de particula es un concepto
fisico que permite describir el movimiento del cuerpo
apoyandose en el concepto de punto, la velocidad
instantanea de la particula puede ser obtenida haciendo
uso del concepto gauge apoyandose en la recalibracién
de las variables de posicién y tiempo como valor
agregado para el andlisis. Este mismo resultado puede
ser obtenido derivando la funcién y(t) = 5t* respecto al
tiempo y calculando la velocidad a los cuatro segundos.
Finalmente, el andlisis puede ser generalizado para
obtener la derivada de cualquier funcién como una
recalibracién de las variables dependiente e
independiente.

3.3. Caso electrostatico

La anterior idea puede ser implementada en el caso
particular de la electrostatica haciendo uso del potencial
eléctrico. El potencial eléctrico en dos puntos en un
espacio de tres dimensiones queda determinado
mediante las coordenadas Vo = Vo(x1, y1, z1) Y V; = Vs(xy,

respectivamente, los cuales pueden ser recalibrados
adicionando una constante arbitraria de la siguiente
forma:

Vo= Vo' = Voloxy,¥1,21) + cte; Vy = V' = Ve(xy,¥5,25) + cte. (9)
Lo anterior significa que el potencial inicial y final no
estan univocamente determinados. La medicién del
potencial en cada punto del espacio puede ser arbitraria
respecto a cada observador. Por lo tanto, a una misma
diferencia de potencial Av =V, — v, pueden corresponder
diferentes potenciales, inicial y final, dependiendo de la
constante arbitraria que se adicione. Es facil de
comprobar que la diferencia de potencial 4v)no cambia al
sustituir la transformacién (9), lo cual significa, que es la
diferencia de potencial lo que tiene significado fisico.
Esta invariancia es denominada invariancia gauge
global ya que la constante que se adiciona es igual para
todos los observadores.

Existe otra manera de realizar la recalibracién del
potencial eléctrico. En este caso, cada observador puede
adicionar una constante diferente quedando la
diferencia de potencial (av =V;-V,) invariante bajo una
transformacion local de la forma,

(10)
Vor = Vor' = Vo1 (x1,¥1,21) + Ci5 Ve = Ve = Ve (32,52, 22) + C;

(0]
Voz = Vo' = Voo (x1,¥1,21) + Cy; Vip > sz” = sz(xz,}’mZz) + G,

(0]

Vos = Vo3""' = Vos(x1,¥1,21) + C3; Vpz = Vi"”

= Vr3(x2,¥2,22) + (5.

El efecto de adicionar una constante arbitraria por cada
observador de referencia no modifica en nada las
ecuaciones de la electrostdtica. Esto significa que la
eleccién sobre el valor absoluto del potencial en un
punto dado del espacio no tiene importancia ya que
siempre se tratard con diferencias del potencial eléctrico.
No obstante, esto permite apreciar la implementacién
del concepto gauge, global y local, dentro del esquema
electrostdtico. Finalmente, la anterior idea es
implementa dentro del contexto de la electrodindamica
clasica, la mecédnica cudntica y en electrodindmica
cudntica mostrando la manera de proceder desde cada
esquema.

4. Invariancia gauge en electrodinamica clasica

Las ecuaciones que describen los fenémenos
electromagnéticos son las denominadas ecuaciones de
Maxwell [87. Para mostrar en detalle la invariancia
gauge que exhiben las ecuaciones de maxwell es
necesario reescribir los campos eléctrico y magnético
introduciendo el potencial escalar ) y@el potencial
vectorial (4 como: 94

B=VXA; E=-Vp——. (11)
La especificaciéon de cualquier campo se hace definiendo
tanto su rotacional como su divergencia, ademds de
considerar que el campo debe aproximarse a cero lejos
delas fuentes [97]. Porlo tanto, el potencial vectorial
queda especificado por el rotacional vx4a=Be
imponiendo la condicién para su divergencia v-4 = -2¢
la cual es denominada gauge de Lorentz (6.4* = 0)Ademas
los potenciales electromagnéticos A = A(r,t); ¢ = @(r,t)
no estdn univocamente determinados ya que estos
pueden ser escritos como:

A->A=A4+ ail(rﬁt); @ - (P’= Q- aOZ(T!t)'

6 en forma cuadri-vectorial,

AR S AT = AR — gy (ri), (12)
siendox = x(r*)  una funcién escalar continua [97. Es
evidente que los campos eléctrico y magnético son
invariantes bajo la transformacién gauge local del
cuadri-potencial (12), es decir, cada observador puede
estar ubicado en diferentes puntos del espacio-tiempo
(r->r'=r+ctet >t +cte) yobtenerlosmismos
campos, lo que significa hacer uso de la recalibracién
paralos potenciales.

El principio gauge local que se formula es referido a la
dependencia de los potenciales de las coordenadas, y la
transformaciéon gauge local permite pasar de una
ubicacién en el sistema de coordenadas a otra. Por lo
tanto, el poder cambiar la ubicacién de un punto a otro
en el sistema de coordenadas significa que existe una
invariancia gauge de las ecuaciones. IEn general, la
transformacién gauge hard que un problema sea mas
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tacil de resolver siempre y cuando la transformacién
produzca un resultado que sea fisicamente significativo.
En este sentido, la simetria gauge trae como
consecuencia la conservacién de la carga eléctrica.
El hecho de que existan infinitos potenciales asociados
al campo eléctrico y al campo magnético proviene de la
simetria gauge, lo cual significa que las ecuaciones de
Maxwell, ademds de la invariancia del grupo de Lorentz
que deben cumplir, también son invariantes bajo el
grupo de transformacién U(1).

e U (18)

U = o6
siendo ¢ = 6(¢*) un parametro continuo e infinitesimal. El
cuadri-potencial (12) se puede reescribir como:

1
AF 5 A = UARYL —a(aﬂU)U‘l.

(14)

Considerando la fase v = ¢ una constante y realizando la
expansion U = e ~ 1 +ig se cumple que 4% =4* ,lo que
significa una invariancia global del cuadri-potencial, y
por lo tanto, de las ecuaciones de Maxwell. Por otra
parte, si# = 6¢#) tiene una dependencia espacio-temporal
el grupo se convierte en local. Realizando la expansién
U=¢e®™ = 14i0(r")+0(62), y Ut =e 00" ~ 1 —ig(rk) + 0(6?)
se obtiene que el cuadri-potencial transforma como:
A% = 4k —-0"9(r*) Comparando la anterior expresién con
(12) se tiene que x(r*) Lo anterior evidencia que haciendo
uso del grupo U(1), las ecuaciones de Maxwell quedan
invariantes bajo una simetrfa gauge global U = e y
cuando ésta se tornalocal U = ,i0(r#).

Por otra parte, el lagrangiano electromagnético
invariante de Lorentz e invariante gauge local que da
lugar alas ecuaciones de Maxwell es:
1
- 9
£ = ~2 woFP° — ], A%,

(15)

siendo, F#? = g#4% — 374 el tensor electromagnéticoy Ju

la cuadri-corriente. El lagrangiano anterior puede ser
expresado en términos del cuadri-potencial
£ = % 944%9,49 + ], A* de forma tal que es invariante gauge
en los potenciales. Desde el punto de vista de covariancia
el cuadri-potencial es la variable esencial ya que (12) deja
invariante a F*? Esto significa que para un mismo tensor
electromagnético existen infinitas maneras de
recalibrar el cuadri-potencial. El tltimo término del
lagrangiano corresponde a la interaccién del cuadri-
potencial con una corriente, es decir, la densidad de
energfa de interacciéon viene dada por el término (/. 4%).

Los campos fisicos (B, E) quedan definidos a través del
tensor electromagnético que es invariante bajo la
transformacién (12), y por lo tanto, la dindmica se
encuentra relacionada con el requerimiento de la
invariancia gauge local. En otras palabras, la magnitud
fisica fundamentalF**queda invariante bajo la
transformacién del cuadri-potencial, y es en este sentido
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que se puede sugerir a los potenciales, como las
magnitudes fundamentales siendo los campos (B, E)
obtenidos de ellos por simple diferenciacién, es decir, se
obtiene la misma fisica bajo la transformacién (12).

En general, los potenciales deben, en ciertos casos,
considerarse fisicamente efectivos, incluso cuando no
haya un campo magnético actuando sobre una particula
cargada como lo establece Feynmann en sus lecturas de
Fisica, “...Pero la definicién de campo “real” que
propusimos originalmente estaba basada sobre laidea de
que un campo “real” no puede actuar a distancia sobre
una particula” [107. Y en otro aparte establece “...el
campo es “real” si es lo que se debe especificar en la
posicién de la particula para obtener el movimiento. El
campo B en las agujas actda a distancia. Si deseamos
describir su influencia no como una accién a distancia,
debemos usar el potencial vectorial” [107]. Otros autores
[11-147 tienen igual postura en relacién al potencial
vectorial y en particular Konpinski establece que
“... The effort here will be to show that A has always had
a more explicit physical meaning, and direct
measurability, already in “classical” situations” [15].

La discusién anterior sugiere darle una mayor
importancia al cuadri-potencial dotandolo de un estatus
de campo fisico, ya que al formular una teoria
electromagnética local conduce a considerar que, por
ejemplo, un electrén interactiia via campo gauge y no
necesariamente a distancia a través de un campo
magnético. En otras palabras, se sugiere considerar a
como una variable fisica, lo cual significa que, cuando
una simetrfa gauge global se torna local, se requiere de
la existencia de un campo gauge (4%) que interactta de
una forma especifica.

Por otra parte, a partir del lagrangiano
electromagnético y haciendo uso de las ecuaciones
Euler-Lagrange, se obtienen las ecuaciones de Maxwell
con fuentes en su forma covariante,

9 0mA" = JH,
oen ausencia de fuentes,
0,0*A* =0,

cuando el lagrangiano electromagnético queda
expresado por, (16)

Una consecuencia evidente alrededor de esta
formulacién es la ecuacién de continuidad, /4= o, lo cual
significa que la invariancia gauge del lagrangiano
asegurala conservacién de la carga. Cabe resaltar que en
el lagrangiano (15) no se introducen términos de masa
ya que la particula asociada al campo electromagnético,
el fotén, no tiene masa, y por lo tanto, el campo
electromagnético, que satisface la ecuacién de onda,
describe un fenémeno de propagacién de largo alcance.
No obstante, se puede generalizar el lagrangiano (15)
para describir campos vectoriales masivos como 167,

1
— 9
£ == FusF*.
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1 1
£ =5 0'AT0,Ag —5 mPAA, +], Y, (17)

donde el primer término es denominado, término
cinético en el que incluye sélo derivadas del cuadri-
potencial. El segundo término corresponde al término
de masa, y el ultimo corresponde a la interaccién del
campo con una corriente. Il lagrangiano (17) da lugar a
la ecuacién de Proca 8,F*’ + m24° =J° que describe
particulas con masa y espin uno como por ejemplo los
bosones intermediarios de la interaccién débil w?) , los
cuales juegan un rol importante para la explicacién de
las interacciones a nivel nuclear.

Proponer un lagrangiano para las interacciones sin
términos de masa, implica obtener en general bosones
intermediarios sin masa, lo cual corresponde sélo al caso
electromagnético y no al caso general. Por otro lado,
introducir términos de masa en el lagrangiano implica
que la simetria gauge propuesta se rompa
explicitamente, es decir, el lagrangiano (17) no es
invariante bajo la transformacién del cuadri-potencial
(12). Por lo tanto, esta manera de proceder no permite
hacer una generalizacién tedérica en torno a la
interaccion entre particulas, lo cual implica hacer un
replanteamiento sobre el modelo propuesto que permita
obtener una explicacion en consonancia con la
fenomenologia observada.

5. Invariancia gauge en mecanica cuantica

Surge la motivacién de obtener la invariancia gauge,
global y local, del lagrangiano de una particula cargada
de espin %2 descrita por la funcién (y) en presencia de un
campo electromagnético exigiendo la simetria

El lagrangiano propuesto es,

1 i

£ =5 (DY) (D) — 5 (W'D — (D)), (18)
Haciendo uso de las ecuaciones Euler-Lagrange, se
obtienela ecuacién de Schrodinger,

siendo, D = d; —iqA y Do = 8 + iqe 6 definiendo el cuadri-
vector, b* = (0°,—- D), se obtiene que b* = o +iqa* 171 haciendo
uso de unidades naturales [187. La ecuacién (19) es
invariante bajo una transformaciéon gauge global de la

funcién de onda, )
Y - P = ety (20)

donde(z) es una constante [197. Esto significa que la
fase no estd unfvocamente determinada, y por lo tanto’
existen infinitas maneras de asignarla. Sin embargo’
haciendo depender la constante x=x(r,t) de las
coordenadas y el tiempo, la ecuacién de Schrodinger
deja de ser invariante bajo la trasformacién local de la
fase, YooY = eiqz(r”)lp’ (21)
lo cual sugiere que el campo ¥ no describe la misma fisica
que el campo ¥’ No obstante, haciendo uso de la
transformacién gauge del cuadri-potencial (12) se

recobra la invariancia de la ecuacién de Schrodinger
asegurando que los campos )y ¥ describen la misma
fisica. De lo anterior se concluye que la ecuacién de
Schrodinger es covariante gauge local.
La simetrfa gauge local asociada al campo proviene de la
no unicidad de la fase. Multiplicar por ésta el campo ()
significa realizar una rotacién en el sistema de
coordenadas, y por lo tanto, un cambio en el sistema de
referencia permaneciendo invariante la carga eléctrica,
es decir, el campo ®) permanece invariante bajo el
sistema de referencia que se adopte en cada punto del
espacio-tiempo, quedando la carga eléctrica invariante
yaque es definida en cada punto del espacio-tiempo. (¥)
Se puede concluir que la forma del acoplamiento, entre el
campo electromagnético (4.) y el campo cargado (¥)
estd explicitamente dada a través de la derivada
covariante (P*) yno depende de la transformacién local
de la fase (21). Lo cual sugiere que para asegurar la
invariancia gauge local de la interaccién de la particula
cargada con el campo electromagnético, la derivada
comin debe ser remplazada por la derivada covariante
D¢ =0 +igA*, en tanto que el cuadri-potencial debe
transformar de acuerdo con (12).

Es importante sefalar que la derivada 0* + iqgA* es
interpretada como la prescripcién para introducir el
campo gauge (4) de la teorfa electromagnética en
mecdnica cudntica y asilograr la covariancia gauge de la
teorfa. Se evidencia, ademds, que la transformacion
gauge local (21) parael campo @) aseguralainvariancia
del campo de materia (¥ = ') en mecanica cudntica, de la
misma forma que, la transformacién gauge local del
cuadri-potencial (12) para los campos eléctrico y
magnético, asegura la invariancia de las ecuaciones de
Maxwell en electrodindmica clasica. No obstante, la
dindmica de interaccién entre el campo cargado y el
campo gauge no se obtiene bajo este contexto, sélo se
evidencia la invariancia de las ecuaciones de movimiento
y lainvariancia del campo de materia.

6. Lagrangiano de Dirac

La dindmica de interacciéon entre el campo
electromagnético 4, y el campo de materia ¥ se obtiene
de imponer el principio gauge local, bajo la simetria
abeliana U(1) al lagrangiano para una particula cargada
libre con espin 2 descrita por la funcién $*) y en
presencia de un campo electromagnético ) denominado
lagrangiano de Dirac [18,207].

£ = (iy"9, —m)y, (22)
siendo, Y(r*) = p*(r*)y°, w(*) un espinor de cuatro
componentes una matriz 4x4. Por lo tanto, exigiendo la
invariancia del lagrangiano bajo una transformacién

gauge local se especifica la forma de la interaccién entre
el bosén gauge (4,)y el campo de materia y(r#).
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El lagrangiano de Dirac es invariante bajo una
transformacién gauge global de la funcién de onda v,
Yo =T, oy = ey, (23)
siendo (z)un pardmetro constante. La transformacién
U(y) = e’z dada para el campo de materia forma el grupo
de simetrfa gauge abeliano unitario v =u(1), cuyo
generador es la carga(q) Haciendo depender el
pardmetro (x)delas coordenadas y el tiempo (¥ = x(r*))
el lagrangiano no queda invariante bajo la
transformacién gauge local de la funcién » @),
P o P = Pe ) |y s = elarly, (24)
No obstante, la invariancia del lagrangiano se recobra al
introducir el campo gauge @, a través del acople minimal
D" = g + igA*, y exigiendo que el bosén gauge transtorme

a suvez como, '
Ay - Ay=4,- #Z(T”), (25)

logrando obtener el lagrangiano de Dirac con el
término de interaccién entre el campo gauge y el campo
demateria como se pretendia,

£ =£— qhyrA. (26)
El término (qPy*4,¥) establece la interaccion entre el
campo electromagnético y el campo de materia dado
que, J* = gy*yp es la cuadri-corriente y(g) la constante de
acoplamiento con el campo4,La invariancia del
lagrangiano de Dirac bajo el grupo de simetrfa local
gauger =u(),trae como consecuencia la obtencién de un
término de interaccién entre el campo gauge 4. y el
campo de materia (¥) lo cual significa que la invariancia
del lagrangiano bajo v = u(1), implica obtener la dindmica
del sistema; dindmica que surge de una forma natural.

Por lo tanto, el lagrangiano de Dirac invariante gauge
local se escribe como: _
£p =P (iy*D, —m)p.

La propagacién del campo (4,) se describe a través del
término cinético, £ = —1F,,F*, siendo, F¥¥ = ar4? — 924+ el
tensor campo electromagnético. Por lo tanto, el
lagrangiano de la electrodindmica cuantica (QED)
invariante de Lorentz queda escrito como:

£ =fp+£p+£, (27)
donde (&) es el lagrangiano de Dirac, (£) el lagrangiano
electromagnético y &) el lagrangiano de interacciéon. De
lo anterior se concluye que haciendo uso de la simetria
gauge local v=v@), y exigiendo que el lagrangiano sea
invariante bajo ésta, se obtiene explicitamente la
dindmica de la interaccién entre el campo de materia y el
campo gauge.
Finalmente, Yang y Mills [47] generalizan esta manera
de proceder haciendo uso del grupo de simetria no
abelianos SU(2), de matrices complejas 2x2 unitarias con
determinante unidad, con el fin de obtener una
explicacién sobre la interaccién del campo gauge (8,) con
el campo de materia (¥)resaltando el uso de la simetria
gauge local asociada al grupo SU(2) [217],1999).
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Introducen la conservacién del isoespin con el objetivo
de considerar al protén y neutrén como dos estados de
una particula denominada nucleén [47]. Este andlisis
evidencia como el esquema de la electrodinamica clasica
se convierte en un paradigma para la construccién de
una explicacién alrededor de la interacciéon nuclear y ala
vez propicia unaruta de trabajo para la unificacién de las
interacciones conocidas hasta el momento.

7. Lagrangiano de Yang-Mills

Heisenberg en 1932 introduce el concepto de isoespin
con el fin de hacer una descripcién del nucleo
considerando al neutrén y protén como dos estados de
una misma particula denominada nucleén, asumiendo,
ademds, sus masas aproximadamente iguales y
atribuyendo a cada estado una orientacién posible en el
espacio del isoespin [227].
La orientacion relativa en el espacio del isoespin es lo
que distingue el estado del nucleén, es decir, las
diferentes orientaciones del nucleén en el espacio de
isoespin indica si el nucleén se encuentra en el estado de
proton o si se encuentra en el estado de neutrén, con lo
cual se plantea que todos los procesos fisicos de
interaccién asociados al protén y al neutrén deben ser
invariantes bajo cualquier rotacién de los campos
relacionados al protén y al neutrén en el espacio del
isoespin. En otras palabras, la interaccién debe ser
invariante bajo una transformacién gauge del espinor,
¥ - Y =e'"P, lo que significa la conservacion del isoespin
por un cambio en la fase de la funcién (w)que representa
alaparticula.
Yang-Mills siguiendo la misma estrategia metodoldgica
de la electrodindmica cldsica e implementando la
invariancia de la interacciéon bajo una simetrfa gauge
local del espinor ) [47], generalizan la simetria gauge
local abeliana U = U(1),, a la simetrfa gauge local no
abeliana SU(2) y proponen para el sistema de particulas,
protén y neutroén, el lagrangiano,

£=p (iy“au - m)p +n (iy“@u — m)n. (28)
El sistema, nucledn, se representa por medio de una
matriz columna (espinor) de dos componentes con

isoespin e, v= (z) (29)
quedando el lagrangiano escrito como,
£ =9 (iy*9, — m)y. (30)

Es de notar que el anterior lagrangiano es invariante
bajo la transformacién gauge global del espinor,

A — yp—lLea ¢ 1 _ pilea
VoY =Pem, Y > P = ey,
siendo, L =7 y 7= (21,72,75) las matrices 2x2 de Pauli que
S , ., Tq Tp .
satisfacen el algebra de conmutacién [7,7] = i€apcTe,
un parametro independiente de las
coordenadas, y la transformacién ¢ = ei** satisface la

(31)

a = (ay,az az)
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condicién de unitariedad GG™*=1, 671 =6*[23]. La
transformacién gauge global del espinor, representado
porlaflecharoja, para todos los sistemas de referencia se
esquematizaen lafigura 3,

P
Yﬂ
Y‘{eea
P, X P,
® -~ &
G
>X
Pl’
YA
B, P,
® = ©
e & o
»X

Figura 3. Recalibracién global del espinor p-p =p
+e'** Fuente: elaboracién propia.

Haciendo depender el pardmetro (a) delas coordenadas
(¢ = a(r®)) se promueve que la simetrfa gauge global se
torne local. Lo cual exige que la interaccién no sélo sea
invariante bajo un cambio global sobre quien es protén o
quien es neutrdn sino incluso en el que la rotacién de los
campos asociados al protén y al neutrén depende de las
coordenadas. En otras palabras, cada observador
implementa una fase distinta asociada al campo de
materia () como se esquematizaen lafigura 4.

YA

>X

Figura 4. Recalibracién local del espinor respecto
a diferentes observadores. Fuente: elaboracién propia.

Por lo tanto, al lagrangiano se le exige la invariancia
bajo la transformacién gauge local de la funciéon ¥(@#),
l/_) 6" l/) .d} e iLea(rt) Y — G(T Y=
Para asegurar la invariancia gauge local del lagrangiano
se requiere la introduccién del campo gauge (8,) a través
del acople minimal p* = o* + igB#, siendo (g) la constante de
acoplamiento de interaccién, como (¢) lo es para el caso
de la QED. El campo (8.) es quien media la interacciéon
entre los campos asociados al protén y al neutrén.
Ademads, la invariancia requiere que la derivada
covariante transforme como:
D,y - D'y’ = GD,,
obteniendo laley de transformacién de la derivada,
D'y, = GD,G™* A partir de ésta se obtiene la ley de
transformacién del campo gauge (5
B, - B —GBGl—l(BG)Gl (34)
teniendo la misma forrna de transformacién a la del
campo 4. en electrodindmica [47] como se evidencia en
(14). Lainvariancia gauge local al lagrangiano,
£ =1 (iy"D, —m)y, (39)
trae como consecuencia la obtencién del lagrangiano
libre mas un término de interaccién entre el campo
y el campo de materia.,
£ =£— gy Buy.
El término (s#r5s) establece la interaccién entre el campo
(8) yelcampo y = (") dado que, j* =¢Py*yp eslacuadri-
corriente de isoespin y(g)la constante de acoplamiento
con el campo (8,)
El tensor campo electromagnético para el grupo SU(2)
se define como:

eiL-a(r“)lp_ (82)

(39)

(36)

1
Fuo = E[D@,DM] = 09B, — 9,By + iq[By, B], (37)

siendo el conmutador ([Bs,8,] = 0) igual a cero para el caso
de la electrodindmica clésica, obteniéndose la definicién
usualmente establecida fus = 094, — dudo-El tensor campo
electromagnético para SU(2) F,s = d9B, — 8,Bs + iq|By, B,],
transforma de igual manera a como transforma el campo
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(5.) asegurando la simetrfa gauge local,
F'yo = GFueG™™. (38)
La no abelianidad de la teorfa se debe a la no
conmutatividad de los campos gauge (8, = 5382 5?), ([85.8,] #0)
en tanto, la simetria gauge local corresponde a la
transformacién del campo ) dada por (32). De lo
anterior se desprende el rimbombante nombre dado a
esta explicacién, teorfa gauge no abeliana con simetria
local. E1 grupo de simetria propuesto su(z) retine todos
los ingredientes para obtener la interaccién entre el
campo gauge y el campo de materia. Bajo el modelo de
Yang-Mills la interaccién entre nucleones se da a partir
de la existencia del campo gauge (8,) cuyo quantum
posee tres estados de carga a diferencia del caso
electromagnético [4].
Finalmente, el lagrangiano de Yang-Mills invariante
bajo una simetria gauge local queda escrito como:

Ey-m =L +E/+ Egauge’ (‘39)
siendo £ = (iy*D, —m)p, agrangianolibre, £, = —gy*B,p
el lagrangiano de interaccion y £gauge = —lFu.g.Fﬂﬂ.el

4
lagrangiano de propagacién del campo (8,) Como en el
caso de la electrodinamica clésica, los campos gauge
permanecen sin masa, lo cual es una caracteristica del
modelo propuesto.

En general, las anteriores ideas se pueden extender a
cualquier campo de materia con isoespin arbitrario.
Ademas, para campos de materia diferentes, pero con el
mismo isoespin, la interaccién es de la misma forma que
la descrita con el campo (8) andlogo a la forma de
interacciéon del campo (A4) con el campo (¥)

independientemente de su naturaleza. En la literatura se

encuentra que la interaccién débil es mediada por
bosones gauge con masa y carga (w;,w;,z9) contradiciendo
las predicciones tedricas del modelo propuesto por
Yang-Mills y surgiendo la pregunta en relacién a la
simetria que puede dar lugar a la aparicién de dichos
bosones gauge.

Aunque la teorfa de Yang-Mills fracasa en su intento por
describir la interaccién entre protones y neutrones,
sirvi6 como modelo para el establecimiento de una
nueva formulacién dada por los pensadores Glashow,
Salam y Weinberg sobre la interaccién nuclear. Bajo este
contexto, la interacciéon nuclear, de corto alcance, se
logra introduciendo un mecanismo basado en un campo
auxiliar (campo de Higgs) que genera la masa para los
campos intermediarios gauge.

Finalmente, la metodologia propuesta brinda la
oportunidad de plantear la ensenanza del concepto de
invariancia gauge, global y local, de manera que
contribuya a su aprendizaje ya éste resulta
generalmente abstracto alos estudiantes, lo que permite
conectar el mismo dentro de diferentes esquemas de la
fisica. Esto constituye una forma novedosa, didéctica y
robusta para abordar el tema ademas de familiarizar mas
rapidamente a los estudiantes con el formalismo de la
fisica contempordnea, y particularmente se muestra una
manera de aproximar a los estudiantes al esquema
conceptual que demanda la fisica de particulas. Por
ultimo, en la tabla 2 se muestra un cuadro comparativo
sobre la implementacién del concepto de invariancia
gauge, global y local, desde los diferentes esquemas
abordados.

Invariancia global

Invariancia local

Contexto clasico

tot =t+cte
6-6

tot =t+At

Electrostatica

VO _)V(),: V0+Ct€

Vf —>Vf, = Vf+Cte

=0 + cte 0 -6 =6+A0
VO d Vol = VO + Cl(T)
Vf 4 Vf, = Vf + Cl(r)

Electrodinamica clasica

A->A =A+ cte

o > ¢ = @— cte

A->A=A+ 0y, t)

@ > @ = @— 0px(,t)

Mecanica cuantica

Yo P = ey

YooY = eiq;c(r“)¢

Electrodinamica cuantica

o = e
Yoy =iy

B - P = Pe-iorm
-lp - lp, = elQl(Tu)l/J

Modelo de Yang — Mills

G 1o —tLea
Yo =qe

¢ / iLex
Yo =em%

_ G(x) -,
Yy — 9y

G(x)

l,l) - l,l)’ — eiL-a(x)lp

— ll_)e—iLoa(x)

Tabla 2.

Cuadro comparativo sobre la implementacién del concepto de invariancia gauge, global y local.

Fuente: elaboracién propia.
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Conclusiones

El esquema de la electrodindmica clasica se convierte en
un paradigma para la construccién de explicaciones
alrededor de los fendmenos a nivel atémico; explicacion
que se considera de dificil comprensién por parte de los
estudiantes, lo cual da la oportunidad de generar una
forma alternativa, didactica y robusta de abordar el tema
para facilitar su ensefianza-aprendizaje sobre las ideas
bésicas en las que se fundamenta la fisica de particulas.
La simetria gauge se configura como una manera de
construir esquemas teéricos alrededor de las
interacciones de la naturaleza, lo que permitié una
comprension sobre la estructura de la materia.

En las tltimas décadas se han propuesto metodologifas y
estrategias para la ensefianza de la fisica
contemporénea. IEsto se debe a que ha generado una
revolucién cognitiva en la medida que da una nueva
visién del mundo. Esta es una de las razones por la que se
propone el escrito para ser usado como una herramienta
did4ctica y alternativa para introducir la teoria gauge en
etapas tempranas de aprendizaje de la fisica,
permitiendo un acercamiento mds rapido por parte de
los estudiantes.

El planteamiento de la estrategia metodolégica permite
familiarizar a los estudiantes y neéfitos en general sobre
el concepto de invariancia gauge, global y local,
implementado para la explicacién de las interacciones
entre particulas. Ademads, proporciona una manera de
abordar el tema redundando en un conocimiento con
sentido y significado.

numeracion.
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