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Resumen

En este trabajo se presentan los resultados obtenidos de una revisién bibliografica de
investigaciones relativas a la ensefianza y el aprendizaje de elementos de la Geometria Fractal
(GF) para la educacion secundaria (12 a 17 afios de edad). Se llegé a la conclusién de que es
necesario trabajar sobre su adecuaciéon para que sea ensefiable, enfocandose en las
propiedades intrinsecas de los fractales como la recursion infinita y la autosemejanza. Se
propone recuperar la esencia matematica de esta geometria, explorando la posibilidad de
vincularse con otros saberes y de utilizar formas de validacion propias de la geometria en la
escuela secundaria.

Palabras Clave: fractales, ensefianza, escuela secundaria, autosemejanza.

Abstract

This paper presents the results obtained from a bibliographic review of research related
to the teaching and learning of elements of Fractal Geometry (FG) for secondary education
(12 to 17 years old). It was concluded that it is necessary to work on its didactic transposition,
focusing on the intrinsic properties of fractals such as infinite recursion and self-similarity. It
is proposed to recover the mathematical essence of this geometry, exploring the possibility
of linking with other knowledge and using forms of validation typical of geometry in
secondary school.

Keywords: fractals, teaching, secondary school, self-similarity.
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1. Introduccion y planteamiento del problema

Este trabajo es parte de una investigaciéon mas amplia cuyo objeto de estudio es la ensefianza
y el aprendizaje de la Geometria Fractal (GF) en la ensefianza media, es decir, identificar los
procesos de transposicion didéctica para que los estudiantes puedan aprender algunas de sus
caracteristicas de una manera significativa.

La GF es un ambito de la Matematica relativamente nuevo; las primeras ideas se
desarrollaron hace poco menos de medio siglo. Diversos autores reconocen su importancia para
describir y explicar fendmenos naturales que la Geometria Euclideana (GE) no puede abordar
(Shriki y Nutiv, 2016; Faccio, 2013; Redondo, 2005; Chen, 2018 y Picoli, 2018).

La ensefianza de la GF constituye una problematica ya que se trata de una geometria
claramente distinta de la GE, cuyo abordaje didactico parece tener poca tradicion en el ambito
de la educacién Matematica. Si bien hay interés en la comunidad de investigadores por la
ensefianza de la GF, atn no ha sido ampliamente abordada en la Educacién Matematica y en
sus curriculos (Chen, Herron, Ding, Mohn, 2018; Karakus, 2011, 2013; Karakus y Baki, 2011).

Entre las posibles causas del poco reconocimiento se encuentra que la GF no esta explicita
como contenido en los programas de las asignaturas; en algunos paises como China y Estados
Unidos figura como tema opcional. Otra razén es que tampoco integra los contenidos de los
planes de formacién docente, por lo que el profesorado puede no tener conocimiento de esta
tematica, su epistemologia, sus fundamentos matematicos (Chen et. al, 2018). Esto es,
desconocen las transformaciones necesarias al saber matematico (propio de los matematicos)
para que sea ensefable, que tenga sentido para el alumno. Este proceso es sefialado con la
expresion transposicion diddctica (Chevallard, 1999).

Por su parte, Karakus (2016) advierte que la mayoria de los estudiantes de profesorado
solamente conocen el concepto de dimensién propio de la GE, relacionandolo con un sistema
de coordenadas, definiéndolo como el niimero de parametros utilizados para determinar la
ubicacion de un objeto. Es decir, los futuros profesores de Matematica, conceptualizan a la
dimensién como una caracteristica del objeto, como la longitud, el ancho y la altura, pero
desconocen otras como la dimension fractal.

En otros paises, como Uruguay y Argentina, es notoria la tendencia a incorporar elementos
de la GF en las tltimas elaboraciones de los programas escolares. En el caso de Argentina, el
disefio curricular para la escuela secundaria prescribe la ensefianza de los fractales en sexto afio:

La nocién de fractal posee modelos matemdticos donde los alumnos verdn contenidos
trabajados a lo largo de su escolaridad, pero aplicado con ciertas particularidades —como
geometria, sucesiones, transformaciones, matrices, ecuaciones exponenciales y nocién de
limite de sucesiones—. Los fractales también modelizan objetos que exhiben una estructura
a varios niveles de escala y se utilizan en la grdfica computarizada, que en ciertos casos
describen formas de la naturaleza: Helge Koch mostré una curva con perimetro infinito,
que encierra una region del plano de drea finita, representada por una figura con forma de
copo de nieve (Documentos curriculares de la Provincia de Buenos Aires, 2015, pag.
13).

En Uruguay, también es en sexto afio de secundaria (tercer afio de bachillerato) que esta
indicado explicitamente en Programas 2006 Reformulacién 2010 como contenido curricular, la
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nocion de fractal, aunque solamente es para la opcién de la modalidad orientada de
“Matematica y disefio”:

Se construirdn fractales conocidos. Por ejemplo: Conjunto de Cantor, Curva de Peano,
Curva de Hilbert, Curva de Koch, Tridngulo y alfombra de Sierpinski. Se vinculardin a
cdlculos de longitudes, dreas y coordenadas de puntos. Se creardn nuevos fractales a partir
de los conocidos. Se podrin construir fractales a partir de materiales concretos, por ejemplo,
poliminds. Se podrdn construir fractales en la Sala de Informdtica” (Programa del curso
de Matematica I para 3er ano de bachillerato, opcién Matematica y disefio, plan
reformulacién 2006, pag. 9).

En estas dos propuestas en concordancia con lo que sefialan Fusi y Sgreccia (2020), subyace
la idea de aprovechar los tltimos afios de la escuela secundaria para la ensefianza de fractales
y generar una oportunidad para estudiar, recuperar y ampliar en algunos contenidos
matematicos anteriores, tales como: limite, sucesiones, series, transformaciones de semejanza,
ecuaciones exponenciales y logaritmicas, recursividad.

En este trabajo, nuestra pregunta de investigacion busca conocer qué caracteristicas tiene la
GF presentada en la escuela secundaria, tal como es reportada en los articulos de investigacion
encontrados, y en qué forma estas caracteristicas presentan los fundamentos matematicos y
epistemoldgicos propios de este campo de saber.

Los fractales que mas frecuentemente se exponen en los articulos de ensefianza y
aprendizaje de la GF son: conjunto de Cantor (CC), curva de Koch (CK), tridngulo de Sierpinski
(TS), arbol Pitagdrico (AP) y en menor medida la curva de Hilbert (CH), razén por lo cual seran
utilizados para ejemplificar las nociones desarrolladas en este articulo. La forma coloquial
(prescindiendo del formalismo matematico) que permite construirlos, se puede encontrar en los
libros de texto y materiales de ensefianza, y hasta de manera interactiva en cursos como por
ejemplo en Mathigon'. En cambio, una construccién matematica formal se encuentra en Peitgen,
Jiirgens y Saupe (2004), o en Rubiano (2009).

En este articulo se comienza presentando fundamentos epistemoldgicos y matematicos
relativos a la GF, focalizando en la relacién entre el concepto de fractal y la matematica que
permite justificar sus caracteristicas; en particular, nos centraremos en la autosemejanza. A
continuacion, estos fundamentos serdn utilizados como marco tedrico-conceptual para analizar
los articulos de investigacion referidos acerca de la GF en la escuela secundaria.

A continuacién, se describe la metodologia desarrollada para analizar los articulos de
investigacion acerca de la ensefianza de la GF en la ensefianza secundaria, y se la aplica a los
obtenidos mediante una buisqueda sistematica utilizando el software Harzing? en una ventana
temporal de 20 afios (2000 - 2020). Las conclusiones obtenidas de este analisis se presentan en la
seccion siguiente a la metodologia y finalmente, se presentan reflexiones finales en las que se
plantean cuestiones pendientes y posibles continuaciones de este trabajo.

! https://mathigon.org/course/fractals/introduction
2 Harzing, A.W. (2007) Publish or Perish, disponible en https://harzing.com/resources/publish-
or-perish
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2. Fundamentos epistemoldgicos-matematicos de la GF

El término fractal, proveniente del latin “fractus” (adjetivo que significa interrumpido o
irregular) fue introducido por el matematico Benoit B. Mandelbrot en el afio 1975, quien observd
que la naturaleza es tan compleja que la GE no alcanza para estudiarla, como es el caso de las
formas naturales como una nube, una montafia o costas de paises. Segiin Spinadel (2002) son
diversas las definiciones de fractal que se han ido proponiendo, y aconseja no brindar una tinica
definicion, a riesgo de excluir algunos casos interesantes; y en su lugar realizar una lista de sus
propiedades mas caracteristicas. Por ejemplo, Falconer (1990), establece que cuando se hace
referencia al conjunto F como fractal, se tiene en cuenta lo siguiente:

F tiene estructura fina con detalles sobre escalas arbitrariamente pequefias.
F es demasiado irregular para ser descrito en el lenguaje geométrico tradicional,
localmente y globalmente.
3. Ftiene alguna forma de autosemejanza.
F tiene asignada una "dimension fractal" que puede calcularse de cierta forma.
5. F esta definido de una manera simple, a veces, mediante una recursion.

El estudio de los fractales trae inmediatamente aparejado la necesidad de abordar dos
propiedades: la dimension fractal y la autosemejanza. Se han formulado al menos diez
definiciones matematicas para el concepto de dimension, entre ellas: dimension topoldgica,
dimensién de Hausdorff, dimensién fractal, dimension de conteo de cajas, dimensién de
capacidad, dimension de informacién, y dimension euclidiana. Todas estan relacionadas,
aunque algunas tienen sentido en ciertas situaciones pero no en otras, a veces todas tienen
sentido y coinciden, algunas tienen mayor aplicacién en las ciencias como la dimensién de
conteo de cajas (o box-counting) (Peitgen, Jiirgens y Saupe, 2004). Dado que el concepto de
dimension no abarca el objetivo de este trabajo, en lo que sigue el foco es el concepto de fractal
y su relacion con la autosemejanza.

Si bien la autosemejanza parece ser una nocién evidente y no necesitar mas explicacién que
la presentacion de ejemplos sencillos donde la Matematica estd ausente, su importancia es
esencial para dar significado a los fractales, ya que es una propiedad subyacente en todos ellos.
Una forma de ejemplificarla es con la cabeza de una coliflor: contiene partes que cuando se
quitan y se comparan con el conjunto son muy parecidos, solo que mas pequenias (Peitgen, et.
al., 2004). Otro ejemplo bastante intuitivo de la autosemejanza es una varilla graduada de un
metro, que tiene marcados los decimetros, los centimetros y los milimetros: un decimetro, junto
con sus marcas, parecen un metro con sus respectivas marcas, pero reducido en un factor de 10.
En este caso, el segmento de recta, resulta ser autosemejante aunque no es un fractal, y por lo
tanto, la autosemejanza no es el tinico indicar para considerar que se trate de un fractal, aunque
usualmente los fractales si cumplen con esta propiedad.

Sin embargo, esta idea intuitiva y basica de autosemejanza merece ser cuestionada, ya que
no se presenta de la misma manera en todos los fractales. Al intentar encontrar partes que sean
pequefias réplicas del todo, con cualquier grado de aumento de escala, se encuentran resultados
distintos, como se muestra en la Figura 1:
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(a) (b) (c)

Figura 1. Se presentan tres figuras, para ilustrar distintos tipos de autosemejanza. Fuente: (a) y (b) de Sabogal y Arenas (2011),
(c) de Peitgen (2004).

Asi, siguiendo con esta aproximacion intuitiva del concepto de autosemejanza, se pueden
reconocer diferentes tipos, segtn la cantidad de puntos en que se pueda apreciar la presencia
de copias idénticas de si misma. La que sigue es una posible clasificacion de autosemejanza que
se adapta al tipo de fractales que se analizan en este trabajo. Se dice que la autosemejanza es
puntual si dentro de la figura completa es posible encontrar infinitas copias reducidas de si
misma, s6lo en un punto, el cual se denomina punto limite y es donde el tamano de las copias
tiende a cero, como el caso (a) de la Figura 1 (Peitgen, et. al., 2004).

Otra manera de pensar en esta situacion es la imagen de la portada de un libro en la que
aparece una mano sosteniendo ese mismo libro, o la de un pintor que se pinta a si mismo
pintando. En estos tres casos, podemos pensar en un proceso que se repite de tal forma que si
nos detenemos en cualquier parte y nos imaginamos lo que resta de él, no podemos distinguir
en qué paso del proceso nos habiamos detenido (excepto, posiblemente, por la medida de las
figuras implicadas).

La autosemejanza es estricta cuando es posible encontrar al todo en cualquier parte del
fractal, como lo es en el caso de CC, TS y CK (Caballero, 2017; Higueras, 2011; Peitgen, et. al.,
2004). Finalmente, cuando se pueden encontrar copias reducidas del todo en ciertos puntos de
la figura (Sabogal y Arenas, 2011), o cuando las copias que se encuentran estan distorsionadas
se habla de cuasi-autosemejanza (Castelblanco, 2015; Oltra 2009). La Tabla 1 sintetiza estos tres
tipos de autosemejanza y los ejemplifica con otros fractales que tienen la respectiva propiedad.

Tabla 1. Clasificacién de la autosemejanza para algunos fractales seleccionados.

Fractal

Tipo de autosemejanza

Descripcion

-Caso (a) de la figura 1.

-La imagen de un libro en cuya
portada hay una mano
sosteniendo ese mismo libro.

Puntual.

La autosemejanza se cumple en
un punto solo: punto limite en
el cual el tamafio de las copias
tiende a cero.
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CcC Estricta. Se puede encontrar copias del
todo cerca de cualquier punto
TS del fractal.
CK
AP Las copias del todo se acumulan
Cuasi - autosemejanza cerca de las hojas del arbol
(no corresponde a ninguna de | fractal.
las dos anteriores).
CH Contiene copias distorsionadas
de la figura obtenida en la
primera iteracion.

Como se puede notar, la propiedad de autosemejanza no se cumple de igual manera en
cualquier fractal. Pero, si se busca pasar de esa idea intuitiva a una formulacién matematica de
la autosemejanza, es necesario hacer referencia al concepto de semejanza de la geometria
euclidiana.

Una transformacion de semejanza en el plano, es definida como una funcién del plano en
el plano que se obtiene mediante la composicion de una homotecia con una isometria (rotacién,
traslacion o simetria).

Para el estudio de los fractales, dichas transformaciones deben ser contractivas, es decir con
razon de homotecia entre cero y uno, por lo que al aplicarla reduce la distancia entre dos puntos
cualesquiera de la figura imagen.

Ahora bien, la clasificacion anterior es relevante porque para aquellos fractales que poseen
autosemejanza estricta, estas transformaciones deben aplicarse iteradamente, constituyendo en
algunos casos, un Sistema de Funciones Iteradas (SFI). Con los SFI los matematicos lograron
una unidad en tanta diversidad, definiendo transformaciones geométricas del plano en el plano
a través de transformaciones afines de forma matricial (Rubiano, 2009) utilizando recursos de
Algebra Lineal.

Un SFI debe dar cuenta de las transformaciones que se aplican a la figura original llamada
semilla. Debe proveer la informacion necesaria respecto del nimero de transformaciones que
lo componen y sus caracteristicas, como ser: la razon de homotecia o razén de contractividad,
las posiciones relativas respecto al iniciador, y su traslacion o rotacion, el orden en el cual se
aplican.

Con independencia de la figura original, el comportamiento limite del SFI garantiza que,
cada algoritmo fractal da lugar a una figura limite, y sdlo una (Pérez Medina, 2007). Por lo tanto,
cada conjunto formado por transformaciones de semejanza define una imagen fractal
denominada atractor del SFI, que siempre existe y es tinico. (Moreno-Marin, 2002). Este aspecto
dota a los fractales de la propiedad de autosemejanza estricta (Pérez Medina, 2007).

En el caso particular del TS con semilla un triangulo rectangulo con vértices (0,0); (1,0) y
(0,1), pueden considerarse tres transformaciones afines f;, f, y f; , donde f; es una homotecia
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de razén % y centro (0,0), f, es f; seguida de una traslacion de vector (0, %), y f3 es fi, seguida
de una traslacién de vector (%, 0). Por lo tanto fi, f, y f; forman un SFI para el TS. El resultado

de la primera iteracion por medio del SFI queda definido por la unién de las imagenes de la
semilla, en cada una de las funciones aplicadas (Rubiano, 2009; Sabogal y Arenas, 2011) como
se muestra en la Figura 2 (adaptado de Rubiano, 2009).

A
1
H(T)
Semilla T Resultado fi(T)U f:(T) U f3(T)
A A A
X Y R(T) 1
4
l 3
J5(T)

Figura 2. Las imdgenes representan las tres transformaciones que se aplican a la figura inicial (semilla). La unién de las imdgenes
mediante las tres transformaciones fy, f, y f5 da como resultado la primera iteracién para el TS.

En la tabla 2 se presentan las transformaciones geométricas necesarias para obtener la
primera iteracion para los fractales CC y CK.

Tabla 2. Transformaciones de semejanza para construir el resultado de la primera iteracién de CC y CK.

Fractal Transformaciones geométricas Resultado de la primera iteracion

CCenel Homotecia de factor % y centro (0,0). h
intervalo [0,1].

Homotecia de factor i y centro (0,0), 0 1

ol b

seguida de una traslacion de vector de
médulo = y sentido paralelo al eje
3

Ox positivo.
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CKenel Homotecia de factor % y centro (0,0). 0
intervalo [0,1]. | Rotacién de centro (0,0) y 4ngulo 60
grados antihorario.

Traslacion de vector (é, 0).

W =
Wi n

Rotacién de centro (0,0) y angulo 60
grados horario.

Traslacion de vector (g, 0).
Homotecia de factor %, seguida de una

traslaciéon de vector (2' 0).

Sin embargo, entre la formalidad matematica al trabajar con los SFI y su atractor, y la idea
intuitiva de autosemejanza estricta, se hace necesario formular una definicién que permita
responder a la pregunta de si una figura tiene autosemejanza estricta. En este trabajo se propone
adoptar la siguiente formulacion, posible de ser trabajada en la escuela secundaria:

Una figura es autosemejante estrictamente si es obtenida por un proceso iterativo donde el resultado
de cada paso puede descomponerse en partes, cada una de las cuales es semejante al resultado de la primera
iteracién.

Esta definicion requiere indicar las diferentes transformaciones de semejanza que permiten
transformar las partes de una figura semejante al resultado de la primera iteracion e indicar la

cantidad de partes. En la tabla 3 se presenta una posible manera operativa de aplicar esta
definicion para CC cuya semilla es el intervalo [0,1], TS cuya semilla es un tridngulo equilatero

de vértices (0,0); (1,0) y (%, 1) y CK con semilla el intervalo [0,1]. Solamente se muestra para la
iteracion numero 2.

Tabla 3: Transformaciones de semejanza y cantidad de partes para determinar si CC, TS y CK son autosemejantes
para la sequnda iteracion.

Fractal Transformaciones geométricas Cantidad de partes
CCen el intervalo Homotecia de razén 3 y centro 2
[0,1]. 0,0) a [0%]

Homotecia de razén 3y centro
(0,0) a [S,Z], seguida de una traslaciéon de

vector (g, 0).

TS con vértices en Homotecia de razén2 y centro(0,0). 3
(0,0); (1,0) y (%, 1). | Homotecia de razén 2 y centro (%, 1).
Homotecia de razén

2y centro (1,0).
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CK en el intervalo Homotecia de razén 3 y centro (0; 0) 4
[0;1]. Rotacion de 60 grados horario y centro

;.0).

Rotacién de 60 grados antihorario y centro

,0).

Homotecia de razon 3 y centro (1; 0).

Aqui es esencial remarcar que la autosemejanza es un resultado de un proceso limite y no
de una etapa en particular. En este sentido, la definicion propuesta evita referirse a la propiedad
de autosemejanza aludiendo a frases como “se puede encontrar el todo en sus partes”, “se
puede descomponer en partes que son similares al todo” o “que es invariante a cualquier
cambio de escala”, que son dificilmente justificables desde el punto de vista matematico, y si no
se trabajan, quedan en el conjunto de frases vacias para referirse a los fractales.

A partir de la consideracidn anterior acerca de los procesos infinitos que permiten definir a
los fractales en el limite de éstos, las investigaciones cientificas que aplican fractales,
frecuentemente usan el término pre-fractal (Gianvittorio, Romeu, Blanch, Rahmat, 2003;
Fernandez Pantoja, Ruiz, Bretones, Gomez, 2003). Esta distincion es valida para reconocer que
cuando los fractales se representan graficamente, se esta considerando una etapa precisa, un
numero finito de iteraciones. Como ejemplo de objetos fabricados cuyo disefio se basa en GF se
encuentran las antenas que, gracias a la propiedad de autosemejanza, tienen la ventaja de poder
ser multibanda, es decir, trabajar en varias frecuencias.

La discusion previa nos lleva a preguntarnos ;de qué forma es propuesta la ensefianza de
la GF y qué caracteristicas de los fractales se resaltan en las mismas?

3. Metodologia

La busqueda de articulos de investigacion se realizd utilizando el programa POP (Harzing,
2008) que permite tanto la busqueda como la exportacion de los indicadores bibliométricos a
planilla de calculo o a otros formatos de manejo de gestores bibliograficos. En este caso, las
fuentes de datos utilizadas fueron Google Scholar y Scopus, pues son aquellas de acceso directo
y libre. La basqueda se realizé dando como entrada a los términos: fractales; ensefianza (y sus
correspondientes en inglés fractals; teaching) en el campo del titulo. Luego fueron seleccionados
para este estudio aquellos que estuvieran en revistas de acceso libre y activas en cuanto a su
frecuencia de publicacién.

Con estas investigaciones se elabor6 una matriz bibliografica identificando los principales
componentes del instrumento V de Gowin (Novak y Gowin, 2004): foco o interés del trabajo,
dominio conceptual, dominio metodoldgico y resultados principales.

El analisis de los datos se basd en los trabajos previos de Pereira y Borges (2017) y de Garbin
(2007). El primero trata de una revision bibliografica exhaustiva acerca de la ensefianza de
Geometrias no Euclidianas (GNE) en los tltimos diez afios en Brasil. El segundo trabajo analiza
los fundamentos matematicos, didacticos y cognitivos del concepto de fractal; si bien no fueron
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aplicados por la autora para realizar una revision bibliografica sino para analizar las
percepciones de un conjunto de estudiantes universitarios acerca de la nocidon de fractal, el
punto de vista cognitivo utilizado presenta un interés didactico a la hora de analizar las
investigaciones relevadas.

Asi, Pereira y Borges (2017) construyeron las siguientes categorias acerca de las
investigaciones referidas a la ensefianza de las GNE:

® Propone la ensefianza de GNE por medio de softwares educativos.

® Se analiza las GNE en la formacién del profesorado.

® Se analiza la potencialidad de los fractales para explorar simultaneamente diferentes
conceptos matematicos.

® Se propone la ensefianza de GNE por medio de materiales manipulables.

® Se analizan las concepciones de los docentes y estudiantes acerca de las GNE.

Estas categorias se adaptaron y se formuld una mas para este analisis, especificamente
referida a los fractales: la razon que se sustenta para la ensefianza de fractales.

Por otro lado, Garbin (2007) propuso como significados del concepto de fractal:

Objeto limite u objeto producto de un proceso infinito.
Objeto geométrico con dimensidn fraccionaria.
Objeto irregular que representa fendmenos naturales

Conjunto matematico que cumple ciertas propiedades, como las mencionadas antes,
propuestas por Falconer (1990).

De las categorias elaboradas por Garbin (2007), se consideré que al ser la dimension
fraccionaria una propiedad, se incluiria en la categoria Definicion de fractal a través de sus
propiedades. Ademads, como en la revision bibliografica ningtin autor define de manera tinica a
un fractal como objeto irregular que representa fenémenos naturales, no se consideré6 como
categoria. Asimismo, se formuld una mas, que es No se define fractal.

A partir de estos dos trabajos, y de las investigaciones relevadas, se desarrollaron las
categorias y subcategorias de andlisis que se presentan en la tabla 4, y que permiten responder
las dos preguntas planteadas en este trabajo: ;de qué forma es propuesta la ensefianza de la GF
y qué caracteristicas de los fractales se resaltan en las mismas?

Tabla 4. Categorias y subcategorias de andlisis.

Categoria Subcategoria

C;: Interés principal del | Cig: Ensefianza de GF (énfasis en el uso de softwares educativos u
trabajo. objetos manipulables, o analisis de la GF para ensefar otros conceptos,
con o sin presentacion de actividades).
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GF.

C;p: Andlisis de las percepciones de profesores o alumnos acerca de la

, - C,py: Belleza de la GF por su presencia en la naturaleza o utilidad en
C,: Razon para ensenar

fractales diversas disciplinas (motivacion).

C,me: Potencialidad de modelizacién y explicativa.

C3n: No se presenta una caracterizacion explicita para los fractales.
C5: Caracterizacion del

objeto geométrico fractal.

hacer referencia a un proceso limite).

C3p: Conjunto matematico autosemejante y con dimension fractal (sin

C3.: Objeto limite u objeto producto de un proceso infinito.

4., Analisis de los resultados

Un analisis temporal indica un interés creciente sobre el tema, encontrandose 8 articulos
publicados en los dltimos tres afos, mientras que, en los 17 afios anteriores, en promedio
encontramos una publicacion, por afio. En cuanto a la frecuencia de publicacion de esta tematica
por revista, es notorio que la revista con mayor nimero de publicaciones sobre GF es Suma
(http://revistasuma.es/revista) con un total de 8 articulos de un total de 28 que se han
cosdiderado. En orden de frecuencia, sigue la revista Unién
(https://union.fespm.es/index.php/UNION), donde se encuentran 2 articulos.

Entre los resultados de las investigaciones, se encuentra que hay diversos tipos de
dificultades a la hora de ensefar y de aprender GF en la escuela secundaria. Por un lado, estan
aquellas que refieren a la comprension del objeto matematico fractal y de sus propiedades de
autosemejanza y de dimension fraccionaria (Karakus y Karatas, 2014; Karakus, 2015; Karakus,
2016; Pinto y Desconsi, 2018). Por otro lado, estan las de tipo operatorio, incluyendo manejo de
operaciones con numeros racionales y analisis de series numéricas (Karakus, 2013).

La tabla que sigue resume cuantitativamente los resultados de la busqueda y de la
categorizacion realizada.
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Tabla 5. Resultados de las categorias y subcategorias de andlisis.

Categoria Subcategoria Resultados

Cig 18/28 (64%)

G Cip 10/28 (36%)
Capy 12/28 (43%)

C, Com 16/28 (57%)
Csn 10/28 (36%)

Cs Csp 11/28 (39%)
Csp 7/28 (25%)

Respecto al interés del trabajo (C;) , se encontr6é que mas de la mitad de las investigaciones
(64%) se enfocan en propuestas de ensefianza acerca de la GF, ya sea a través de actividades con
objetos manipulables, con softwares o con una secuencia de ejercicios para que los estudiantes
descubran alguna caracteristica de la GF. Solamente una pequenia parte de las que se encuentran
en Cig (el 18%), implementan las propuestas, ya sea en el aula curricular o en talleres
extracurriculares; el resto de los trabajos solo presentan las propuestas. En el 36% de los
articulos restantes, se encuentran las 10 investigaciones que se dedican al estudio y analisis de
las percepciones del profesorado y estudiantes acerca de la GF (categoria C;p). Asi, en 7 trabajos
se analizan producciones de estudiantes cuando se les ensefian conceptos relativos a GF,
estudiando de qué manera los estudiantes distinguen, definen o dibujan un fractal (Karakus,
2013, Karakus y Karatas, 2014, Karakus, 2015; Faccio, 2013); en otros casos se analizaron
estrategias de calculo de perimetros y areas, o de construccion con regla y compds o con carton
de diferentes iteraciones de fractales (Picoli y Pinto, 2018; Pinto y Desconsi, 2018; Rezende,
Moran, Mértires, Carvalho, 2018). Los estudios que refieren a las percepciones del profesorado
son 3 y apuntan a: el interés que ellos tienen acerca del desarrollo profesional sobre GF (Chen y
otros, 2018), a analizar qué comprenden por dimension fractal (Karakus, 2016), y a estudiar de
qué manera se puede hacer un uso efectivo de la tecnologia para abordar aspectos de la GF
(Yildiz y Baltaci, 2017).

En relacion con la pregunta del motivo para ensefar GF (C,), casi la mitad de los trabajos
(43%) hace referencia a la belleza de la GF por su presencia en la naturaleza o utilidad en
diversas disciplinas, hecho que produciria una motivacién intrinseca (C,py). En 7 de ellos se
ejemplifica la aplicacion de los fractales haciendo alusién al crecimiento de las plantas, al
desarrollo de un céncer, a la anatomia interna del cuerpo humano, a las superficies irregulares,
a la forma de los relampagos, a la musica, a la pintura, a la mecanica de fluidos, entre otras.
Estas referencias no avanzan mas del plano de la mencidn, es decir no se proponen actividades
donde los estudiantes puedan modelizar las situaciones utilizando la GF. El resto de las
investigaciones (57% restante) que pertenecen a la categoria C,yr hace referencia a la
potencialidad que tiene la GF para abordar otros conceptos matematicos, o para mostrar su
capacidad de modelizar diferentes figuras. Por ejemplo, se manifiesta el vinculo con conceptos
geométricos como perimetro, area, congruencia de triangulos, transformaciones de semejanza

86 | Revista “Pensamiento Matemtico” Volumen XI, Niimero 2, Oct’21, ISSN 2174-0410



Estado del arte sobre la ensefianza y el aprendizaje de la Geometria Fractal. Artigue, Fanaro y Lacués

(Figueiras, 2000; Moreno, 2002; Rezende, 2018; Pinto y Desconsi, 2018); con el calculo a través
de limites de sucesiones y series aritméticas y geométricas (Shriki y Nutiv, 2016, Karakus, 2011),
funcién exponencial y logaritmica (Karakus, 2011); y con la probabilidad a través de la
probabilidad geométrica y condicional (Lopes, 2013).

Al analizar cémo las investigaciones se refieren a los fractales, se encontré que,
aproximadamente en un 35% presenta a los fractales de una forma un tanto alusiva, es decir sin
mayor explicitacién de considerar una figura “bonita”, especial porque se reproduce haciendo
copias de si misma (Csy); es el caso de actividades pensadas para un espacio de taller,
extracurricular, como proyecto escolar o como actividad ladica. El restante 64% presenta
explicitamente una caracterizacion del objeto fractal, ya sea aludiendo a un proceso infinito
(39%, C3.) o enfocandose en sus propiedades de autosemejanza y dimension fractal (61%, Csp).

Resulta interesante profundizar en estas dos ultimas subcategorias. Asi, en los 7 articulos
de la subcategoria C3;) se plantea la idea de limite para hallar longitudes, perimetros y areas de
los fractales CC, TS, CK y AP. Solamente en 4 de ellos se disefian actividades que apuntan a ese
objetivo. En el caso del CC, las preguntas direccionan al estudiante a como calcular su longitud,
para lo cual previamente les solicitaban indicar la cantidad de segmentos en cada iteracion, la
cantidad de segmentos que se quitan y la longitud de cada uno de ellos. Finalmente, la longitud
del fractal es pedida a través de las preguntas ;qué va a pasar haciendo el proceso hacia el infinito?
(Sardella, Zapico y Berio, 2006), ;qué ocurrird con el niimero de segmentos y la longitud de todos ellos
cuando el niimero de iteraciones sea infinito? (Redondo, Buitrago y Haro, 2004). Para el estudio del
perimetro y del area de los demas fractales, el procedimiento a realizar es similar. Las preguntas
en estos casos son ;Qué observas qué sucede con el perimetro y el drea total a medida que aumentan las
iteraciones? ;A qué tiende ese valor? (Faccio, 2013), ;Existe alguna relacion entre la cantidad de ramas?
¢Como podrias generalizar? (Pinto y Desconsi, 2018). Es llamativo la poca importancia que se le
otorga a los procesos limites, dado que el fractal es el resultado de un proceso de este tipo.

En relacion con la caracterizacion del fractal mediante el concepto de autosemejanza, si bien
esta es una propiedad que tienen usualmente los fractales, en el 45% de los articulos no se
presenta alguna definicion, posiblemente porque colocan el foco conceptual en la construccion
de diferentes iteraciones, o bien en los procesos iterativos, o bien en el concepto de dimension
fractal. En aquellos articulos en que si se opta por definir autosemejanza, se encuentran las
siguientes: una figura es autosemejante si contiene partes que se asemejan al todo (9 articulos)
y una figura es autosemejante si es invariante a cualquier cambio de escala (5 articulos), aunque
dos articulos exponen ambas propiedades. De los trabajos de la categoria C;p, referidos al
andlisis de las producciones de estudiantes, se consideré que un dibujo que demostrara
comprension de lo que es un fractal debia contener: la semilla, la regla de iteracion y la
propiedad de autosemejanza definida de manera similar a las definiciones recién dadas
(Karakus y Karatas, 2014; Karakus, 2016). En 12 articulos no fue posible encontrar un trabajo
con el concepto de autosemejanza. Al igual que con el concepto de limite es preocupante que
las propuestas de ensefianza no propongan una forma operativa de decidir, mediante un
conjunto de operaciones matematicas, si dada una figura geométrica, es autosemejante. Como
se expuso en secciones anteriores de este trabajo, la complejidad matematica que esto supone
puede adaptarse a la ensefianza para los estudiantes de la escuela secundaria.

En sélo 3 articulos se hace mencién a diferentes tipos de autosemejanza, en total acuerdo
con el planteo realizado en la seccién de Fundamentos epistemolégicos-matematicos de la GF
de este trabajo. De forma similar, Karakus y Baki (2011) la clasifican en tres tipos: autosemejanza
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alrededor de un solo punto, autosemejanza en ciertas partes (aproximada) y autosemejanza en
cada parte (cada una de ellas es similar a la figura total), ilustrando esto en una imagen que se
presenta en la figura 3.

Figura 3 Fuente: Karakus (2011)

Karakus (2016) y Picoli y Pinto (2018), por su parte definen figura autosemejante estricta a
aquella que tiene en cualquier parte, una réplica del todo, o que en cualquier parte del fractal se
reproduce exactamente la forma de una porcion mas grande. Es destacable que, en los tres casos,
esta clasificacion luego no es aplicada en las actividades propuestas, desaprovechando asi las
potenciales ventajas que esto podria tener para conceptualizar los fractales.

5. Reflexiones finales

El propdsito del trabajo fue realizar una revision bibliografica acerca de la ensefianza y del
aprendizaje de la GF en la escuela secundaria. Producto de la busqueda y de andlisis de los
articulos, se establecié la necesidad de trabajar en la transposicion didactica para ensefiar la
geometria fractal.

El estudio de los fractales nacié en la Matematica y dentro de este campo se generd vasto
conocimiento, lo cual constituye un claro argumento para proponer que parte de la
transposicion didactica de estos conceptos se ocupe de transformar la Matematica presente a la
hora de estudiar fractales, y dé un rol motivacional a enfoques mas informales que prevalecen
en los materiales educativos revisados, aprovechando, entros otros, los aspectos estéticos de los
fractales. Este es un proceso que no es inmediato si no que requiere de investigacion por parte
de did4ctas de la Matematica.

Desde el seno mismo de la Matematica la definicién formal de fractal se resiste a ser establecida;
por lo tanto, parece que en la escuela secundaria tampoco es razonable perseguir ese mismo
fin. Como se mostro, no es posible colocar todo lo que se “parezca” a un fractal bajo una misma
etiqueta. Sin embargo, una forma posible de aproximarse al concepto siendo fiel a su raiz
matematica, es mediante sus propiedades constitutivas: la dimensiéon fractal y la
autosemejanza.

En particular, en este trabajo el foco estuvo en la autosemejanza. Encontrar que en escasas
investigaciones se ocupan de proponer un trabajo matematico cuyo resultado permita a los
estudiantes conocer si una figura tiene o no autosemejanza, superando las ideas intuitivas de
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copias idénticas, motiva a trabajar sobre este aspecto desarrollando intervenciones diddcticas
con este objetivo.

Por otro lado, si bien la mayoria de los articulos destacan la aplicabilidad de los fractales en
varias disciplinas, en ninguno de ellos se percibe el disefio de actividades interdisciplinares.
Posiblemente esto también sea una consecuencia de la poca presencia de procesos
genuinamente matematicos que se realiza con estas figuras, casi sin sobrepasar los aspectos
figurativos y estéticos de los fractales.

De acuerdo con los resultados de esta revision, parece importante trabajar en el disefio de
actividades de ensefianza que vinculen la GF con procesos de limite y con la aproximacioén a la
nocion de infinito, por un lado, y con la nocién de autosemejanza como forma de desarrollar
competencias para el reconocimiento de patrones y los procesos de generalizacion, por otro.

Esta necesidad es la que motivd a los autores para abordar el proceso de la transposicién
didactica que ya gener¢ el disefio de una secuencia de actividades sobre GF basada en el disefio
de antenas pre-fractales multibanda. En estos momentos se lleva a cabo su revisién por parte
de pares, lo que permitird mejorar su implementacién en el aula y disefiar un dispositivo para
la evaluacion de los aprendizajes asociados con esta intervencion.
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