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Resumen: Se presenta un estudio de didactica de la proporcionalidad, centra-
do en la comparacion de razones en quinto grado de primaria. Se diseno y
aplico una secuencia de situaciones en el contexto de unas ranas que, al dar
cierto numero de saltos, avanzan cierto nimero de metros; se trata de averiguar
queé rana da los saltos mas grandes. La medida de un salto no es un numero
entero, pero no es necesario explicitarlo, las comparaciones se hacen en el
nivel de las razones entre numeros naturales ‘tantos metros en tantos saltos’.
Un programa de computadora realimento las anticipaciones de los alumnos,
permitiéndoles detectar sus errores. La secuencia buscé favorecer el aprendi-
zaje de la nocién de razon y, de manera mas general, el desarrollo del pensa-
miento proporcional. Los resultados confirman que los problemas fueron
adecuados para dicho propoésito y también para favorecer el desarrollo de la
capacidad de argumentacion, al formular y debatir reglas generales.
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Abstract: This paper is about a didactical study on comparison of ratios in fifth
grade of primary school. A sequence of situations was designed and applied
in the context of frogs that, with a certain number of jumps, advance a certain
number of meters; i's about figuring out which jumps are bigger. The measu-
re of a jump is not a whole number, but it is not necessary to make this num-
ber explicit, the comparisons are made at the level of ratios between natural
numbers. A computer program was used to allow students to detect errors in
their anticipations. The sequence seeks to favor the learning of the notion of
ratio and, more generally, the development of proportional thinking. The results
confirm the adequacy of the problems to move in that direction and reveal an
unforeseen achievement: the development of the capacity for argumentation,
to formulate and debate general rules.

Keywords: Teaching of Mathematics, Basic Education, Proportionalily, Ratios,
Rational Numbers.

INTRODUCCION

Dos ranas avanzan cada una cierta distancia en cierto numero de saltos. éCual
da los saltos mas grandes? En torno a esta sencilla trama, se disen6 una secuen-
cia de situaciones con dos tipos de problemas de proporcionalidad —de compa-
racion de razones y de cuarta proporcional=? mediante los cuales se busco
propiciar que los alumnos de quinto grado de primaria adquirieran conocimien-
tos especificos sobre:

e Procedimientos de resolucion de dichos problemas, y las propiedades de
la proporcionalidad que lo sustentan;
 La inadecuacion de las estrategias aditivas;

2 Eltérmino pertenece a la vieja Teoria de las Razones y las Proporciones. Se trata de problemas en

los que, a partir de tres datos se debe hallar el cuarto con el que se forman dos razones iguales (una pro-
porcion). También se llaman problemas de valor faltante, aunque esta denominaciéon es mucho mas general.
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* El comportamiento de una magnitud cociente (tamano de un salto), la cual
varia de manera directamente proporcional a la distancia avanzada y de
manera inversamente proporcional al numero de saltos.

» Algunas propiedades de la operacion de division.

A través de los aspectos especificos sefalados, se buscé propiciar el desarrollo
de una capacidad mas general, conocida en la literatura sobre el tema como
pensamiento proporcional, esto es, la capacidad de establecer relaciones entre
cantidades en un contexto “‘que implica a la vez co variacion de las cantidades
e invariancia de razones o productos” (Lamon, 2007, p. 638).

Por otra parte, el uso de las razones de numeros naturales permite incursio-
nar en el territorio de los numeros racionales, sin tener que expresarlos todavia
de manera explicita, lo cual crea un antecedente para su estudio (Block, 2008).

Razones, fracciones, proporcionalidad, multiplicacion y division, constituyen
nociones del campo conceptual de las estructuras multiplicativas, que se apren-
den de manera integrada mediante situaciones que las implican a todas (Vergnaud,
1983). Con el presente estudio queremos contribuir al conocimiento de situacio-
nes fértiles para la ensefianza escolar que respondan a esta hipotesis y, recipro-
camente, al fortalecimiento de esta.

En lo que sigue, precisaremos el estatuto de las cantidades y de las razones
en juego. Después haremos un analisis de las tareas y de los procedimientos a
priori posibles, el cual servird como guia para ver los resultados de una aplica-
cion de la secuencia en un grupo de quinto grado. Al final, elaboramos algunas
conclusiones.

En el analisis de la aplicacion de las situaciones, nos centramos unicamen-
te en las situaciones de comparacion.

éRazones, cocientes o fracciones?

¢Qué se puede hacer con una division como 3 entre 4 cuando aun no se cono-
cen las fracciones, ni los decimales, y por lo tanto no se puede expresar el
resultado como 3 ni como 0.75? Se puede saber, por ejemplo, que el resultado
de 3 entre 4 es mas grande que el de 3 entre 5 y mas chico que el de 3 entre
2, aunque no se sepa expresar con un numero ninguno de los tres resultados.
Se puede saber también que el resultado de 3 entre 4 es igual al de 6 entre §,
y al de muchas otras divisiones. ¢A qué nocion corresponden los conocimientos
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que se usan para saber esas cosas? Se trata de conocimientos implicitos acerca
de ciertas propiedades de la operacion division, por ejemplo, “el cociente de una
division no se altera si se multiplican sus términos por el mismo numero”; tam-
bién hay una relacion con la nocién de equivalencia de fracciones (% = §). Sin
embargo, no efectuamos la division, ni expresamos el resultado con fracciones.
Hay otra nocién que puede dar cuenta de los conocimientos que se ponen en
juego: la de ‘razon’. Retomando una de las definiciones clasicas de razon (y
evitando aquellas que la definen como sinénimo de cociente y de fraccién), esta
es una relacién de tipo multiplicativo entre dos nimeros naturales (o, también,
una “‘comparacion multiplicativa’). Cuando decimos que 3 entre 4 es igual a 6
entre 8, podemos estarnos basando en que, por ejemplo, la razén entre 3y 6 (que
podemos expresar sin fracciones con la palabra “doble”) es la misma que entre 4
y 8,y eso nos lleva a concluir que la razén entre 3y 4 es la misma que entre 6 y 8.

El presente estudio se inscribe en una linea de investigacion® en la que
exploramos la hipotesis siguiente: un trabajo con razones, previo a su expresion
con fracciones, puede contribuir al conocimiento de la proporcionalidad, y a
sentar bases para el estudio posterior de las fracciones.

Coincidimos con la apreciacion de Freundenthal (2002) con respecto a que
las fracciones son maneras de simplificar la operatoria con razones, pero a
costa de su lucidez:

El significado de la razén aparece cuando se habla de la igualdad (y la desigualdad)
de razones, sin conocer su tamano, cuando se dice, con sentido, “a es a b como ¢
es a d' sin anticipar que “a es a b” puede reducirse a un numero o a un valor de
magnitud a/b (..) La razén es una relaciéon de equivalencia en el conjunto de pare-
jas ordenadas (o de valores de magnitud) .. Los cocientes y las fracciones constitu-

yen formas de reducir esta complejidad, de bajar su estatuto logico, a costa de la
lucidez (p. 180 y 181).

En el Anexo 1 se presenta el conjunto de trabajos publicados en el marco de la
linea de investigacion sobre la tematica de las razones y las fracciones, y se
ubica el presente texto en ese conjunto.

3 Las razones: precursoras de las fracciones en los procesos de aprendizaje. Linea de investigacion

desarrollada en el DIE CINVESTAV.
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2. LA SECUENCIA “LOS SALTOS DE LAS RANAS”, LOS TIPOS DE TAREAS

El contexto es el de unas ranas que dan, cada una, saltos del mismo tamano en
una recta numérica.* Los problemas de comparacion de razones consisten en com-
parar el tamano de los saltos de dos ranas, conociendo —de cada una- dos datos:
el nimero de saltos que dan y la distancia total que avanzan. También se
incluyen problemas de cuarta proporcional, en los que se desconoce uno de los
cuatro datos de dos ranas que dan saltos del mismo tamano. Las magnitudes
(nimero de saltos, distancia recorrida, tamano del salto) son muy accesibles.

La situacion ofrece la posibilidad de verificar empiricamente las respuestas
mediante un programa de computadora disefiado exprofeso:® una vez intro-
ducidos los dos datos de cada rana, el programa las muestra saltando sobre
rectas numéricas, lo que permite comparar los saltos visualmente (Block y
Martinez, 1999).

| | ! | Rana Azul: 3 unidades en 4 saltos
0 1 2 3 Rana Roja: 2 unidades en 3 saltos
N W

} | 1

0 1 2

Figura 1. Visualizacion de los saltos de dos ranas en la computadora

Las razones en juego en esta experiencia son heterogéneas, esto es, se estable-
cen entre magnitudes de distinta naturaleza (nimero de saltos y metros).
Revisaremos aqui los principales procedimientos para la comparacion del
tamano de los saltos. Veremos primero los procedimientos que se basan en
relaciones cualitativas entre las cantidades y en calculos aproximados. En la
tabla 1 enlistamos los procedimientos organizados en funcion de los términos
que se relacionan, ya sea homogéneos: dos cantidades de saltos (s y s') por un

* Este recurso fue introducido en los libros de texto mexicanos de los afios setentas, para el estudio
del orden y de la suma (Secretaria de Educaciéon Publica [SEP], 1972).

> El programa fue disefado con Logo, por miembros del equipo de Cémputo Infantil de la Direccion
General de Servicios de Computo Académico de la Universidad Nacional Autonoma de México (DGS-
CA-UNAM).
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lado, y dos cantidades de metros por otro (m y m’), o bien heterogéneos: una
cantidad de saltos y la correspondiente cantidad de metros (m y s) de una rana,
y otra similar de otra rana (m'y s).

En la tabla 1 se indican los principales casos de comparaciones cualitativas
entre los tamanos de los saltos de dos ranas:®

Tabla 1. Procedimientos cualitativos en problemas de comparacion de razones

Relaciones entre términos | ¢ Sis>s'y m=m"entonces S < S

homogéneos. Es decir, si la rana A da mas saltos que la B, y avanza la misma dis-
tancia, los saltos de la rana A son mas pequenos.

e Sis=s,ym>m entoncesS>S

e Sis>s'ym<m entoncesS<S

e Sis2s'ym <2m entonces S< S

Es decir, si la rana A da el doble 0 mas saltos que la rana B, pero avanza
menos del doble de distancia, entonces sus saltos son mas chicos.

Relaciones entre términos | ¢ Sis> mys <m’, entonces S <S

heterogéneos e Sis>2mys <2m entonces S <S

Es decir, si en la Rana A la cantidad de saltos es mas del doble que la de
metros, y en la B es menos del doble, los saltos de A son mas chicos.

e Sis>1/2mys<1/2m, entonces S > S

Poner en juego las relaciones anteriores lleva a una primera exploracion de la
nocion de razon. Se espera que, en cierto momento, se institucionalice la exis-
tencia de razones equivalentes —que en este contexto significa razones a las
que les corresponde el mismo tamano de salto— y la manera de obtenerlas:
multiplicando o dividiendo ambos términos por un mismo ndmero.”

Para comparar las razones en los casos en que no proceden los métodos
cualitativos, se prevén dos procedimientos: el calculo del valor unitario (cuantos
metros avanzan por salto) o la obtencion de otras razones equivalentes con un
término comun, por ejemplo, para comparar 3 metros en 4 saltos contra 2 metros
en 3 saltos se pueden obtener las razones equivalentes 6 metros en 8 saltos vs

® Las abreviaturas que se utilizaran en este texto son: my s representan respectivamente las cantidades

de metros y de saltos de una rana, y m; s’ las de otra rana; Sy S’ remiten al tamafo de un salto de cada rana.

7 Esta definicion de la equivalencia de razones corresponde, en el marco de la relacion de proporcio-
nalidad, a la propiedad de la conservacion de las razones internas vy, en el marco de las funciones, a la
propiedad del isomorfismo multiplicativo f(kx) = k (f(x). En los términos propuestos por Vergnaud (1983), el
factor k se llama “operador escalar”.
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6 metros en 9 saltos. Este sequndo procedimiento es el que ofrece una alterna-
tiva que evita el uso de niimeros no enteros (en este caso, % y % de metro por
1 salto).

Finalmente, entre los procedimientos erroneos que se pueden esperar, inte-
resan especialmente dos: el centramiento en una variable dejando de lado la
otra (“Son mas grandes los saltos de la rana x, porque avanzé mas metros’); y
los que ponen en juego comparaciones aditivas, en lugar de multiplicativas, por
ejemplo, la rana x dio un salto mas y avanzo 1 metro mas que la rana y, enton-
ces sus saltos son del mismo tamano. Se espera que la retroalimentacién empi-
rica (se explica mas adelante) y los debates ayuden a visibilizar y cuestionar
estos errores.

Las situaciones de la secuencia ‘Los saltos de las ranas’, se disenaron bus-
cando satisfacer las caracteristicas de una situacion adidactica de la nocion de
razon (Brousseau, 1998). Las principales caracteristicas de este tipo de situacio-
nes son: 1) el concepto en cuestion —en este caso, la nocion de razén- subyace
a la estrategia optima de resolucion; 2) el problema que plantea la situacion
debe poder ser abordado —-mas no necesariamente resuelto, 0 no resuelto de
manera 6ptima— a partir de los conocimientos previos del sujeto; 3) la situacion
debe permitir generar, mediante el manejo de ciertas variables, dificultades que
favorezcan la evolucién de los conocimientos; y finalmente, 4) la situacion debe
permitir a los alumnos validar por si mismos el éxito o fracaso de sus acciones.
Respecto de esta ultima caracteristica, se previeron dos modalidades: la verifica-
cion empirica de respuestas utilizando una recta numérica en la computadora,
mediante un programa hecho ex profeso y, por otra parte, la organizacion de
puestas en comun en las que se comparan resultados y procedimientos, y even-
tualmente se organizan debates y mas pruebas, si se consideran necesarias.

3. APORTES AL ESTUDIO DE LA NOCION DE RAZON DESDE OTRAS
PERSPECTIVAS

Los procedimientos para resolver problemas de cuarta proporcional y de com-
paracion, como los anteriores, han sido estudiados en investigaciones sobre el
desarrollo de la nocion de proporcionalidad. Se han caracterizado las estrategias
mas importantes, por ejemplo, las estrategias que implican el uso del operador
escalar o el uso del operador funcién (Vergnaud, 1983), las estrategias inter e
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intra (within, between) (Noelthing, 1980 a y b). Se han destacado variables que
complejizan los problemas o que propician un tipo de estrategia en lugar de
otro (Hart, 1988; Karplus et al, 1983; Lamon, 2007; Noelthing, 1980 a y b; Verg-
naud, 1983: entre otros).

Noelthing (1980 a y b), mediante su estudio ya clasico de la naranjada —en
el que ninos y adolecentes de distintas edades y escolaridad comparan la inten-
sidad de sabor a naranja de dos mezclas preparadas con distintas cantidades
de vasos de agua y de jugo-, establecié niveles de desarrollo relativos a esta
nocion y los vinculo a las etapas piagetanas de desarrollo del pensamiento logico.

La situacion de la naranjada que utilizé Noelthing, resultd muy adecuada
para la exploraciéon del desarrollo de ciertos aspectos del razonamiento propor-
cional de los nifios y jovenes, pero, no lo fue en cambio, para el aprendizaje, en
la medida en que la situacion no retroalimentaba a los alumnos, ellos no tenian
manera de saber si su respuesta fue incorrecta y, por lo tanto, no tenian ocasion
de cuestionar y regresar. Una pregunta que queremos contribuir a contestar
entonces es si, en una situaciéon como la de los saltos de las ranas que si ofre-
ce retroalimentacion —en la que intervienen magnitudes mas accesibles que las
de una mezcla, y que permite hacer visible el caracter erroneo de las estrategias
aditivas— puede propiciarse cierta evolucion de los procedimientos de los alum-
nos del ultimo ciclo de la primaria.

Finalmente, cabe destacar el estudio de Brousseau (1981) sobre los decima-
les, el cual constituye el primero, y casi el Unico, en el que se explora de mane-
ra sistematica el uso de razones en una génesis artificial de las fracciones. La
secuencia construida es muy amplia, compleja y distinta de lo usual, por lo que
puede ser dificil de implementar, pero sin duda abre un camino para explorar
opciones, como la que estudiamos aqui.

& De acuerdo con Lamon (2007), las categorias de Vergnaud (1983) apelan a la relacion entre dos
espacios de medidas. Las de Noelthing (1980a y b) se refieren al interior/exterior de un sistema (la naranjada).
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4. HIPOTESIS DE TRABAJO Y METODOLOGIA
a) Hipatesis

En las lineas anteriores hemos ido precisando las hipdtesis que nos ha intere-
sado estudiar. Sintetizamos aqui una hipotesis de investigacion que orienta este
estudio:

* | as situaciones de la secuencia ‘Los saltos de las ranas’ funcionan como
situaciones adidacticas de la nocion de razon en un grupo escolar de
quinto grado de primaria.

Y, las hipotesis mas especificas son:

* Las situaciones favorecen que los alumnos pongan en juego procedimien-
tos de resolucion relacionados con la nocién de razon;

* La retroalimentacion que se ofrece a los alumnos a través del programa
de cémputo, les permite reconocer sus errores.

* Lo anterior favorecera una evolucion de los procedimientos en cada tipo
de tarea;

* Ademas, los alumnos lograran manipular las medidas no enteras de los
saltos a través de razones de nimeros naturales, apoyandose en propie-
dades de la proporcionalidad.

b) Tipo de estudio y condiciones de la experimentacion

Se trata de una experiencia de ingenieria didactica (Artigue, 1995). A partir de
un estudio preliminar sobre las nociones de fraccion y razon en la escuela pri-
maria (Block, 2006), en un proyecto de largo plazo se han ido disefiando secuen-
cias didacticas para el aprendizaje de estas nociones en la primaria. En el
presente articulo se expone una de estas secuencias.

La secuencia fue aplicada en un grupo de quinto grado de primaria de una
escuela de la Ciudad de México. La conduccion estuvo a cargo de la maestra
titular del grupo, con experiencia en la gestién de situaciones bajo el mismo
enfoque didactico que la presente.
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Los datos recabados fueron de dos tipos: las notas, con apoyo de audio, de
seis observadores (lo que permitid que fueran observados entre cuatro y cinco
equipos de alumnos) y las hojas de trabajo de los alumnos.

¢) Distribucion de actividades

A'lo largo de seis sesiones, se alternaron situaciones de comparacion de razones
(comparar razones, redactar y evaluar reglas) y situaciones de cuarta proporcio-
nal (hallar uno o varios valores faltantes). Casi siempre, en una sesion de una
hora, o un poco mas, se propusieron dos o mas actividades. La distribucion se
muestra en el Anexo 2.

5. RESULTADOS

5.1 COMPARAR DE MANERA CUALITATIVA

En la sesion 1 se plante6 a los alumnos la siguiente actividad:
La rana verde y la rana morada hicieron cuatro competencias. En cada competencia
cambiaron el tamano de sus saltos. Escribe el color de la rana a la que le apuestas

en cada competencia y explica por qué. Recuerda: NO gana la que dé mas saltos,
ni la que recorra mas distancia, sino la que dé saltos mas grandes.

En la figura 2 se muestra la parte de la ficha que corresponde a la primera
competencia y en la tabla 2 los datos de las cuatro competencias. En todos los
casos la comparacion se puede hacer sin transformar los pares (y por lo tanto
sin hacer calculos).
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Figura 2. Ficha 1

Primera competencia

Rana Verde Rana Morada
Recorrido | N de saltos Recorrido | N¢ de saltos
12 metros ‘ 12 saltos 7 metros ‘ 5 saltos

La rana que da saltos mas grandes es:
Porque:

Tabla 2. Datos que involucraron las cuatro competencias

Competencia 19 2¢ 39 49
Verde 12,12* 28,5 30,8 24,5
Morada 7,5 36,5 30,11 15,8

*EI primer numero de cada par indica el recorrido y, el sequndo, el nimero de saltos

Los alumnos resolvieron en parejas. La mayor parte del grupo logré poner en
juego procedimientos pertinentes para realizar las comparaciones, lo que supu-
so identificar las tres variables (numero de saltos, distancia recorrida, tamafno de
cada salto), y algunas relaciones entre ellas. En la tabla 3 puede observarse que
no hay un procedimiento dominante para todas las competencias, los procedi-
mientos son sensibles a las caracteristicas de los datos numéricos de las razones.
Al dia siguiente se les pidi6 que compararan sus respuestas con las de otra
pareja y que acordaran una respuesta de equipo. A continuacion, se muestran
algunos procedimientos.
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Tabla 3. Frecuencias de procedimientos en Ficha 1 (sesion 1)°

Primera Segunda Tercera Cuarta
Procedimiento Competencia | Competencia | Competencia | Competencia
12,12 7,5 28,536,5 |30,30,830,11 | 24,5158

A. Numero de saltos constante 8§+ 2s/j*
y mayor recorrido implica ma-
yor tamano del salto

B. Recorrido constante y mayor 4+75s/j
numero de saltos implica me-
nor tamano del salto

C. Mayor recorrido y menos 10 + 1 s/j
saltos, implica mayor tamano

de salto

D. Estimacion o calculo de uno 7 2 3 3

0 los dos valores unitarios

E. Respuesta correcta, pero jus- 9 3 1
tificacion errénea

F. Respuesta erronea 2

*s/j = falta la justificacion del resultado, o esta incompleta.

a. Los procedimientos mds frecuentes: cualitativos

Los argumentos que los alumnos dieron para justificar su respuesta, por escrito
o verbalmente, dejan ver que la mayoria identificd las relaciones que permiten
comparar con pocos calculos numéricos, o sin calculos.

En la primera competencia (12m, 12s, vs 7m, 5s) si bien se registraron mas
dificultades que en las demas, probablemente por ser la primera, identificaron
que el tamano de un salto de una de las ranas es de una unidad, mientras que
el de la otra es de mas, por ejemplo:

Julio: Porque con 12 metros y 12 saltos da un metro por salto, en cambio aqui (rana
morada) 5 saltos en 7 metros da un metro y un poco mas.

 El total de resoluciones varia de una competencia a otra (entre 14 y 16 parejas) debido a que una

pareja solamente hizo la primera competencia, y otra mas no hizo la tltima.
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En la sequnda competencia (28m, 5s vs 36m, 5s) la mayoria comparo los
dos recorridos aprovechando que los numeros de saltos son iguales:

Carlos y Juan Eduardo: (Gana la morada porque) salta mas metros en iguales saltos.
[tzel e Ingrid: 36 metros recorre mas que 28 metros y los saltos son iguales.

En la tercera competencia (30m, 8s vs 30m, 11s), consideran que siendo los
recorridos iguales, a mayor nimero de saltos, menor tamano de cada salto:

Arih: (Gana la verde porque) el recorrido de los dos es igual pero los saltos de la
verde son menos.
Julio y Andrés: 30 entre ocho es mas grande la cantidad que 30 entre once.

En la cuarta competencia (24m, 5s vs 15m, 8s) algunos observan que una rana
avanza mas distancia en menos saltos que la otra:

Arith: (verde) ..Es mas grande su recorrido y sus saltos son menos.
[tzel: iAh! Entonces la verde, porque la morada tiene el espacio mas chico, pero
da 8 saltos y la verde tiene el espacio mas grande y da menos saltos.

b. Otros procedimientos: el valor unitario, estimado o exacto

Algunos alumnos estimaron uno o los dos valores unitarios en lugar de utilizar
las relaciones disponibles para comparar de manera cualitativa. En la mayoria
de los casos la parte entera del cociente permitia comparar.

Tania y Lidia (para 28, 5 vs 36, 5): La rana verde le toca mas de 4 y a la rana mora-
da mas de 7.

Tania y Lidia (para 30, 8 vs 30, 11): (La rana verde) porque la rana morada sus
saltos son mas de 2 m. Pero la rana verde da mas de 3.

Pocos alumnos calcularon, en este momento, de manera exacta los valores
unitarios.

Eduardo y Ricardo (para 12, 12, vs 7, 5): () La rana morada salta 7 metros y los
dividimos entre 5 que de a 1y sobran 2 metros pero lo convertimos en decimales y
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queda 1.4 y en la rana verde cada metro es un salto y queda de que la rana verde
salta nada mas un metro.

Arturo y Gabriel (para 28, 5 vs 36, 5): (La morada salta mas porque) la verde da
saltos de 5.6 y la morada de 7.2

En esta experiencia, a diferencia de otras, no aparecio el recurso a la igualacion
de dos términos homologos: para poder comparar 2 metros en 3 saltos contra
3 metros en 4 saltos, se puede ver cuanto avanzan las dos ranas en 12 saltos.
Esto se debio probablemente a que los numeros en juego, por su tamano, no
facilitaron dicho procedimiento (por ejemplo, no es facil para los nifios hallar un
numero de saltos multiplo de 8 y 11).

¢. Las dificultades: explicitar, representar, argumentar

La explicitacion clara de una idea, con palabras, implica también una construc-
cion. Este es otro proceso que los alumnos viven durante la experiencia, propi-
ciado por la demanda de comunicar —oralmente sobre todo pero también por
escrito— lo que tuvieron en cuenta para hacer la comparacion. En el proceso,
ocurre con cierta frecuencia que dejan alguna condicion implicita, como en los
siguientes ejemplos.

En la segunda competencia (28, 5 vs 36, 5), dejan implicito que los numeros
de saltos son iguales:

Arith: Porque la verde su recorrido es mas chico que el de la morada, por eso gana.

En la tercera competencia (30, 8 vs 30, 11), varios tuvieron dificultad para expli-
citar claramente la relacion en juego y a veces dejaron implicita una condicion:

Eduardo y Ricardo: (Gana la verde porque ) entre menos sean los saltos mas brincan.

Hubo varias manifestaciones de la dificultad para explicitar las relaciones en
juego, y varias alternativas para superarla, por ejemplo, en un caso, unos alum-
nos trasladaron el problema al contexto de reparto de pasteles en el que la
relacion “entre mas ninos, les toca menos pastel” es mas clara.

No se identificaron respuestas erroneas pero si algunas cuya argumentacion
era incorrecta. Esto ocurrio mas en la situacion 1 (12 12 vs 7, 5) en la que varios
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siguieron aplicando el criterio que resulto exitoso en la situacion anterior, segun
el cual, entre menos saltos, mayor es el tamano de salto, por ejemplo:

Efrén: Porque entre menor sean los saltos seran mas grandes.
Arith: Porque la rana morada recorre 7 metros y el nimero de saltos es mas chico.

En la puesta en comun del dia siguiente, los argumentos fueron leidos y comen-
tados. Después, los alumnos pudieron comprobar en la computadora qué saltos
resultaban mas grandes.

5.2 FORMULAR Y EVALUAR REGLAS GENERALES

Las situaciones que se analizan a continuacion van un poco mas alla de la
comparacion de dos razones del tipo ‘nimero de metros, numero de saltos’. Se
trata de explicitar las condiciones que deben cumplir esas razones para que el
tamano de salto que se desprende de una sea mayor que el que se desprende
de la otra. La situacion se planted a los alumnos en dos ocasiones: una en la
Ultima parte de la sesion 2,y otra en la Ultima parte de la sesion 3. Entre las dos,
se plantearon situaciones de cuarta proporcional.

a) Primera experiencia de formulacion de reglas

En la segunda sesion, se plante6 un primer ejercicio de formulacion de criterios
generales: se les pidié que expresaran la condicion que debian cumplir los datos
de las ranas verde y morada para que los saltos de la morada resultaran mas
grandes que los de la verde. La consigna que se dio no fue muy clara de entrada,
pero fue reexplicada y, aparentemente, termino siendo comprendida por todos.

(Expliquen) la condicion que deben cumplir los nimeros para que a fuerza gane la
morada. No sélo damos el ejemplo de que con estos niimeros gana la morada, sino
(explicamos) como le hice, como escogi los numeros, qué condicién cumplieron los
numeros para asegurarme que ganara la morada.
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Hubo dos propuestas y opiniones divididas, pero todavia pocos argumentos.

Ehecatl: Es que cuando pones menos saltos y mas recorrido en la morada, gana la

morada.

La maestra los invitd a encontrar un caso con el que no se cumpliera la regla,
para “echarla abajo’. Pese a que no todos estaban convencidos, nadie intento
un contraejemplo y entre varios propusieron el siguiente ejemplo.

R. Verde

Recorrido

No. saltos

13

9

Después, Miguel propuso:

R Morada

Recorrido No. saltos

18 4

No importa el nimero de metros que recorra la rana sino los saltos que va a dar.

Nuevamente las opiniones se dividieron. Pocas voces, mostraron escepticismo,
por ejemplo, Julio dijo: “Es que habria veces que ganay otra que perderia”. Otras,
mas numerosas, 0 mas audibles, apoyaron la regla. Los argumentos fueron
escasos. La primera prueba empirica que se planted, con datos propuestos por
el autor de la regla, permiti¢ validarla: gané la morada, con menos saltos.

R. Verde

Recorrido

No. saltos

18

5

R Morada

Recorrido No. saltos

13 3

La maestra, naturalmente, propuso hacer una segunda prueba, extremando los
datos, pero respetando la condicion de que la morada tenga menos saltos.
Con la participacion de varios alumnos se llego a los siguientes datos:

R. Verde

Recorrido

No. saltos

50

130

13

R Morada

Recorrido No. saltos

2 3
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Nuevamente la maestra invit6 a los alumnos a que anticiparan cual crefan
que iba a ganar. Las preferencias se dividieron, pero la mayoria siguio siendo
a favor de la morada. Entre el murmullo se escuchd a un alumno decir “es
menos de un entero” (el salto). Enseguida, el autor de la propuesta dijo, no
muy convencido:

Miguel: Tiene que ser mayor el recorrido que el salto.

Con ello, Miguel mostré que establece dos relaciones correctas: 1) cuando el
numero de metros es menor que el de saltos, el salto es menor que una unidad,
y, 2) con esos datos, no va a ganar la morada aunque tenga menos saltos. Fl
intentd perfeccionar su regla'® pero sus intervenciones ya no fueron retomadas
y se metieron los datos a la computadora. Varios ninos muestran sorpresa.

Cuando la maestra pidié explicaciones de por qué perdio la morada, Miguel,
con mas conviccion, agrego una condicion a su regla: “Porque en la morada (el
salto) fue menor que un entero’. Se probd nuevamente, haciendo que el salto
de la morada sea mayor a un metro:

R. Verde R. Morada

Recorrido No. saltos Recorrido No. saltos
50 13 3 2

Las opiniones se dividieron, pero siguieron siendo mas los que le van a la
morada. La maestra volvié a pedir argumentos. Unicamente el autor de la regla
hablé, limitdandose a estimar el tamano del salto de la morada:

Miguel: (..) Como son 3 metros, va a dar un metro, la morada por un tercio de metro.

La verificacion empirica mostré que los saltos de la verde eran considerable-
mente mas grandes.

10 Esta forma de intentar acotar el conjunto al que se aplicard una implicacion, para eliminar una
contradiccion cuando esta se hace evidente, estd documentada en el repertorio de respuestas de alumnos
frente a contradicciones, presentado en Balacheff (1991).
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Desde esta primera sesion, una buena parte del grupo pudo poner en juego
las relaciones entre los datos “distancia recorrida, nimero de saltos’, para anti-
cipar el orden de los tamanos de los saltos, esto es, el orden de los cocientes no
enteros, sin calcularlos. Con mas dificultad, empezaron a formular los criterios
utilizados. No obstante, en la sequnda parte que acabamos de ver, al proponer
y evaluar reglas “para que gane la morada’, fue notorio que los criterios todavia
no estan bien establecidos para los alumnos. Pueden usarlos implicitamente, y
estan aprendiendo a evaluarlos explicitamente en tanto criterios generales. Al
final de la sesion 3, que veremos a continuacion, se propuso nuevamente una
actividad con las reglas, frente a la cual el grupo manifiesta avances.

b) Sequnda experiencia de formulacién de reglas

Al final de la tercera sesion, después de abordar la tarea de calcular valores fal-
tantes, cuando los alumnos tenian ya mayor familiaridad con las relaciones invo-
lucradas (ntmero de saltos, tamano del salto y distancia recorrida)!! se les
plantearon nuevamente problemas de comparacion (ver la figura 3). En un primer
momento, se les pidié que generaran ‘reglas para que gane la rana morada” (o
sea, para que sus saltos sean mas grandes que los de la verde), y también para
que empaten.t? Al dia siguiente, se les dieron dos de las reglas elaboradas por
ellos, para que las evaluaran —una correcta y la otra no—y, finalmente, sus opi-
niones se discutieron en una puesta en comun.

La actividad duré 20 min. Se formaron 17 parejas de trabajo. Se dio una
consigna similar a la de la primera sesion y se entregd la siguiente ficha.

11 Se favorecio la busqueda del valor unitario y se puso en evidencia que el procedimiento aditivo es
incorrecto, aunque esto no se destaco lo suficiente para todo el grupo.
12 Estas ultimas se omitiran por falta de espacio.
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Figura 3. Ficha 4. “Para que gane la rana morada’

Rana Verde Rana Morada
Recorrido | N@ de saltos Recorrido | N@ de saltos
6 | 4 |
Para que los saltos de la rana Morada sean mas grandes que los saltos de la
rana Verde basta con que se cumpla con la siguiente condicion:

1)
0 bien: 2)

En la tabla 4 se presenta una sintesis cuantitativa de los recursos a los que
acudieron los alumnos para producir las reglas. Puede apreciarse que, en con-
junto, en el grupo se movilizaron varias propiedades. Enseguida se muestran
algunos ejemplos.

Tabla 4. “Que gane la morada”. Frecuencia de procedimientos

Para que gane la rana morada se necesita: Frecuencia
A. Mas recorrido y mismo n® de saltos que la verde 3

B. Mismo recorrido y menos saltos que la verde 10

C. Més recorrido y menos saltos que la verde 12

D. Mas metros que saltos en la morada (tamafo >1), y menos en la verde 1?
(tamano < 1)

E. Otros (erréneos) 5

Mantener fija una de las dos variables, y mover la otra (A y B). Trece alumnos
usan este recurso. Fue mas frecuente que mantuvieran fijo el recorrido y variaran
el numero de saltos, que a la inversa.

Alan y Jesica: Poner el numero igual de recorrido y el numero de saltos menor.

Mas recorrido y menos nimero de saltos (C). Este tipo de mensaje también fue
frecuente.
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Tania y Lidia: Debe de ser el recorrido mas grande y sus saltos sean menos; Verde
(25, 8) vs Morada (35, 3)

Otro ejemplo, con dificultad para explicitar:

Paulina y Mercedes: Entre mas chicos sean los saltos mas largos son y entre mas
largos sean los saltos mas cortos son. (27, 5 de la verde vs 27, 4 de la morada).

Se observa cierta confusion entre tamano del salto y niumero de saltos. Cuando
dicen “entre mas chicos sean los saltos mas largos son” el “mas chicos” se refie-
re al numero de saltos. Luego Paulina agrega:

(..) Se debe poner menos saltos, para que sean mas grandes.

La omision del recorrido parece no ser accidental pues un poco mas adelante
dijeron explicitamente que el recorrido no importa.

Mas metros que saltos (tamano >1) en la morada, y menos en la verde
(tamario < 1) (D)

Ehecatl: Que el nimero de recorrido sea mayor al numero de saltos —de la rana mora-
da-y la rana verde tiene que ser menor el recorrido y mayor el numero de saltos.

Este tipo de regla se identificé una sola vez. Puede estar influido por las expe-
riencias previas en las que calcularon el valor unitario.

Errores: no importa el recorrido (E). Varios alumnos escribieron reglas ambi-
guas, o poco claras. Algunos generaron reglas erréneas. Nuevamente, como en
la primera sesion de la experiencia, aparece la idea de que el recorrido no
importa.

Mercedes y Paulina: No importa el recorrido sino los saltos de la rana aunque sea
mas grandes o chicos.

No obstante, en general, la mayoria demostré una mejoria —en comparacion con lo
que hicieron en la segunda sesion—en su manera de expresar reglas que aseguran
un tamano mayor de salto, a partir de manipular las dos variables que lo deter-
minan: recorrido y numero de saltos. En el siguiente apartado veremos un

134 EDUCACION MATEMATICA, VOL. 33, NUM. 2, AGOSTO DE 2021



‘Los saltos de las ranas’”. Estudio de una secuencia didactica de proporcionalidad, con problemas..

segundo encuentro de los alumnos con las reglas, ya no como productores de
estas, sino como evaluadores de las reglas producidas por otros. Al final, anali-
zaremos la dificultad que se manifesté para argumentar si una implicacion
logica del tipo “si a entonces b, es verdadera o no.

5.3 EVALUAR REGLAS, DESARROLLAR LA ARGUMENTACION
Al dia siguiente (sesion 4) de las resoluciones anteriores, se entregd a los alumnos
la ficha 5 (ver la figura 4) con dos de las reglas que ellos escribieron en la sesion

pasada —una correcta y otra no—, y se les pidié que las evaluaran en parejas.

Figura 4. Ficha 5

Para que los saltos de la rana morada sean mas grandes que los saltos de la rana verde,
basta con que se cumpla la siguiente condicion:

1. No importa el recorrido de la rana morada, lo que importa es que su numero de
saltos sea menor.
2. Poner la misma cantidad de saltos, pero mas recorrido en la morada.

Se les dio la siguiente consigna:

M: Analicen las reglas y vean si es verdad lo que dicen, y si no comprueben que no
sirven, ¢listos? A trabajar.

Veamos los resultados.

a. Dificultad para interpretar la expresion de “No importa el recorrido de la
morada...”

Muy pocos alumnos se dieron cuenta de que la regla 1: “No importa el recorrido
de la rana morada, lo que importa es que su niimero de saltos sea menor’, es
incorrecta y pudieron dar un contra ejemplo. lvan propuso V 8m, 4s vs M 20m,
3s, pero no logré explicar su sospecha: “Es que no sé por qué, pero estoy sequ-
ro [de] que esta si estd mal”.
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Ehécatl, por su parte, propuso ejemplos V 60m, 9s vs M 3m, 1sy luego V 60m,
9s vs M 1m, 1s, con los que claramente cuestiono la regla, pues la morada, a
pesar de dar menos saltos, no tiene un salto mayor, y concluyd que: “Esta mal
porque si fuera mayor el recorrido de la rana contraria, seria mayor el salto”.
Suponemos que lo que quiere decir es que aun con menos saltos en la morada,
esta podria perder si la verde tiene un recorrido mayor. Su argumentacion es
todavia incompleta pues no con cualquier recorrido ‘mayor” de la rana verde, el
salto de esta quedaria mayor que el de la morada, pero se puede decir que
representa un avance importante.

Algunos alumnos encontraron un caso que si “‘cumple” con la condicion de
la regla: la morada tiene menos saltos que la verde y a la vez arroja un salto
mayor, con lo cual dan por buena Ia regla, por ejemplo, Julio y Paris proponen
el casoV Im, 50sy M 50m, 1s,y exclaman: ‘Mira, si se cumple, aqui s6lo da un
salto y es mayor, éya ves? Las dos reglas estan bien... iYa terminamos, ya termi-
namos!" Como ellos, varios alumnos interpretaron la expresion: ‘no importa el
recorrido de la morada” como si se tratara de encontrar un caso en el que se
cumpliera la condicién (en lugar de valorar si se cumplia para cualquier caso),
por ejemplo, Eduardo y Ricardo, proponen V 40m, 8s vs M 40m, 4s.

Algunos alumnos encontraron ejemplos y también contra ejemplos y no
supieron que concluir, o bien concluyeron algo como: “a veces es correcta y a
veces es incorrecta”. Es el caso de Beatriz y Patricia.

Beatriz: Puede ser 50, por ejemplo, la rana verde puede dar 50 metros y menor salto
y da 5 ino! 6 saltos, y la rana morada da, por ejemplo, recorre 5 metros en 2 saltos y
entonces ahi no se cumpliria. (Queda: verde 50m, 6s y morada 5m, 2s).

Pero mas adelante ellas mismas encuentran un ejemplo que satisface las con-
diciones de la regla 1 (menos saltos a la morada) y con el que si se logra que
los saltos salgan mayores, entonces concluyen: “Si, pero en algunas veces No’,
y proponen dos ejemplos, uno para cuando si, uno para cuando no.

Frente a respuestas como esta, la docente y los observadores intentaron
explicitar uno de los principios (implicitos) de la argumentacién matematica, a
saber, que una regla no puede ser a la vez cierta y falsa. Este analisis se reto-
mard mas adelante, en la confrontacion.
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b. Papel de la busqueda de ejemplos en el andlisis de una regla

La segunda regla (poner la misma cantidad de saltos, pero mas recorrido en la
morada) fue hallada correcta por la mayoria de los alumnos, quienes proporcio-
naron ejemplos sin dificultad. Fue interesante observar a algunos alumnos que
al principio pensaron que la regla era incorrecta, y no fue sino después de
intentar en vano poner ejemplos que lo probaran, que sospecharon que era
correcta. Asi, Juan Carlos y Pablo dijeron que la regla 2 era incorrecta, pero
después de elaborar un ejemplo -V 9m, 2s, M 12m, 2s— concluyeron que era
correcta. Jessica y Arlen intentaron encontrar un ejemplo con el que se incum-
pliera la regla y parece que se dan cuenta de que eso no es posible. Concluyen
que la regla es correcta.

c. Papel de la retroalimentacion mediante el programa informdtico

Los alumnos acudieron con frecuencia a la computadora para verificar si sus
datos correspondian a saltos de la morada mayores que los de la verde. La
validacion que recibian los ayudo6 a desechar una comparacion equivocada o
a afirmar una correcta, como en el siguiente ejemplo ocurrido en la evaluacién
de la regla "Poner la misma cantidad de saltos, pero mas recorrido en la Morada”.

Pablo: (Hace las dos tablas y pone primero la misma cantidad de saltos) Por ejemplo,
pones dos aqui ..(en la rana verde).. y dos aqui ..(en la rana morada).. Luego pode-
mos poner por ejemplo aqui 9 ..(en la verde).. y aqui mmm, a ver, 12.

Rana verde Rana morada

Recorrido | Numero de saltos Recorrido | Numero de saltos
9 | 2 12 | 2

Observadora: ¢Cudl va a dar saltos mas grandes?

Aos: Esta (la morada, no logran explicar por qué decian antes que estaba mal la
regla. Ahora dicen que estd bien; regresan contentos porque si funcioné lo que ellos
dijeron).
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En cambio, la verificacién en computadora no los ayudd —no podia hacerlo— a
identificar un razonamiento incorrecto, cuando la usaron para buscar un ejem-
plo en lugar de un contraejemplo.

d. La confrontacion grupal: malentendidos sobre el sentido de una
implicacion

En la confrontacion grupal emergid la problematica que subyace a la regla: No
importa el recorrido de la rana morada, lo que importa es que su nimero de
saltos sea menor. Esta regla se puede formular como una implicacién, con un
antecedente: “Si el numero de saltos de una rana es menor que el de otra’, y
un consecuente: “Entonces sus saltos son mayores’, quedando fuera la distancia
recorrida.

Miguel, quien en una sesién anterior habia propuesto una regla muy pare-
cida, cuestiond con un buen contra ejemplo: V 14m, 7s y M Zm, 3s. Los datos
que propone cumplen en efecto con el antecedente de la implicacion —que la
morada dé menos saltos que la verde—, y, sin embargo, no cumplen con el con-
secuente —que los saltos de la morada sean mayores que los de la verde—. Es
decir, la regla no se cumple. Algunos alumnos se sorprenden con el contra
ejemplo, pues al parecer ellos pensaban que la regla era buena. ‘Hace brujerias”
comenta uno, con lo que podria pensarse que cuestiona la logica subyacente.

Un poco mas adelante, otro alumno, Paris, da un ejemplo en el que los datos
también cumplen con el antecedente de la regla (morada con menos saltos),
pero si dan lugar a saltos de la morada mayores que los de la verde: V 42m, 8s,
M 42m, 3s. En este punto, la maestra interviene para cuestionar el ejemplo, el
cual vino a complicar las cosas. Se armo entonces una discusion que analizamos
a continuacion.

M: Ahi (en la regla) no dice que el recorrido sea igual, ahi dice que no importa el
recorrido y aqui (RM) pusimos, puede ser aqui 2y 1413y se cumple la regla. Tenemos
que revisar si se cumple la regla con todo.

Paris: Pero sf se cumple la regla.

13 Son los numeros de saltos de la morada (2) y de la verde (14) respectivamente, del contra ejemplo
de Miguel, que la maestra valor6, pues permitié cuestionar una regla falsa.
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El primer cuestionamiento que hace la docente al calor de la discusion (“ahi no
dice el recorrido igual”), es incorrecto pues si bien la regla no dice que los reco-
rridos deban ser iguales, tampoco dice que no puedan serlo, de hecho, lo hace
posible puesto que los recorridos ‘no importan’”.

El segundo cuestionamiento realizado por la maestra, ‘tenemos que revisar
si cumple con todo” es probablemente una expresion de la necesidad de que la
regla sea valida para todos los casos que cumplen el antecedente de la impli-
cacion (‘si el nimero de saltos es menor.."), y no solo para algunos. Se trata de
una caracteristica de la implicacion logica sobre la cual los alumnos segura-
mente no han reflexionado. Las distintas interpretaciones de “‘cumplir con la
regla” que se entrecruzaron, y la dificultad para sacar a la superficie con claridad
lo que esta detras, causé que la discusion se alargara todavia unos minutos mas.

Maestra: (escribe en el pizarron a lado de la propuesta de Miguel)

RM R V.
42 3 42 8

Oreal: Las dos reglas son casi iguales. Puedes poner el mismo recorrido.

Miguel: Pero no cumple la regla.

M: En esta (la de Miguel) si se cumple, pero en esta (senala la propuesta de Paris)
ési se cumple?, équé es lo importante?

Pablo: No lo sé.

Por sugerencia de uno de los observadores, la docente propuso a los alumnos
verificar en la computadora, pero esta accion no era lo que se precisaba en este
momento para desenredar el nudo. Se verifico que la rana morada de Paris (42m,
3s) en efecto da saltos mayores que los de la verde (42m, 8s) y que la de Miguel
no. Ciertamente, algunos alumnos se sorprendieron. Pero el problema no era
solamente ese, sino la necesidad de que todos los pares cumplieran la regla, sin
excepcion, para poder afirmar que la regla era cierta.
Al final, la maestra logro identificar el problema.

M: (.) Con un ejemplo (senala el ejemplo de Miguel) que encontremos que la regla

no funciona, entonces estd mal, aunque haya ejemplos donde si nos funcione, pero
de todos modos estd mal si con un ejemplo no sale cierta. éSi Julio?
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Al final, algunos alumnos dejaron ver que no quedaron conformes con la conclusion.

Cuando se presenta la segunda regla (‘poner la misma cantidad de saltos,
pero mas recorrido en la morada”), el tiempo esta encima y casi no hay discusion:
varios se pronuncian a favor de que “se cumple la regla”, y se revisan dos ejem-
plos en la computadora. En este caso, tampoco se hace explicito que la razéon
por la cual se considera que la regla funciona no es porque funcioné con dos
ejemplos sino porque, analizandola, puede inferirse que no se encontrardn
contra ejemplos. Estos son pendientes para otras ocasiones.

6. CONCLUSIONES

Las situaciones de comparacion de razones del contexto de “Saltos de las ranas’
—en este caso son también cocientes indicados—, pudieron ser abordadas por
alumnos que, aun sin saber de antemano cémo hacer las comparaciones soli-
citadas, comprendieron la trama de relaciones en juego; propusieron y argumen-
taron respuestas; pudieron reconocer propuestas erroneas gracias a la
retroalimentacién ofrecida por la situacion. Gracias a la socializacion de proce-
dimientos, cada vez mdas alumnos pusieron en juego razonamientos correctos
para comparar razones, lo cual confirma que la situacion implica al conocimien-
to que interesa. Puede decirse entonces que las situaciones, con una gestion
adecuada, funcionaron bien como situaciones adidacticas de la nocion de razén
para alumnos de quinto grado de primara.

La explicitacion de los criterios para hacer las comparaciones fue otro aspec-
to que mejoro notablemente en los alumnos. La formulacion de reglas “para que
gane la rana morada’, permitié, poner en evidencia hipotesis falsas, y también,
dio lugar para discutir interpretaciones incorrectas de la nocion misma de
‘regla valida”.

La verificacion mediante el programa de computadora cumplio bien su papel
de medio que retroalimenta las respuestas de los alumnos, y a la vez, mostrd
sus limites: se puede constatar que algo esta mal (incluso, qué tan mal, qué tan
alejado), pero no por qué esta mal; se pueden verificar casos particulares, pero
un caso particular “‘no hace a una regla” (excepto si es un contraejemplo).

En las situaciones de comparacion, los numeros que corresponden a las
medidas de los diferentes saltos no son enteros. Se confirma el hecho, ya repor-
tado en otros trabajos, de que los alumnos pueden desarrollar razonamientos
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que involucran a dichas medidas sin hacerlas explicitas, mediante las razones
entre numeros naturales —o cocientes indicados— “tantos metros en tantos saltos”.

En lo que respecta a la situacion final de valoracion de una regla producida
en el grupo (‘no importa el recorrido..”), pese a las dificultades debidas a cierta
confusion momentanea de parte de la docente, las discusiones dejaron ver que,
cuando se presentan situaciones que favorecen la elaboracién de conjeturas y
la posibilidad de verificarlas, y cuando se dan condiciones para que los alumnos
expresen sus opiniones, es posible seguir propiciando el desarrollo del razona-
miento légico matematico. Se abona asi a la tesis de que no hace falta separar
el trabajo para favorecer el pensamiento logico del estudio de los contenidos
especificos de matematicas, como se penso en la reforma llamada “de las mate-
maticas modernas” de los anos 60-70 del siglo pasado.

En esta experiencia, como en otras que hicimos entre 1990 y 2010, pusimos
poco énfasis en los momentos de institucionalizacion, en los que correspondia
al docente destacar procedimientos y errores, asi como nombrar y definir algunas
nociones. Los analisis que hemos ido realizando dejan ver la necesidad de
estos momentos.

Por lo anterior, consideramos que, pese a los tropiezos ya identificados, los
alumnos tuvieron condiciones favorables para avanzar en su capacidad de
establecer relaciones entre cantidades en un contexto “que implica a la vez co
variacion de las cantidades e invariancia de razones o productos’” (Lamon, op.cit).

¢Qué sigue? En el estudio del largo recorrido que inicia con la comparacion
intuitiva de razones usando Unicamente numeros naturales, y que culmina con
el uso bien fundamentado de fracciones y decimales en su papel de expresar
razones, si bien hay ya avances importantes —como lo hemos esbozado en la
introduccién—, queda todavia mucho por hacer, incluyendo un trabajo de diseno
y experimentacion de situaciones, y de articulacion entre ellas en proyectos de
largo plazo. Por supuesto, otros ambitos como el del desarrollo curricular y el de
la formacion docente, requieren también lo suyo en el tratamiento de este tema.
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ANEXO 1

Conjunto de trabajos publicados sobre la razén y la fraccion

(n = ba)
(c/retroalimentacién empirica); razones hete-
rogéneas

Aspecto Contextos, tipos de problemas Publicacion
Razones en N Los intercambios (fichas por estampas) Block, 2006b
(multiplo) Problemas de comparacion y de cuarta
42 grado Transicion de “por cada a, b" a “n veces’

Los collares

Problemas de cuarta

(c/retroalimentacién empirica); razones hete-
rogéneas

Reséndiz y Block, 2011

Razones en Ny en Q,
sin explicitar fracciones
52 grado

Saltos de las ranas (saltos-metros).
Problemas de cuarta y de comparacion.
(c/retroalimentacion empirica); razones hete-
rogéneas

Block y Martinez, 1999
Block y Reséndiz, 2006
Articulo actual.

Razones en Q, hacia
las fracciones explicitas
62y 7¢ grados

Tratos (Por cada 3 naranjas les doy 2)
(c/retroalimentacion empirica); razones ho-
mogeéneas

Block, 2003
Block, 2006a
Ramos y Block, 2016

El mejor jugador, la mejor escuela
Razones homogéneas

Sosa y Block, 2019

Fracciones, sin razo-
nes (en clases comu-
nes) 62 grado

Seguimiento de 11 clases comunes en sexto
de primaria

Ramirez y Block, 2009
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ANEXO 2

Distribucion de actividades

a b C d Opcional
A . 1204 20, 4 20, 4 10, 2 x,y | Grupal (40 min)
X, 4 20, x 20,5
B . 1212 28,5 30,8 24,5 Ficha 1, parejas (20 min)
7,5 36,5 30,11 15,8
Confrontacion Ficha 1 (20 min).
A > | Explicitar razonamientos, ej, ‘recorre mas y da menos saltos, entonces.." y
Proponer parejas de datos de manera que gane la rana morada.
B _ 1123 12,3 12,3 12,3 12,3 19 grupal (10 min) y Ficha 2
X, 6 X 9 24, x X 5 Xy parejas. Dos verificaciones. (30 min)
Confrontacion 1. Ficha 2 (30 min)
A _ | Estrategia: conocer el recorrido en un salto: 1, 4
En a, by ¢ se pueden aplicar razones internas.
Confrontacion. 2: ranas adicionales
Bl | - 36,4 36,4 Ficha 3, parejas.
X, 3 XY Una verificacion (15 min)
B2 | = | Confrontacion Ficha 3 (20 min)- Estrategia: conocer el recorrido en un salto
C = | Ficha 4: redactar reglas para comparary para igualar
A = | Ficha 5: Evaluar, probar reglas propuestas
A _|64x 6,436, |64x6 6,4 xy | Ficha 6, parejas.
12 X Una verificacion (40 min)
Confrontacion. Ficha 6 (30 min)
La estrategia de “conocer el tamano de un salto” se vuelve dificil: decimales o fracciones
B = | Hay otra estrategia (para a y b): razon interna;
Para c) es mas dificil: es necesario calcular 4,6 =2,3 6 4, 6 = 24, 36
¢Cudl es la diferencia entre estos casos y los anteriores?: La medida de un paso no es natural.
Ficha 3-B: se reparten los 4
C _ |28 4x |48 8x |40,5x |426x ejercicios en el grupo.
6 5 6 6 Cada pareja hace solo uno (no se

confronta).
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16, 2 85 12,3 4,5 Ficha 7, parejas (40 min)
36,4 20,15 15,5 34

> | Confrontacién Ficha 7 (30 min)

Estrategia 1: calcular el tamano de un salto para cada pareja y comparar

Paraayc

Estrategia: repetir uno de los pares para igualar un término.

B Paraayb

Estrategia 3: es necesario repetir ambos pares para encontrar dos con un término comun.
Paracyd

Tip ¢Podremos encontrar datos para otros recorridos con los que sea mas facil hacer la
comparacion?

u_n

El simbolo “<” indica situaciones de comparacion; el simbolo “=" indica situacio-
nes de cuarta proporcional. Las letras A, B; C indican las distintas actividades de
una misma sesion. Las letras mintsculas (a, b, ¢, d) indican los datos especificos
de la actividad. La leyenda “Opcional” indica una actividad que se planted para
los que terminan muy rapido la tarea.

En el presente articulo Unicamente se analizan las situaciones de comparacion.
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