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RESUMEN.—Este trabajo analiza, en el marco de la Teoria del
Equilibrio General Dinamico, las propiedades financieras de los merca-
dos de activos en una Economia con Incertidumbre y horizonte temporal
infinito. Estas propiedades financieras se obtienen estableciendo la equi-
valencia entre el equilibrio Arrow-Debreu y el equilibrio de Radner. El
equilibrio Arrow-Debreu se caracteriza por una tnica apertura de mer-
cados en el periodo inicial, mientras que en el equilibrio de Radner los
mercados abren y cierran periodo tras periodo. Tras demostrar la equi-
valencia entre ambos equilibrios bajo la hipétesis de mercados completos,
se derivan diferentes expresiones e interpretaciones para los precios de
los activos existentes en la Economia asi como propiedades financieras
del equilibrio. El modelo, planteado para una economia de intercambio,
presenta la ventaja de ser inmediatamente aplicable al caso de produc-
cién.

1. INTRODUCCION

La teoria del equilibrio general walrasiano fue extendida a mar-
cos temporales con incertidumbre por Arrow (1953) y Debreu (1959),
dando origen al concepto de equilibrio general conocido como equili-
brio Arrow-Debreu. Posteriormente, Radner (1968) ampli6 los andlisis
de Arrow y Debreu incorporando elementos informacionales, formu-
lando un nuevo concepto de equilibrio general denominado equilibrio
de Radner. A partir de entonces han aparecido sucesivos estudios
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en la Teoria del Equilibrio General Dindmico en Economias con In-
certidumbre, estando dedicados buena parte de ellos (Abel (1988),
Breeden (1979), Constantinides (1982), Duffie (1992), Kreps y Por-
teus (1978), Lucas (1978), Merton (1973) y Mehra y Prescott (1985))
al andlisis de la formacién de precios de activos.

En este articulo se trata de manera exhaustiva y para una Economia
de Intercambio con Incertidumbre no Estacionaria y Agentes Hetero-
géneos, modelizada en la seccién 2, el nicleo tedrico en la formacion
de los precios de equilibrio de los activos en un horizonte temporal
infinito. Esta base tedrica viene dada por la equivalencia entre el
equilibrio Arrow-Debreu y el equilibrio de Radner, estudiada en la
seccién 3. A partir de esta equivalencia, en la seccién 4 se obtienen
diferentes expresiones e interpretaciones para los precios de los ac-
tivos, derivandose en la seccién 5 diversas propiedades financieras del
equilibrio. Como rasgo interesante, sefialaremos que ninguno de los
resultados depende de supuestos ajenos a los propios del equilibrio
general competitivo, de tal forma que no se requiere de homogeneidad
entre agentes o estacionariedad en la incertidumbre. Por otra parte,
todas las conclusiones y desarrollos son extensibles a una economia
con produccién, por lo cual son sumamente genéricos.

2.  EL MODELO

Nuestro modelo, basado en Lucas (1978) y en Altug y Labadie
(1994, cap.1), es de Equilibrio General Dindmico para una Economia
de Intercambio. Consideraremos que en la Economia existe un nimero
finito I de agentes que viven infinitos periodos, denotados con el
subindice 7,7 = 1,2,...,I. Aunque es sencillo extender el modelo y el
andlisis a una Economia con un nimero finito de bienes, adoptaremos
el supuesto de bien tnico para simplificar la notacién, y los I agentes
de la Economia consumirdn este tnico bien. Ademds supondremos
que estos I agentes toman decisiones de ahorro-desahorro en un cier-
to nimero de activos existentes en la Economia. La Economia es de
Intercambio, con lo cual las ofertas del bien de consumo y de los ac-
tivos se consideran exdgenas. La incertidumbre se introduce a partir
de Procesos de Markov, diferentes para cada uno de los I agentes. En
concreto consideraremos que en cada periodo t,t = 0,1, ..., co, uno de
L sucesos o estados de la naturaleza ocurre, estados de la naturaleza
que cada agente considera gobernados por un particular Proceso de
Markov de Primer Orden, cuyos fundamentos pueden ser consulta-
dos en Stokey y Lucas con Prescott (1989). Al introducir un Proceso
de Markov especifico para cada agente estamos suponiendo que cada
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individuo tiene creencias diferentes acerca de las ocurrencias de los
estados de la naturaleza. Sillamamos [,l = 1,2,...,L a los posibles
estados de la naturaleza y [; al estado de la naturaleza que acontece
en el periodo ¢, tendremos

L=12..,L t=0,1,...00

En cada periodo de tiempo y una vez que un estado de la natu-
raleza ocurre, queda definida una historia o trayectoria de la Economia.
En términos genéricos, llamando s a la historia de la Economia una
vez alcanzado el periodo ¢, tendremos

s = (l0al17127"'>it~]’lt)

Para cada historia o trayectoria s denotaremos con t(s) al periodo
de tiempo para el cual se presenta la historia s,s1,s2,...,sL a los
nudos inmediatamente posteriores, y s — 1 al nudo inmediatamente
anterior. Por ultimo, definimos arbol de sucesos, S, como el conjunto
de todas las posibles historias de la Economia.

Con el fin de simplificar la notacién, a partir de ahora y a lo
largo de todo el articulo consideraremos tres posibles estados de la
naturaleza sin pérdida alguna de generalidad. Gréficamente, si L = 3,
tendremos l; = 1,2,3 parat =0,1,2,...,00 y el arbol de sucesos sera
el representado en el grafico 1. En este arbol de sucesos cada nudo
representa una trayectoria s concreta de la Economia.

Como hemos dicho, consideraremos que las probabilidades subje-
tivas de ocurrencia de estos tres sucesos vienen gobernadas por un
Proceso de Markov de Primer Orden diferente para cada individuo,
con lo cual tendremos I diferentes Procesos de Markov. Por tratarse
de un Proceso de Markov de Primer Orden, para cualquier instante de
tiempo la probabilidad de ocurrencia que cada individuo asigna a un
estado de la naturaleza sélo depende del suceso o estado de la natu-
raleza ocurrido en el periodo inmediatamente anterior. Por lo tanto,
considerando que el nimero de estados de la naturaleza es 3, para
todo periodo de tiempo t = 1,2,...,00 queda definida una matriz,
diferente en los distintos instantes de tiempo y entre agentes

13 it it
1 T2 M3
it _ . . . .
I = 7 7% =i i=1,2,...,1

it it it —
TRy W3 T3 t=1,2,...,00
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Figura 1: Arbol de Sucesos para L = 3
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donde
, i
T = Prly = jlli—1 = K] J,k=1,2,3
t=1,2,...,00
1=1,2,...,1

es la probabilidad subjetiva que el individuo 7 asigna a la ocurrencia
del estado j en el periodo ¢t habiendose presentado el estado k en el
periodo t — 1, verificdndose

w5 >0 G, k=1,2,3

i=1,2,...,1
domih =1 k=1,2,3
=1
t=1,2,...,00
i=1,2,...,1

A partir de esta matriz IT%, llamando 7(s) a la probabilidad de ocu-
rrencia asignada por el individuo 7 a la historia s = (lo, l1,. .., li(s)=1, ly(s))
s € §, esto es a la probabilidad subjetiva de ocurrencia de cualquier
nudo del arbol de sucesos S, tendremos

i2 it(s)

Ioly - - - W[t(s)lt(s)—l CES S

7ri(s) = 7rf11107r

En cada periodo los activos existentes en la Economia proporcio-
nan dividendos, siempre positivos y que consideraremos expresados
en términos del bien de consumo, dividendos que dependeran del ac-
tivo considerado, de la historia previa y del estado de la naturaleza
que acontezca en dicho periodo. Si consideramos que en la Economia
existen NV activos, dado que el nimero de estados de la naturaleza es
3, para cada nudo o historia s € S queda definida una matriz Ds de
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dividendos para el periodo siguiente

dis1 dis2  dis3
dos1 dasa das3
Ds — 7s Ys ’s S e S

LdN,sl dys2 dns3

En esta matriz el nimero de filas se corresponde con el de activos, N,
mientras que el nimero de columnas, 3, hace referencia a los posibles
estados de la naturaleza. De esta forma, d,, s representa el dividendo
que supone el activo n,n = 1,2,..., N si tras la historia s acontece el
estado de la naturaleza [, = 1,2,3. Anélogamente, podemos definir
un vector D} que recoja los dividendos de los N activos una vez que
se ha alcanzado un nudo s del 4rbol de sucesos S. Este vector tendria
la expresién
| ]

dl,s
d2,s

dN,s

L s

donde d, s serdn los dividendos proporcionados por el activo n,n =
1,2,...,N enel nudo s,s € S.

Introducimos a continuacién una hipétesis clave del modelo, la
hipétesis de mercados completos. En virtud de este supuesto, existen
tantos activos como estados de la naturaleza, es decir L = N, y la
matriz de dividendos es no singular para cualquier nudo s € S, con lo
cual garantizamos que cada individuo pueda cubrirse siempre de forma
independiente para todos y cada uno de los estados de la naturaleza
mediante sus decisiones de ahorro-desahorro en los activos. Con esta
hipétesis de mercados completos, nuestra matriz de dividendos Ds
toma la expresion

dl ,81 dl ,52 dl,s3

Ds=| dys1 dos2 dogss seS

d3si d3s2 d3ss
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verificando

dis1 dis2 dis3

IDs| =| dos1 doso dosz |#0 s€S
d3s1 d3s2 d3 3

y los vectores DY seran

DZZ d23 seS

Nuestra Economia es de Intercambio, y por consiguiente considera-
remos que la oferta de los 3 activos es exdgena. En concreto supon-
dremos que los agentes reciben una dotacién de cada activo en cada
periodo de tiempo 67 (s), n=1,2,3 dependiente del nudo s del arbol de
sucesos S en el que se encuentra la Economia.

Cada individuo ¢ = 1,2, . .., I maximiza su funcién de utilidad es-
perada para todas las posibles trayectorias, descontada segiin el factor
:673 € (07 1)

> B (s ()

seS

donde C! es el consumo del individuo i en el nudo s. Finalmente, al
igual que ocurria con los activos, cada uno de los I individuos percibe
en cada periodo de tiempo una dotacién del bien de consumo que de-
pende del nudo o historia s en la que se encuentra la Economia, w(s).

De forma resumida, las hipdtesis bdsicas del modelo son:

Hipotesis 1 En la Economia existen I agentes que viven un numero
infinito de periodos.

Hipétesis 2 Los I agentes consumen un inico bien y ahorran-desahorran
en N activos.

Hipétesis 3 En cada periodo de tiempo uno de L estados de la na-
turaleza sucede, que cada individuo considera gobernados por un par-
ticular Proceso de Markov de Primer Orden.
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Hipétesis 4 Los dividendos de cada activo dependen del estado de la
naturaleza y de la historia previa, esto es, son en principto diferentes
para cada nudo s del drbol de sucesos S. Supondremos ademds que
estos dividendos vienen expresados en términos del bien de consumo,
son no negativos y estdn acotados, de tal forma que dp g > 0, dp o <
dn=12,...,N,l=1,2,...,.L,seS.

Hipdtesis 5 Los mercados son completos, con lo cual el nimero de
estados de la naturaleza L coincide con el nimero de activos N, y
la matriz de dividendos es no singular. En concreto, sin pérdida de
generalidad, consideraremos L = N = 3.

Hipdtesis 6 La Economia es de intercambio:

e En cuanto a los activos, cada uno de los individuos recibe una
cantidad neta de activos en cada periodo dependiente de la his-
toria alcanzada por la Economia, 0:(s),n = 1,2,3. Estas dota-
citones de activos no se pueden consumir hasta que producen sus
dividendos al cabo de un periodo. Siempre supondremos que son
estrictamente positivas y acotadas, esto es, 0 (s) > 0, 6% (s) <8,
n=123,i=1,2,...,1,s€S8S.

e Respecto al bien de consumo, al igual que ocurria con los activos,
cada uno de los individuos recibe una dotacion dependiente de
la trayectoria recorrida por la Economia, w(s), estrictamente
positiva y acotada: w'(s) >0, wi(s) <w,i=1,2,...,I,s€S.

Tendremos por lo tanto que las dotaciones de bien de consumo y de
activos son estrictamente positivas, acotadas y diferentes para cada
individuo y para cada nudo s del drbol de sucesos S.

Hipdétesis 7 Los I agentes mazximizan su funcion de utilidad esper-
ada para todas las posibles trayectorias descontada segin el factor
B€(0,1)

> B () (CY)

seS

donde C! es el consumo del individuo i en el nudo s.

Hipdtesis 8 Para todos los agentes de la Economia, las funciones
de utilidad U;(C?) son continuamente diferenciables, estrictamente
concavas y estrictamente crecientes en C%, verificando

lim U(CL) = oo
Ci—0

i=1,2,...,1

PR
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Hipétesis 9 Las creencias de cualquiera de los I individuos de la
Economia acerca de la ocurrencia de los estados de la naturaleza son
tales que para cada uno de los estados siempre existe una probabilidad
subjetiva minima estrictamente positiva.

Hipoétesis 10 Las decisiones de consumo de los individuos son tales
que para cada individuo existe un consumo minimo estrictamente po-
sitivo, que llamaremos c*.

Las cinco primeras hipétesis han sido explicadas previamente en esta
seccién. El supuesto 6 establece que la Economia es de Intercambio,
estando las ofertas de bien de consumo y de activos determinadas
exdgenamente, siendo en principio diferentes para cada nudo s del
arbol de sucesos S. Las dotaciones de activos juegan un doble papel,
puesto que determinan la oferta total de activos en el nudo en el que
se perciben y también influyen en la oferta total del bien de consumo
en los nudos inmediatamente posteriores, al producir dividendos que
estamos considerando expresados en términos de dicho bien de con-
sumo. KEstamos asimilando nuestros activos a bienes de capital con
oferta fija en cada nudo, que no se consumen mientras son bienes de
capital pero que suponen en el futuro mayores posibilidades de con-
sumo. La hipétesis 8 recoge los supuestos habituales para la funcién
de utilidad, y en cuanto a 9, estamos suponiendo que los agentes creen
que los estados de la naturaleza siempre ocurren con una probabilidad
minima positiva bien definida, sea cual sea la historia de la Economia.
Llamarenios
T,

a la probabilidades minimas de ocurrencia asignadas por el agente ¢ a
los estados 1,2 y 3 respectivamente. Respecto a 10, estamos suponien-
do que el consumo de los individuos estd acotado por debajo por una
constante estrictamente positiva. Esta hipétesis vendria justificada
por el propio modelo suponiendo que los consumidores necesitan de
un consumo minimo de subsistencia: para que el nimero de agentes
sea constante, todos ellos deben de consumir por encima del consumo
de subsistencia.

3. EQUILIBRIOS Y EQUIVALENCIAS

Tras exponer los rasgos generales del Modelo, en esta segunda
seccion estudiaremos el Equilibrio para nuestra Economia de Inter-
cambio con Incertidumbre. Definiremos el Equilibrio Arrow-Debreu
y el equilibrio de Radner (cuyos fundamentos pueden ser consultados
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en Mas-Colell, Whinston y Green (1995), Magill y Shafer (1991) y
Duffie y Sonnenschein (1989)), analizando las caracteristicas que pre-
sentan, y estudiaremos su equivalencia bajo la hipétesis de mercados
completos. Nuestras definiciones de Equilibrio Arrow-Debreu y de
Equilibrio de Radner son una extensién de las existentes en tiempo
finito en Magill y Shafer (1991), en un entorno de completa certidum-
bre en Kehoe (1991) y en una economia con incertidumbre en Radner
(1991), las cuales a su vez estn basadas en las definiciones ya clésicas
de Arrow y Hahn (1971) y Debreu (1959). El referente mas inmediato
se encuentra en Altug y Labadie (1994) y en Mas-Colell, Whinston y
Green (1995).

3.1 El equilibrio Arrow-Debreu

En el equilibrio Arrow-Debreu todos los mercados abren y cierran
exclusivamente en el periodo t = 0. En el periodo inicial ¢ = 0, tanto
para el bien de consumo como para los 3 activos y tanto para el periodo
t = 0 como para los periodos posteriores hasta el infinito, tienen
lugar los acuerdos entre los I individuos acerca de los intercambios y
transacciones a realizar en la Economia.

Exceptuando el periodo t = 0 en el cual tienen lugar intercam-
bios reales en el bien de consumo y en participaciones en los activos,
para el resto de periodos los acuerdos entre individuos suponen la
firma de contratos (contratros Arrow-Debreu o Arrow-Debreu contin-
gent claims) que envuelven futuras entregas del bien de consumo y
futuras participaciones en los activos, a unos precios (precios Arrow-
Debreu) determinados en el periodo ¢ = 0. Estos contratos surten
efecto siempre que un determinado esquema de sucesos ocurra, es de-
cir siempre que la Economfa haya recorrido la trayectoria especificada
en el contrato, y solamente en ese caso. El hecho de que la totalidad
de transacciones de la Economia a lo largo de todo el drbol de suce-
sos S se acuerde en el periodo inicial ¢ = 0, posibilita la aparicién
de cancelaciones de deudas entre individuos en dicho periodo, deudas
que son consecuencia de sus decisiones intertemporales para todo el
arbol de sucesos. Por otra parte, para cada uno de los agentes el valor
actualizado de sus endeudamientos netos en todo el arbol de sucesos
ha de ser nulo, ya que de otra forma existirfan deudas impagadas y
serfan imposibles los acuerdos iniciales. En consecuencia, en el pe-
riodo inicial ¢ = 0 aparece la posibilidad de cancelacién de todas las
operaciones en los 3 activos, y podemos considerar que de hecho en
un equilibrio Arrow-Debreu los mercados de activos son inexistentes:
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los I agentes de la Economia anticipan la compensacién multilateral
de sus operaciones en activos y su endeudamiento neto nulo, y de-
ciden mantener en cartera sus dotaciones de activos, desapareciendo
los mercados de activos y por consiguiente no teniendo sentido hablar
de precios de activos. Adicionalmente, dado que los mercados para
todas las mercancias abren tan sélo en el periodo ¢t = 0, cada uno
de los individuos debe plantearse una \inica restriccién presupuestaria
conjunta para todo su drbol de sucesos. En concreto, si llamamos ps
al precio del bien de consumo en el nudo s y pg al precio del bien
de consumo en el nudo s, | = 1,2,3, la restriccién presupuestaria de
cada agente sera

3 3
Y opsCe <Y pswt(s) + > D 0 (s)Y dnaps  i=1,2,...,1
=1

sES sES seSn=1

que recoge como para el arbol de sucesos S el valor del consumo del
individuo %, Y ;s psC: no puede exceder el valor de sus dotaciones
de bien de consumo Y s psw*(s) més el valor de los rendimientos de

sus dotaciones de activos }_ s 2321 0 (s) 2,321 dp, sPsi-

Definicién 1 (Equilibrio Arrow-Debreu) Llamamos Equilibrio Arrow-

Debreu de la Economia especificada en las hipdtesis 1-10 al conjunto
de sucesiones {Ps}ses, {C }ses,t =1,2,...,1 tales que:

e Dada la sucesion {Ps}ses, las sucesiones {C‘i}seg,z’ =1,2,...,1
solucionan para cada consumidor el problema
max 3 A (s)U4(C?) (1)
Cs sES
s.a. ZpsC” < Zpsw (s) + Z Z 6: (s) Z 5Pt
seS se8S seSn=1 =1
C:>0
1=1,2,...,1

e Se wverifican las condiciones de factibilidad en el mercado del
bien de consumo

ZC’O < Zw’(no) (2)

I 3

1
> Cu< Zwl(sz) + 357 8(5)dn,e

i=1n=1



130 Pedro José Gutiérrez

Figura 2: Célula basica del Arbol de Sucesos

lis)+1 =1
s lis)r1 =2
lt(s)+1 =3
1=1,2,3
seS

3.2 El equilibrio de Radner

En el equilibrio de Radner los mercados abren en todos y cada
uno de los nudos s del drbol de sucesos S. Por lo tanto, mientras
que en un equilibrio Arrow-Debreu la restriccién presupuestaria era
unica para todo el drbol de sucesos puesto que los mercados abrian
tan sélo en el periodo £ = 0, en el equilibrio de Radner existen tantas
restricciones presupuestarias como nudos del drbol de sucesos, ya que
los individuos tienen en cuenta que los mercados abren en cada nudo.
En términos graficos, en un Entorno Arrow-Debreu la restriccién pre-
supuestaria de los individuos hace referencia a la totalidad del arbol
de sucesos S del grifico 1, ya que el problema intertemporal de los
consumidores ha de ser resuelto con una 1inica apertura de los merca-
dos en t = 0, mientras que en un Entorno de Mercados Secuenciales
las restricciones presupuestarias hacen referencia a la célula bésica del
arbol de sucesos (grafico 2) ya que los consumidores incorporan a su
problema de optimizacién intertemporal la apertura de los mercados
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en cada nudo s € §. Llamaremos p; al precio del bien de consumo
en el nudo s, g, s,n = 1,2,3 al precio del activo n en el nudo s,
9;’3_1,71 = 1,2,3 a la cantidad de activo n mantenida en cartera el
nudo anterior hasta el nudo s por el individuo i y 6; ,,n = 1,2,3,
[ = 1,2,3 a la cantidad del activo n a mantener en cartera por el
individuo ¢ desde el nudo s hasta el periodo siguiente.

Con estas definiciones las restricciones presupuestarias de los agentes

seran en cada nudo s € S

3 3 3
psCs + Z Gn,sOn,s < Psw'(s) + Z n,s07,(8) + ps Z 67 s—1n,s

n=1 n=1 n=1

El lado derecho de la desigualdad representa la totalidad de la renta
del individuo 7 en el nudo s. Esta renta est4 constituida por el valor
de su dotacién de consumo pswi(s), por el valor de sus dotaciones de
activos 323 _; qn 502 (s) y por los rendimientos de su cartera inmediata
anterior py Y0 _; };’s_ldn,s. El lado izquierdo recoge el gasto total del
individuo 7 en el nudo s, tanto en el bien de consumo, p,C%, como en
activos 33 _, qn,SHfl’s.

Definicién 2 (Equilibrio de Radner) Llamamos Equilibrio de Rad-
ner de la Economia especificada en las hipétesis 1-10 al conjunto de
sucestones {Ps}ses, {Gns}tses,n = 1,2,3, {Cllses,i = 1,2,...,1,
{Oi’s}seg,n =1,2,3,i=1,2,...,1, tales que:

e Dadas las sucesiones {Ps}ses Y {Gns}ses,n = 1,2,3, las suce-
siones {C}ses,1=1,2,..., 1y {9;,5}365,71 =1,2,3,i=1,2,...,1,
solucionan para cada consumidor el problema

t(s) i U Cz 3
Cmgff:;gﬁz T (s)Ui (C) (3)

3 3 3
s.a. PsCot Y Gnsbh s < Dsw' ()+ D dn,s0(5)+Ps Y O o 16ns
n=1

n=1 n=1
Ci >0
9;,[0 = 9%,[0 = %,lo =0
i=1,2,....1

seS
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e Se verifican las condiciones de factibilidad en el mercado del

bien de consumo |
Z ot < D wi(l) (4)

=1 i=1
1 1 I 3
Z sl)—’rZZH (8)dn,si
i=1 =1 i=1n=1
1=1,2,3
seS

y en los mercados de activos

I I
YOS O(s) n=123 s€S (5)
n=1 n=1

3.3 Relaciones entre entornos

Aunque en principio el equilibrio Arrow-Debreu y el equilibrio
de Radner son diferentes, es posible demostrar la equivalencia entre
ambos a partir de la hip6tesis de mercados completos 5. Precisa-
mente, a continuacién enunciaremos y demostraremos dos teoremas
que garantizan esta equivalencia, basada en las relaciones entre pre-
cios introducidas por Arrow (1953) y desarrolladas por Mas-Colell,
Whinston y Green (1995).

T?Orema 1 53 {ﬁS}SGSJ {q’\n,s}ses; n=1,23, {C\Z}SGS: i=1,2,...,1,
{05 }ses, n=1,2,3,i=1,2,...,1, es un Equilibrio de Radner, ez-
iste {Ps }ses, tal que {Ps}ses y {Ci}ees, i =1,2,...,1 es un Equilibrio
Arrow-Debreu.

Demostracion
Asumimos que se verifican las hip6tesis 1-10, y comenzamos solu-
cionando el problema de los consumidores en el equilibrio de Rad-
ner. Normalizamos cada una de las restricciones presupuestarias di-
vidiéndolas por el precio del bien de consumo para el correspondiente
nudo P,
Qn,s

Gn,s = —=
Ps

n=1,2,3
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Las condiciones de primer orden, necesarias y suficientes por el Teo-
rema de Suficiencia de Kuhn-Tucker son

BT (UH(CE) = (6)
Aydy s+ Negdy oo + Nigdis3 = Nida s (7)
Aoydas1 + Agda g2 + Nigdy 43 = Ao, (8)
Norda,s1 + Nigda 2 + Nigds 53 = Nigs,s 9)

3
wl(s)_*_z n,s— 1dn8+zel S)QHS_C +Zensqns (10)

n=1 n=1

donde A son los multiplicadores de Lagrange. Estas ecuaciones junto
a las condiciones de factibilidad

I I
> CE < S wil) (11)
i=1 i=1

I 3
Z i< Zwl(sl ZZ 62 (8)dn, 51

1=1,2,3

I
Y 6, < Zé:;(s) n=1,23, (12)
=1 i=1

nos determinan el Equilibrio de Radner de la Economia. Dado que
estamos suponiendo que dicho equilibrio existe, el anterior sistema de
ecuaciones 8-12 tiene por hipétesis solucién.

En el problema de los consumidores en un Entorno Arrow-Debreu
las condiciones de primer orden, necesarias y suficientes por el Teore-
ma de Suficiencia de Kuhn-Tucker, son

BT ($U(CE) = 4 (13)
Zﬁscﬁ = Zﬁs + Z 291 (S)Zdnslpsl (14)
sES sES s€S n=1

donde 7y es el multilplicador de Lagrange. Estas ecuaciones junto a la
condicién de factibilidad

I I
> Ci, <> wi(lo) (15)
i=1 i=1
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I 3
ZC;I <Zw’(sl +2292(8 n,sl
1=1n=1
1=1,2,3

nos determinan el Equilibrio Arrow-Debreu de la Economia.

A continuacién demostraremos cémo si se verifican las condiciones
de equilibrio de la Economia en un equilibrio de Radner 6-12, entonces
existen {ps}scs tal que para {Cllses, i = 1,2,...,1 se verlﬁcan las
condiciones 13-15 del equilibrio Arrow-Debreu Supongamos que el
conjunto de condiciones 8-12 se verifican. Supongamos que {Ps}ses,

{q’nS}SES)n—l 2 3 {C }563)7’—1 2 I {ens}SGSa 1 23
i=1,2,...,I,esun Equlhbrlo de Radner Deﬁnlmos {Ps}ses tal que
Do =1 (16)
Z?:l dn,slﬁsl =
= ={ngs
Ds
n=1,2,3
y 4* tal que ‘
Y= Al
Expresando 7-9 y 17 en forma matricial tendremos
_ 173, T S
dis1 disa diss 3 di,s
by I
dos1 doso dyss 2T Qs
Al _
] d3s1 d3e d3s3 11 -:\2"‘ || Bs |
B 1T . ] B ]
dis1 disa dis3 % q1,s
dos1 dosa das3 %Z- = | G2
L d3,sl d3,32 d3,33 ] L %3‘ ] I ‘73,3 ]

En virtud de la hipétesis de mercados completos 5, la matriz

dl,sl d1,32 dl,s3
Ds= | dys1 dos2 doss

d3s1 d3sr d3ss
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es tal que
dl,sl d1,52 d1,33
IDs| = | dos1 das0 dyss | 70
d3s1 d3sn d3 3
con lo cual .
i .
2l = Bl (17)
As Ps
Vo _ Pr2
As  Ds
N _ Psa
As  Ds

Consideremos s € S cualquiera,
s = (lo,l1,l2,- -, lys)—1, ly(s))
Aplicando las ecuaciones 17 recursivamente, obtenemos que Vs € S
A’.LS = ﬁs ;0

Por lo tanto, bajo nuestras definiciones la condicién 6 del Equilibrio
de Radner queda

BT (SYUL(CE) = N = F A, = 4Ps

justamente la condicién de Equilibrio Arrow-Debreu 13.
Por otra parte, multiplicando las condiciones 10 del Equilibrio de
Radner por el correspondiente ps que acabamos de definir, obtenemos

3 3 3
Ps [wl(s) + D Oheadis+ Y Gz(s)qn,s} = psCs +Ps ) Oy n,s

n=1 n=1 n=1

Sumando estas igualdades para todo el 4rbol de sucesos llegamos a

Zﬁsl: 1(3)'*‘291(3)‘1115}'*‘21732 n,5— ldns—zpsc ‘*‘Zpszensqns

SES seS n=1 SES SES n=1

S 5,Cie zps[wz(snzoz(sqm} zps[z za,,sqns

sES se€S SES n=1
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Figura 3: Cancelaciones en cada nudo del rbol de sucesos

Cancelacién
Cancelacion
ﬁsgi,s(jl,s + ﬁsSG%,sdl,sf& + ﬁ3363,3d2,33 + ﬁs39§,sd3,53
+| D052, | + Ps2b jd,s2| + | Ps2bh d2s2| + Ps203 5d3,52
=+ ﬁ39§,353,s ﬁs39§,sd1,s3 + ﬁ339373d2,s3 + ﬁs39§,sd3,s3
Cancelacion

A partir de las definiciones de ps 16 tenemos

3
Dsln,s = Zdn,slﬁsl (18)
=1
n=12,3

Entonces, para cada nudo s del drbol de sucesos S tienen lugar las
cancelaciones representadas en el grafico 3. Esto ocurre para todos
los nudos del 4rbol de sucesos, con lo cual, siguiendo conocidos resul-
tados expuestos p.ej en Apostol (3], cap.9, mediante reordenaciones y
agrupaciones de sumandos siempre posibles obtenemos

3 3
Eﬁs [ 0;,5—1dn,s - Z 9;,3(}"31‘ =0
1 n=1

sES n=

y podemos concluir

3
S 5. - Y. [w%s) s é:xs)qn,s] o

SES SES
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Sustituyendo psGn,s,n = 1,2, 3 segiin las expresiones 18 tendremos

3
S 5:Cl= pewt(s)+ DS OL(5)padns =

SES SES seSn=1

= Z ]3sw )+ Z Z ; n(8) Z dn siPsl

SES seSn=1

justamente la condicién 14 en el Equilibrio Arrow-Debreu de la Economia.
Dado que la condicion de factibilidad en el mercado de bienes de

la definicién de Equilibrio de Radner es idéntica a la condicién de

factibilidad en dicho mercado de la definicién de Equilibrio Arrow-

Debreu, queda demostrado el teorema.

Teorema 2 Si {ps}ses ¥ {Cilses, i = 1,2,...,1 es un Equilibrio
Arrow-Debreu, entonces existen {Ps}ses, {Gn,s}ses, n =1,2,3, {é;iz,s—l}SGSI
n =123 7i=12,...,1I, tales que {Ps}ses, {dns}secs, n = 1,2,3,
{6, _1}ses, n=1,2,3,i=1,2,...,1, y {Cl}ses, i = 1,2,..., es

un Equilibrio de Radner.

Demostracién X

Supongamos que {p}ses y {Ci}ses, ¢ = 1,2,...,I es un Equili-
brio Arrow-Debreu. Este Equilibrio Arrow-Debreu viene determinado
por las condiciones 13-15, necesarias y suficientes por el Teorema de
Suficiencia de Kuhn-Tucker. Definimos {ps }scs, {dn,s}ses, n =1,2,3
a partir de las ecuaciones

o 3 ~
Q_?,_s — (771,3 — Zl:l Ein,slpsl (19)
Ps Ps

n=1,2,3

donde para los dividendos d,, 5, s € S, n = 1,2,3 y para los precios ps,
el subindice sl, I = 1, 2, 3 denota los diferentes nudos inmediatamente
posteriores a s.

Definimos {éfl,s}ses, n=1,2,3,1=1,2,...,1, tales que

I I
b= Y0 (20)

3
ﬁswz(s) + Z qn,sa;(s pscz Z n, 8 ns ps Z n,s— 1dn,s

n=1
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Como veremos a continuacion, los {Bn s }ses asi definidos son unicos y
suponen obviamente el cumplimiento de las condiciones de factibilidad
en los mercados de activos. Las igualdades

3
Psw'(s) + Z qn,sgjt(s) psCl = Z ‘Jns m,s — Ds Z On s—10n,s
n=1

n=1 n=1

definen un conjunto de I — 1 ecuaciones funcionalmente indepen-
dientes, pues apoyandonos en la Optimalidad de Pareto del Equili-
brio Arrow-Debreu, estudiada entre otros por Debreu (1959), Altug
y Labadie (1994) y Duffie (1992), es inmediato comprobar que las
condiciones de factibilidad para el bien de consumo se verifican con
igualdad, esto es

I I
>, = Y wim)
ZC’;, = Z'w (sl) -I—ZZO’ (8)dn,si

i=1n=1
1=1,2,3

Considerando sélo las I — 1 ecuaciones funcionalmente indepen-
dientes, con nuestra definicién

_ dn,s

qn,s = —%
Ps

n=12,3

tenemos
. 3 B N 3 N 3
wi(s) + Y Gn,s03(8) ~Ce = dnslns— D bns—1dns
n=1 n=1 n=1
Multiplicamos estas igualdades por el correspondiente ps obteniendo

3 3 3
ﬁswi(s) + Ps Z 9:1,5_1dn,s + Ps E 0:;(3)(711,3 = ;530§ + Ps Z 9:1,3(711,5

n=1 n=1 n=1

con lo cual

Ds .—ps (3) pszgz(SQns pszens-ld’ns pszonsQns
n=1 n=1
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Introducimos una particién en el drbol de sucesos S con referencia el
nudo $, dividiendo S en dos subdrboles &’ y S” de tal forma que

S” = 4rbol de sucesos con inicio en $

S=5§-98"
verificando

S"US' =S

s"NS =0

particién representada en el grafico 4. Si sumamos para el drbol de
sucesos las anteriores igualdades obtenemos S’

3
Yo 5:Ci = > pewi(s) = 3" 55 Y i (8)Gnys =

seS’ seS’ s€S’'  n=1
3 ) 3 .
~ - i =
=D Bs ) Ohondns— D Bs D O s
ses’ n=1 seS’ n=1

Si consideramos ahora las definiciones dadas de p, y de Gns,m=1,2,3,
seS s ) )
2_i=1 dn,siPst _Gns _ _
~ — =~ — Unss
Ps Ps
n=123

a lo largo del subarbol de sucesos S’ se daran las cancelaciones

3
Zdn,slﬁsl - ﬁs(jn,s =0
=1

n=12,3
sed

representadas en el grafico 3 y consiguientemente llegamos a la expre-
sién s
E ﬁsC; - Z ﬁswi(s) - Z Ds Z gfz(s)@t,s =
seS’ seS’ s€§’  n=l
- [ﬁélai,gdl,él + Ps105 ¢do 61 +ﬁ§19§,§d3,s’lJ
=3y - [;53'2@%,3'(11,52 +ﬁézé§,gd2,§2 +ﬁs’20§,_§d3,s’2]

- [ﬁéaéi,gd1,s’3 + e 4o g3 + ﬁé3é§,gda,s'3]
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Figura 4: Divisién del Arbol de Sucesos
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Por consiguiente, a partir de las I — 1 ecuaciones funcionalmente in-
dependientes hemos obtenido 3(I — 1) ecuaciones con solucién tnica
por la hipdtesis de mercados completos, que junto a las condiciones

ZG Z n(5)

suponen 3/ ecuaciones linealmente independientes en cada nudo que

nos proporcionan solucién Unica en las 37 incégnitas de cada nudo
'}1. s—1-

Como vemos, a partir de las definiciones 20 estamos exigiendo
ademds de la factibilidad en los mercados de activos que la cuantia
de la inversién realizada por los individuos en un nudo ha de ser la
diferencia entre su renta y el valor de su consumo para ese nudo.

Demostraremos ahora que existen {}33}365, {f?ns}ses, n=123

tales que con nuestras definiciones de {#} }.es, n = 1,2,3, i =
1,2,...,1,, las secuencias {Qn,s}seg, n =123 1:7=12,...,1,y
{é;}ses, i = 1,2,...,1 solucionan el problema de los consumido-

res en un Entorno de Mercados Secuenciales dados dichos {ps}ses,
{Qn,s}seSa n= ]-A, 2, 3.
Definimos {Ai}ses,i=1,2,...,I de la forma
X =4"Ps
Con esta definicién, la condicién de primer orden 13 del problema de
los consumidores en un Entorno Arrow-Debreu

B (Ui (C3) = 7P
toma la expresién
Al (U (C) = A,
Adema3s, con nuestras definiciones 19
Ady s+ ;\§2d1,32 + Aigdy o3 — Agus =

3

=4 |Psidi,s1 + Psadi 52 + Psadi sz — Zdl,stﬁsl =0
=1

y analogamente
Naada,s1 + Moda,or + Nigda,s3 — Mido,s = 0

Aiids g + Aods g2 + Xigda g3 — Xigas = 0
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Es inmediato que por la definicién de { s}ses, n = 1,23,
1,2,...,1, se verifican

3
5) + E n,s0n(8) + Z 0 n,s—1An,s = é; + Z ‘In,séiz,s

n=1

Concluyendo, para nuestras definiciones se verifican
BT (UH(CY) = N
Xordy,s1 + Noadh, 52 + Mady s3 = Aidu,s
Nyda g1 + Agdy 52 + Nigda,s3 = Aidos
No1ds,s1 + Nads,s2 + Nigds,s3 = N3,

% 0t _ i —
91,10 - 92,[0 - 03,[0 =0

wi(s) +Ze o 1dm+zez(s)qns—c +Zemqns

esto es, las condiciones necesarias y suficientes de los problemas de
los consumidores en un equilibrio de Radner, y queda demostrado el
teorema.

4. INTERPRETACION DE LOS PRECIOS DE EQUILIBRIO

Comenzaremos estudiando la Relacion Marginal de Sustitucion
de nuestros consumidores. Las funciones de utilidad esperada descon-

tada son . .
> B (s (C)
seS

con lo cual la expresién

Bl (Cy)
Uy 1(CY)

recoge, bajo total certidumbre de ocurrencia del estado de la natu-
raleza [ tras el nudo s, el precio relativo deseado del bien de consumo
en el nudo sl en términos del bien de consumo del nudo s. Si este
precio deseado bajo total certidumbre se pondera por la probabilidad
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de ocurrencia del estado [ tras el nudo s, tendremos el precio relati-
vo deseado bajo incertidumbre del bien de consumo en el nudo sl en
términos del bien de consumo del nudo s, justamente

Bim (sl|s)U;(Cyy)
Ui(C3)

expresién denominada Relacién Marginal de Sustitucién Estocéstica.

Supongamos ahora que la Economia se encuentra en Equilibrio
Arrow-Debreu. Llamamos {p}scs a los precios de Equilibrio Arrow-
Debreu. Por la condicién de primer orden 13 en los problemas de los
consumidores en un entorno Arrow-Debreu tendremos

- B (suC)
ps = 'Y’L

BET i (sh(CE)
,),'L'

ﬁsl =

y por lo tanto
Ps _ Bim'(sls)Ui(Cy)
—= = =S 21
() .
i=1,2,...,1

Por consiguiente, en el Equilibrio Arrow-Debreu el precio relativo de
mercado del bien de consumo en el nudo sl en términos del bien de
consumo en el nudo s coincide con el precio relativo deseado por los
consumidores.

Consideramos a continuacién el Equilibrio de Radner asociado y
los correspondientes precios de Equilibrio, {ps}ses para el bien de
consumo y {gn s}ses, n = 1,2,3 para los activos. Definimos ¢, s como
en secciones anteriores

-

n,s

qn,s = =

S
n=12,3
los cuales verifican

— _ 213:1 dn,slﬁsl
qns = — =
Ps

n=123

Tenemos por lo tanto que en cada nudo s el precio de cada activo viene
dado por el valor de mercado de sus dividendos futuros, siempre en
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términos del bien de consumo del nudo s. Por otra parte, apoyandonos
en la igualdad 21

Xy dnsisl _ BiXi m(sUs)U(Cl) st _

T TS UiCY)
—E ﬁiuz((cil)dn,sl
| U
n=1,2,3

con lo cual, en términos del bien de consumo en el nudo s, el precio
de cada activo es el valor esperado deseado por el consumidor de sus
dividendos futuros. Consideremos ahora un nudo cualquiera s del
arbol de sucesos S, y supongamos que tras el nudo s el estado de la
naturaleza [ = 1 ocurre con total certidumbre. A partir de

Gns = E [ﬁiu;{;iég;in,sl:l
n=12,3
tendremos, considerando la total certidumbre de l =1 tras s
__ BU(CH )
R 7 ()
n=1,2,3

Los dividendos de los activos en el nudo sl y sus precios en términos
reales en el nudo s Gns, n = 1,2,3 definen de manera implicita los
tipos de interés real para cada activo bajo total certidumbre del nudo
s1, que llamaremos 7, 51 y que vienen dados por las ecuaciones

dn s1
1+ Tnsl = —

n,s

n=123

A partir de .
_ — ﬂiu{(cgl)dn,sl
e T THCy
n=123
obtenemos )
_ BU(Cey)(1 +Tn1)
- U(Ci)

1
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n=123
con lo cual .
1 — IBiuz{(C;l)
l+raa  U(CY)
n=1,2,3
El primer miembro de la ecuacién anterior
1
1+ Tn,s1
n=123

es el factor de descuento entre el nudo s y el nudo s1 bajo total cer-
tidumbre del estado 1 tras el nudo s, igual entre los activos, y si no
consideramos incertidumbre o bien todos los individuos presentan las
mismas creencias también igual entre agentes. Si incorporamos la
incertidumbre y dicho factor de descuento se pondera por las proba-
bilidades subjetivas de ocurrencia del estado 1 tras el nudo s, 7'(s1|s)

obtenemos , ,
_ B (s1sUl(Ch)
1+70a U(C3)
n=1,2,3

denominado factor de descuento estocastico individual entre el nudo
s1 y el nudo s, y estudiado entre otros por Cochrane y Hansen (1992).
Sabemos que se verifica la ecuacién 21 y por lo tanto

Ps1 _ Bim'(s1s)Ui(Ch) _ mi(sl]s)
Ps U(C3) L4770

7¢(s1]s)

n=123

con lo cual en el Equilibrio Arrow-Debreu el precio relativo del bien
de consumo en el nudo sl respecto al bien de consumo del nudo s es
el factor de descuento estocéastico para dichos nudos.

Generalizando los razonamientos para cualquier nudo del arbol de
sucesos y para cualquier estado de la naturaleza, podemos concluir

Pst _ Bim(sl|s)Ui(Cq) _ 7' (sl]s)
Ps U(Cs) 1477

n,sl

n=12,3
1=1,2,3
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esto es, en el Equilibrio Arrow-Debreu el precio relativo del bien de
consumo en el nudo sl respecto al bien de consumo del nudo s es el
factor de descuento estocastico individual para dichos nudos.

Supongamos ahora un nudo cualquiera del arbol de sucesos s =
(70,71, - - -, My(s)—1, M(s))- Normalizamos los precios de equilibrio Arrow-
Debreu {j}scs considerando pp, = 1. Como acabamos de determinar
se verificard

Prom _ (771|770)u,(07;0m)
Pro Ui(C,)
ﬁno?}mz — (,,72‘771770)1/{( 1701)17]2)
Prom Ui(Coom:)

Priomgey BT (i) 70 - Ths) DU(Chy nsy)
U (Ct )

70-7Mt(s)—1

]3n0~~'nt(s)—1
y dado que p,, = 1 obtenemos
Ps = 7 (mlmo)7 (melmno) - - - % (Mysylmo - - - Msy—1)
’611’{,( ﬂom) ﬁzul( nomnz) ﬁ,U’( 70.. m(s))
Z/{{(Cfm) u’(cfrom) ul(cflzo Me(s)— 1)
1 1 1

¥
14T Me(s)

= m'(s)

1 ) o
I+ T'n s 1 + 7”7770771712
seS

lo que permite interpretar los precios de equilibrio Arrow-Debreu como
los factores de descuento estocdsticos individuales.

La consideracién del factor de descuento estocastico permite una
nueva interpretacion de los precios de los activos en términos reales
Gn,s- Sabemos que

Pst _ wi(sl|s)

Ds 1+7'n,sl
n=123
1=1,2,3

con lo cual

— _ Z?:] dn,slﬁsl _
ns = ———=— —
Ps
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3
zg (stls) 1+7

n=1273

dnsl
148

n,sl n,sl

esto es, en cada nudo s el precio de cada activo en términos reales es el
valor esperado descontado subjetivamente de sus dividendos futuros.

5. PROPIEDADES FINANCIERAS DEL EQUILIBRIO

En la seccién 3 vimos cémo un Equilibrio Arrow-Debreu puede ser
interpretado como un Equilibrio de Radner y viceversa. Apoyéndonos
en esta equivalencia analizaremos a continuacién diversas propiedades
del Equilibrio de la Economia, propiedades derivadas directamente de
los Teoremas anteriores 1 y 2. Es de advertir que admitiremos la
existencia de los equilibrios y que por tanto no analizaremos los re-
quisitos que ésto conlleva. En concreto, los trabajos existentes estable-
cen como condicion suficiente para la existencia del equilibrio Arrow-
Debreu un valor finito de las dotaciones de los consumidores, y para
la existencia del equilibrio de Radner la imposibilidad de esquemas de
Ponzi y la condicién de transversalidad. Como hemos dicho, no es-
tudiaremos la suficiencia de estas condiciones, pero si demostraremos
su necesariedad, completando los estudios existentes, entre los que
citaremos los trabajos de Magill y Quinzii (1994) y de Herndndez y
Santos (1996). Todas estas propiedades financieras son por lo tan-
to condiciones necesarias de la existencia de los equilibrios Arrow-
Debreu y de Radner bajo mercados completos. Especificamente, ob-
tendremos cémo el valor actual de la renta de los consumidores es
finito, concluiremos el valor actual nulo de la inversién a medida que
transcurre el tiempo y la acotacién del ahorro/desahorro en los ac-
tivos, y demostaremos la inexistencia de posibilidades de arbitraje y
de esquemas de endeudamiento progresivo.

Proposicion 1 El valor actual esperado de la renta de los consumi-
dores estd acotado.

Demostracion

Dada la naturaleza de los precios Arrow-Debreu, debemos demostrar
que en un equilibrio Arrow-Debreu el valor de la dotacién de los in-
dividuos estad acotado, esto es, que existe A, A > 0, tal que

S pawi(s) + 3 Z gi (s) zdn Sy < A

SES seS n=1
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Con nuestra definiciones de p; se verifica
Hs) . L s
BT (U(CY) = X, = sy = 4P
Despejando ps; obtenemos

B ()l (C)

lo

Multiplicando la ecuacién anterior por el correspondiente C; tenemos

5.0 = BT EOUCHC,
Ao

Llamamos

B = max{f;}

A = miin{j\fo}
C= miin{Q}
U'(C) = max{il(C)
W = I + 3dI6

donde hemos aplicado las hipédtesis 7, 8 y 10. Con estas definiciones

() /(CE

Definiendo o
uCyw

K= =
Al

0

llegamos a .
psC; < KP'(s)

con lo cual

S p.Ci< K> Bs)

seS SES
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Como 3 € (0,1),

S hCi < K Y 4s)

seS SES ‘B

y concluimos que Y5 §sC: es finito. Dado que como hemos demostra-
do se verifica 14

3 3
Z@@ = Zﬁswi(s) + Z Z 9_;(8) Zdn,slﬁsl
=1

seS sES seSn=1
obtenemos que bajo nuestras hipétesis y definiciones 34

K

A:m

>0

tal que

> pawi(s)+ Y Ze’ (s) Zdnsmsl <A

SES s€S n=1

Proposicién 2 (Condicién de Transversalidad) El valor actual
esperado del ahorro/desahorro es, en el limite, nulo.

Demostracién
Como vimos anteriormente, siguiendo la notacién adoptada en el
teorema 2 y considerando la misma particién del 4rbol de sucesos,

3
D BsCh = Y Bswi(s) = D s Y Gi(s)
ses’ s€s’ s€§’  n=l1
- [ﬁélé’i,gdl,él + P10} .51 "‘ﬁs’léé,éd&s'l}
=9 - [ﬁs‘zéi,gdl,éz +ﬁé2é§,s’d2,s’2 +ﬁé2é§,_§d3,s’2]
- [ﬁéaéi,gdl,éa + ﬁs'3é§, sda g3+ 133'395’;,3'(13,3'3]
donde el lado derecho recoge el valor actual del ahorro/desahorro del

individuo.
Podemos considerar sin pérdida de generalidad que

3
z i)sé; - Z ﬁswi(s) - Z p Z (S)Qns =

seS’ s€S’ s€S'  n=1
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- [f’s'léli,s'dl,s'l + P10} oda 51 +ﬁ51é§,gd3,é1]
Tormamos limites en la ecuacién anterior cuando
t(8) — o0
Para el miembro izquierdo

lim | 5,C1 = Y pawi(s) — > Z 0:,(8)Gn,s | =

Hs)—oo seS’! ses&’ ses8’ n=1

= Zﬁsé; - Zﬁswi(s Zps Z 91 8)n,s =

seS s€S se€§ n=l1
Ny . 3. d b
= Zﬁscg - Zﬁswl(s Zps Z 91 Z —n’.s.lpd =
SES sES seS n=1 =1 Ps
3 3
= 5:Ci = D Fow'(s) = DD Oi(s) D dnsPet =0
s€S seS seSn=1 =1

dado que se verifica la condicién de primer orden 14 del problema de
los consumidores en el Entorno Arrow-Debreu. Por lo tanto

lim [ﬁﬂéi,gdl,s’l + 510} ¢da 51 +ﬁé1é§,gd3,s’1] =0

1(§)—o0

Como hemos visto, el limite anterior es independiente del nudo § con-
siderado, y por lo tanto

lim [ﬁslt’)i,gdl,él + ps165 ¢da a1 +ﬁ519§,éd3,él] -

1($)—00

lim [135'2971,§d1,é2 + Psaby 52 s2 +]53'29§,gd3,s'2] =

t(8)—o0
lim [ﬁéséi,gdl,és + psabl oda g3 + Ps3l §d3,é3] =0
1(§)—o0 ’ ’

Con las definiciones hechas en 19

D503 5@ + PeD Qo5 + Psb5 43,5 =

3 3
Pab sdi g1+ Pabs sdos + Y Paibs sd3s =
=1 I=1

]
Ipe
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3 3 3
=Ps1 Y O sdnsr +Ps2 Y O qdnso+Ps3 Y 0% sdnss

n=1 n=1 n=1

y tomando limites cuando

t($) — o0

w7 zé:;,s,qn,é _

t(§)—oo
= hm Z;Dsl ZHnsdns =0

Por la condicién de primer orden 13 en el problema de los consumi-
dores en un Entorno Arrow-Debreu tenemos

B (8 (Cl)
72

pi=?

y consiguientemente

hm ps Z 9n sq‘ns =

t($)—o0
BT OUCH S
= 1 O AR 0 Gns=0
t(s)lToo At g n,$q
Aplicando ¢, s = 13 ,2,3, como ¥ >0,i=1,2,... 1,
llegamos a
t(s ’ i,s
NP 0.4t | AP | I I
t(s;-—-voo P q1,s 42,5 Q3 92,5 =
03,

i=1,2,...,1

precisamente la condicién de transversalidad, y queda demostrada la
proposicién.

Proposiciéon 3 (Inexistencia de Esquemas de Ponzi) Fn el Equi-
librio de la Economia quedan fuera Esquemas de endeudamiento pro-
gresivo en términos reales para alguna constante B, B > 0.
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Demostracién

Comenzamos suponiendo que existe un Equilibrio de la Economia,
equilibrio que en virtud de los anteriores teoremas 1 y 2 puede ser
interpretado tanto como Equilibrio Arrow-Debreu como de Radner.
El endeudamiento en términos reales contraido por un individuo 7 en
un nudo s en el que tomé las decisiones financieras Hn s n =123,
[ =1,2,3, viene representado por las expresiones

1,501,51 + 03 odo 51 + 05 od3 51

ei,sdl,SQ + 9%,5d2,52 + 93,3d3,32
01,5d1,53 + 03 5d2,53 + 63 ;d3,63

expresiones que recogerian en términos reales los totales a percibir o
a entregar en los respectivos nudos sl, I = 1,2,3 como consecuencia
de sus decisiones de ahorro-desahorro.

Si al igual que hicimos en el teorema 2 dividimos el arbol de suce-
sos S en dos subédrboles &' y §”con referencia el nudo §, particién
representada en el grafico 4, tendremos

3
Z psCs — Z psw'(s) — Z Ps Z 7(8)Gns =
seS! s€S! s€S’  n=1
- [ﬁs’lgigdl,él +Pabs 2.1 +I3s:19§,gd3,s'1]
i [ﬁs’Qéis’dl,éQ + Psafl oo 52 +ﬁé2é§,gd3,é2]
- [ﬁé3éi,gd1,s‘3 + 25539%,3@2,53 + ﬁé3é§,gd3,s'3]
Sin pérdida de generalidad podemos considerar

3
Y BsCy = D Bswi(s) = D Bs Y 03(8)Tnys =
seS’ €S’ se€S’ n=1
- [ﬁéléis’dl,s’l +I33'19§,gd2,s:1 +ﬁélé§,gd3,51]
Dado que

Y 550y = " pswi(s) — Y Bs Z 0r,(5)an,s =

seS SES seS n=1

=" 5CL— D pawi(s) - Zpsze 8)Gn.s+

s€S’! seS! seS§’  n=1
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+Zﬁsé;“zﬁsw Zpszg (Inszo

seS” seS’" seS" n=1

obtenemos
ZﬁsCE—Zﬁswl Zpsza (]ns:
SES” SGS" 6GS” 7]«_

= [ﬁs’léi,s’dl,él + ﬁs’lég,gdzél + ﬁs'léé,gds,s'l]

con lo cual

[153'19{,5'611,51 + P10 oo 51 + ﬁéléé,gda,sn} >

> = Zﬁs'wi(s)_ Z pszg (S Qn.s:

seS” seS" n=1
== Z ﬁswi(s) - Z Z 9121(5) Zdn,slﬁsl
ses” s€S" n=1 =1

Aplicando las hipétesis 4 y 6 llegamos a

[ﬁﬂ 01,sd1,s1 + P15 4o 51 + ﬁs'19§,gd3,s‘1] >

3 I 3
>—Zpszw(s ZZZ_:L )Zdn,slﬁsl>

se8"”  i=1 s€S" n=11i=1 =1
3 I 3
S S RS 35 p 3 3L N
seS” i=1 seS”" n=11i=1 I[=1
:_Iwzps Jg—Zﬁsl
seS" seS"

Por la condicién de primer orden 13 sabemos

A OZ4(eH)

,) = ﬁs
B (Cl)
71' = Ps1

Dado que las probabilidades de cada nudo s vienen dadas por un
proceso de Markov de Primer Orden tendremos

7t (s) = ' (§)7*(s|$)
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yaquese S’y _ , .
(§1) = 7wt (8)m* (1]$)

Por lo tanto . W1l ..

ps _ B O ri(sls4(CE)

Ps1 mi (1)U (C%)
Consideramos

B = max{B;}

A partir de la hipétesis 10 definimos
C= miin{Qi}
U'(C) = max{U/(C)}
A partir de las condiciones de factibilidad tendremos
W = Iw + 3dI0
U' (W) = min{U(W)}

Aplicando la hipétesis 9 definimos

[1=1,2,3
Definimos la constante Ky
u'Qe)
Ky= ———
"7 nU(W)B;
con lo cual )= [(61+1] g N
B _ FOMO sl C)

Pa m(UUCE)
< [{O(gﬁ)t(S)—t(é) < Ko(ﬂ,/.—r)t(s)—t(é)

Por lo tanto _
ngsu Ds < Ky Z (ﬁf)t(‘s)_t(é) —
Ps1 sES!

Ky
==

3
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Con los mismos razonamientos

Ba _ O ImiGstla () _

Ps1 mi(1|$UL(CE) -

< KoBim(Bm)He)—9

con lo cual

Seesr P _ - B Owi(stlaug(Ch) _
Ps1 se8! 714(1'3’)”1/(0;1)

< Kofm Y (B <
seS”

, 1
< Kof Y (B7)97HE) = Kopr
ses! 1- ﬂf

Habiamos obtenido
[ﬁﬂéi,s’dl,s'l + P sdo g1 + ﬁs’lég,gd&s’l] >

>—Iw Y ps—3dI0 Y py
ses” seS”
esto es N N N
[91,3'611,3'1 + 65 sda 1 + Qé,gds,ﬂ] >

>-10 Y 2 _3qrg 3 P2

seS" Ps1 ses” Ps1
A partir de nuestras acotaciones en g ;% yeny scsn 1% llegamos
a
[ei,s'dl,s'l + 05 sy g1 + 03 e 1| >
Ky . 1
> —Iw — 3IdOK
Y1 pr =
LLamando K 1
_ Ko T
B=1I 3IdAK,
1—Gr + 0BT — I
obtenemos

[éi,gdl,él + é‘é)éd?,él + é:g,gd&él] > —-B

donde B > 0, y por lo tanto queda demostrada la proposicidn: si existe
Equilibrio de la Economia, quedan fuera esquemas de endeudamiento
progresivo en términos reales para alguna constante B positiva.
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Proposicién 4 En el equilibrio de la Economia, para cualquier indi-
viduo y para cualquier activo, tanto la inversién como la desinversion
estan acotadas.

Demostracion
Hemos visto cdmo se verificaba

3
Z ISSC; - Z ﬁswl(s) - Z Ps Z ;Lz(s)q—n,s =
seS" seS" s€8”  n=1
= [ﬁ§19i,gd1,s’1 + P gda 51 +I5519§,gd3,s'1]
i=1,2,...,1

Entonces

[ﬁélgi,s'ah,s'l + P13 sdo g1 + 15519§,gd3,s'1] <

<> p:Ci
SES”
1=1,2,...,1
Sumando para todos los individuos en el lado derecho de la desigual-

dad tenemos
[ﬁéﬁi,gdl,g] + Path ¢do.s1 +I3é19§,gd3,é1] <
I A
<D 53 G
se€8"” i=1

Por las condiciones de factibilidad y la hipdtesis 6 sabemos que
I ~ - — P
> Ci < I'v + 3dI6
i=1

Asimismo, como demostramos en la proposicion 3 y siguiendo las mis-
mas definiciones dadas alli

Zs%S" Ds < KO Z (ﬁpﬁ)t(s)—t(é) —
Ps1 seSY

Ko
1_

3
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Ky constante positiva, y por lo tanto
[éi,édl,él + 0 ¢dy 1 + ég,édS,s‘l] <

Ky

< T [Io +3JI§]
1=1,2,...,1
Por lo tanto, llamando
Ky S
= 1w d
C e [Tw + 3d18]
concluimos
C > [éis’dl,s’l + éé,s»dg’gl + ég’édg’gl} > —B (22)
1=12...,1

Por consiguiente, para cualquier nudo § del 4rbol de sucesos en el cual
se tomaron las decisiones de inversion-desinversion g, n =123,
llamando A%, | = 1,2,3 a los resultados en los nudos subsiguientes
de tales decisiones queda planteado el sistema,

Ol sthss +05 a1 +05ds g = AL
0152 + 05 doso+ 05 ds s = Al

061,53 + 0 sdag3 + 05 da 3 = Aig

donde €%, ., n = 1,2, 3 son soluciones. Con nuestra hipétesis de mer-

cados completos, dado que tanto Ai’l comod,¢,n=1,2,31=1,2,3
estan acotados arriba y abajo, es inmediato aplicar Cramer y com-
probar que existen dos constantes positivas M y N tales que

M>6.;>-N

i=1,2,....1T

para cualquier nudo § en S. Tendriamos por lo tanto que en equi-
librio, las inversiones-desinversiones en cualquiera de los tres activos
y en cualquier nudo del 4rbol de sucesos estin acotadas, y queda
demostrada la proposicién.
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Proposicion 5 En el Equilibrio de la Economia quedan fuera opor-
tunidades de arbitraje.

Demostracién
Comenzaremos definiendo arbitraje. Llamamos arbitraje en un
nudo s a una cartera (6} ,, 65 ., 65 ) tal que:

e Supone endeudamiento real neto o nulo en el nudo s, conllevan-
do en los nudos sl, | = 1,2,3 beneficios en términos reales no
negativos y no nulos en algun sl, [ = 1,1, 3, esto es

‘71,3
o, 6 B | | ma | <0

q3,s

dis1 dis2 dis3
[ 7i,s é,s 95,3} d2,51 d2,32 d?,s3 >0
d3,sl d3,32 d'3,s3

e Supone endeudamiento real neto en el nudo s, conllevando en
el nudo sl, [ = 1,2, 3 beneficios no negativos en términos reales,

esto es
qi,s
ERC NI
d3,s
y

dl,sl dl,s2 dl,s3
[ s O 3,5] das1 dasy doss | 20
d3s1 d3sa d3ss

En nuestra notacién vectorial > significa no negativo, mientras que
> significa no negativo y no nulo, pero no necesariamente positivo
en todas sus coordenadas, algo que denota >>. Como vemos, la
idea bdsica de nuestra definicién de arbitraje (Ross (1978), Altug y



Propiedades Financieras de los Mercados de ... 159

Labadie (1994) y Duffie (1992)) es la posibilidad de obtener beneficios,
esto es mayores posibilidades de consumo, vendiendo determinados
activos y comprando otros por el mismo o inferior valor. Supongamos
que existe Equilibrio de la Economia, bien Arrow-Debreu o bien de
Radner. Por los Teoremas 1 y 2, dado un Equilibrio Arrow-Debreu
existe un Equilibrio de Radner asociado y viceversa. Consideremos
que {Ps}ses son los precios de Equilibrio Arrow-Debreu, siendo los
precios asociados del Equilibrio de Radner

q’\l,s =Gy = Z?:l dl,slﬁsl
Ps ’s Ds

~ 3 ~

q2,s = (o = Zl:l d?,slpsl
Ps ° Ps

QS,s ~ Z?:l d3,slﬁsl
— =Q3s—=— 7
Ps Ps

o en forma matricial

dis1 dis2 diss el qQu,s
das1 dos2 d2.s3 B2 | =1| g,
d3s1 d3s2 dsss k2 33,5

Sea cualquier cartera (65,05 ,,63;) que supone endeudamiento
real neto o nulo en el nudo s, esto es
q_l,s
; i i ~
[ 7i,s 2,s 93,3 q2,s < 0
‘73,3
Supongamos que esta cartera conlleva beneficios en términos reales
no negativos y no nulos en algin nudo sl, [ =1,2,3, es decir
dl,sl dl,s? dl,s3
i,s z2,s 95,3 d?,sl d2,32 d2,33 >0

d3s1 d3sz d3s3
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Entonces
di,510} ; + dos165 5 + ds 5165 ¢
di 28 , + o520} , + d3 265, | >0
d1,s30% ¢ + da 5365  + d3, 5305

y por consiguiente

dl,sle'i,s + d2,3195,s + d31510§,s

l: 1;% % %ési ] d1,3291i,s + d2,320§,3 + d3,329§75 >0

d1,5301 s + d2,s305 s + d3,5303

puesto que p; € Ry, s € S. Transformamos la expresién anterior

dl,sl 9%,3 + d2,s10§,s + d3,8101i3,s

% ] dl,s291i,s + d2,s29§,s + d3,329§,8 o

| —
R

dl,sSQi,s + d2,830%,s + d3,539§,s ]

dl,sl dl,s? d1,33 %
=[ i, 6, 9%,3] dos1 das2 dos3 %Tz -
d3,sl d3,32 d3,33 %} i
Q1,5
Lo, o, 6.]] 8| >0
q’j,s

llegando a una contradiccién, siendo por lo tanto imposible conjunta-

mente

l: zi,s 05,3 ;'ii,s:l 62,3 SO
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y
dl,sl dl,s? d1,53
[i,s 5. é,s] das1 daso dosz | >0

d3s1 d3sa d3ss

seS

De manera andloga, sea una cartera (0: 5 % 5, 0% ) que supone endeu-
damiento real neto en el nudo s

171,3
[ i,s 03,5 9%,5 :l q?,s <0
q3,s
Supongamos que esta cartera conlleva en los nudos sl, 1 =1,2,3

beneficios reales no negativos, esto es

dis1 disy dis3
s 03s 05, 1| das1 daso dogz | 20

d3s1 d3sa d3s3

Entonces
d1,s10; ; + dy51605 s + d3 5165
d1,5203 s + da 5205 , + d3 5205, | 20
di,s30} ; + d2, 5305 , + d3,5305

¥y por consiguiente

1,610} s + d 5165 , + ds 5165
[ 5 8 ]| bty ot o, | 20

dl,sSGi,s + d2,3303,s + d3,339§,s
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puesto que p; € Ry, s € S. Transformamos la expresién anterior

1516 5 + d2,165 ; + d3, 105
(o0 22 8 ]| duatt, + duath, + doath, | =

dy,5301 5 + da,s305 5 + d3 5365

dl,sl dl,s2 d1,53 %
=[9§,s 5 s 9%,3] das1 dosa dagss I;_Q -
d3,sl d3,s2 d3,33 %_
qi,s
:[ Y eg,s} Qs | 20
qS,s

llegando a una contradiccién, siendo por lo tanto imposible conjunta-
mente

‘Il,s
|0, o, 8, || 2. | <0

573,5

dis1 disa dis3
[ {,s %,s 9123,3} d2,sl d?,s? (12,33 20
d3,sl d3,32 d3,53

ses

Queda demostrada por tanto la proposicién: si existe equilibrio de la
Fconomia estian agotadas todas las posibilidades de arbitraje.

6. CONCLUSIONES

Partiendo de modelos bésicos con activos de Equilibrio General
Dindmico con Incertidumbre (Arrow (1953), Lucas (1978), Altug y



Propiedades Financieras de los Mercados de ... 163

Labadie (1994)) hemos construido uno més amplio cuyos rasgos pri-
mordiales son la extension de la hip6tesis de mercados completos con-
siderando una matriz de dividendos genérica, la heterogeneidad entre
agentes, la no estacionariedad en la incertidumbre y la asimilacién
entre activos y bienes de capital, que permite manteniéndonos en el
marco de una Economia de Intercambio ampliar los resultados al ca-
so de produccién. La equivalencia entre los equilibrios Arrow-Debreu
y de Radner (Arrow (1953), Mas-Colell, Whinston y Green (1995),
Altug y Labadie (1994), Duffie (1992)) nos ha permitido obtener dife-
rentes expresiones para los precios de los activos, quedando patentes
su cardcter estocastico y su independencia respecto de las ofertas. En
efecto, los precios de los activos son tinicamente determinados por sus
dividendos futuros esperados previamente descontados segun factores
de descuento individuales, de tal forma que en equilibrio los precios
de los activos coinciden con el valor de mercado de sus dividendos
futuros. La equivalencia entre entornos posibilita también la obten-
cién de propiedades financieras en el equilibrio. Asi, el Equilibrio de
la Economia supone la inexistencia de arbitraje (Ross (1978), Duffie
(1992), Altug y Labadie (1995), la imposibilidad de endeudamientos
progresivos y limites al ahorro/desahorro en los activos para todos los
individuos. Por lo tanto, junto a la suficiencia de estas condiciones
para la existencia del equilibrio, hemos concluido su necesariedad, en
un modelo facilmente extensible al caso de produccién.
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