OPTIMIZACION MULTICRITERIO
EN EL CONTEXTO DE
LA PROGRAMACION MATEMATICA

Ramon Ferndndez Lechon
M? Dolores Soto Torres
Juan José Garcilldn Garcia

RESUMEN. — A partir de los afios 70 se han publicado numerosos articu-
los sobre optimizacién multicriterio. Nosotros, en este trabajo, presentamos un
modelo general de programacién multiobjetivo y, puesto que el concepto de so-
lucién éptima puede no existir en estos problemas, damos distintas definiciones
de soluciones eficientes, que son las que hay que tratar de encontrar al resolver
dichos programas.

Caracterizamos dichas soluciones mediante condiciones necesarias en pro-
gramacion diferenciable, que seran también suficientes para programas conve-
xos. En programacién no diferenciable, y a partir del concepto de punto de silla,
establecemos condiciones suficientes de eficiencia. El planteamiento del proble-
ma dual de un programa multiobjetivo nos permite también establecer relacio-
nes entre las soluciones eficientes de ambos programas. Finalmente planteamos
algunos modelos econdmicos de aplicacién de dichas técnicas.

1. Introduccién

Una gran mayoria de los problemas que se plantean en las empresas se redu-
cen, en ultima instancia, a la obtencién de unos determinados objetivos. Estos
objetivos vienen determinados por medio de relaciones o funciones que ligan dis-
tintas variables; si el objetivo es unico el problema se resuelve con cierta facili-
dad, pero el problema se complica mas cuando la funcién objetivo no es tinica.
Los problemas complejos incluyen distintos objetivos que no pueden reducirse
a un objetivo unico. En esta multiplicidad de objetivos se presentan en general
objetivos heterogéneos que no son comparables ya que no pueden reducirse a una
misma unidad de evaluacion, y ademads a veces surge el problema de la posible
conflictividad entre unos y otros.
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Ahora bien, esta pluralidad de objetivos no ha de confundirse con la plurali-
dad de decisores. Nosotros nos vamos a referir a problemas de programacién mul-
tiobjetivo, con un dnico decisor, desde el punto de vista de la programacion ma-
tematica, y no desde la metodologia de la teoria de juegos, que analizaria el pro-
blema de la pluralidad de decisores.

Asi pues, la programacién multiobjetivo es una parte de la programacion ma-
tematica, y puesto que son innumerables sus aplicaciones en diversos campos de
toma de decisiones en el mundo real, se puede considerar hoy como un instru-
mento fundamental en el ambito econémico y empresarial.

Aunque la incorporacion y desarrolio de dichas técnicas es reciente no se puede
hablar, como ocurre en cualquier drea de conocimiento, de una fecha exacta. Sin
embargo, si puede afirmarse que es en la década de los sesenta cuando comienzan a
aparecer diversos trabajos sobre programacion multiobjetivo, alcanzando en la
década siguiente un verdadero auge con la publicacion de numerosos articulos
y libros sobre el tema. Aun siendo su incorporacidn reciente, la programacion
multiobjetivo ha alcanzado una entidad propia utilizando conceptos nuevos con
un significado caracteristico.

Uno de los conceptos claves en programacion multiobjetivo es el concepto
de «Optimo de Pareto» que, aunque conocido y utilizado en la ciencia econdmi-
ca, comienza a aplicarse en el area de la Investigacion Operativa a partir de 1951
como consecuencia de un trabajo de Koopmans. En ese mismo afio Kuhn y Tucker
publican un trabajo que puede considerarse que abrid el camino para posteriores
desarrollos de la programaciéon multiobjetivo.

A pesar de estas aportaciones y de las de Charnes y Cooper en 1961 propo-
niendo el método de programacion por objetivos (goal programming) basado en
la nocion de distancia, que ird adquiriendo gran importancia, la programacion
multiobjetivo no fue considerada como una especialidad diferenciada hasta 1972,
afio en que se celebra una conferencia en Carolina del Sur. Es a partir de ese mo-
mento cuando comienzan a realizarse reuniones internacionales y se multiplican
los trabajos y publicaciones sobre el tema en diversos campos cientificos como
la economia, la investigacién operativa, la ingenieria, etc.

En el trabajo, realizamos un planteamiento general del problema a estudio,
definimos los conceptos basicos de la programacién multiobjetivo asi como dis-
tintos tipos de soluciones eficientes que se pueden considerar. En la seccion terce-
ra caracterizamos dichas soluciones eficientes para programas diferenciables y no
diferenciables, para estos ultimos a través del concepto de punto de silla del la-
grangiano, y finalizamos dicha seccién planteando el problema dual de un pro-
blema general de programacion multiobjetivo. Finalizamos el trabajo plantean-
do cuatro modelos econémicos, dos de ellos lineales, con un claro tratamiento
de programaciéon multiobjetivo.

2. Conceptos basicos

Un problema de programacion multiobjetivo puede plantearse, de forma ge-
neral, del siguiente modo:
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(PM) Opt f(x) = (£,(X), £,(x),....£ (X))
sujeto a:
g =<0 i =1,.,m
x ¢ R?

Esta formulacién dependera de las caracteristicas de las funciones objetivo
y de las restricciones, ya que si todas ellas tienen un comportamiento lineal se
tendria un problema de programacion lineal multiobjetivo. '

El conjunto de puntos que verifican las restricciones del problema le denotamos
por X, es decir, X es el conjunto de oportunidades o conjunto de soluciones posibles.

Por tanto, como ya indicamos, la diferencia entre la programacion multiob-
jetivo y la uniobjetivo estd, en que ésta trata de optimizar una funcidn escalar,
mientras que aquella trata de optimizar una funcién vectorial. Esta diferencia re-
sulta ser esencial, ya que si en programacion uniobjetivo el concepto de solucion
Optima es obvio, esto mismo no puede decirse en programacién multiobjetivo.

En efecto, en programacion uniobjetivo, cualquier par de soluciones posibles
puede compararse a través del valor que en ellas alcanza la funcién objetivo, puesto
que son numeros reales, y la relacion «mayor o igual» es un orden total para ellos.
Sin embargo, esta relacion en RP no es un orden total, sino s6lo parcial, por lo que
no sera, en general, posible comparar un par de soluciones posibles de un proble-
ma multiobjetivo.

Ademds en RP se pueden considerar-otras relaciones de orden, que tampoco
tienen por qué tener la cualidad de ser érdenes totales, por esto, en programacion
multiobjetivo el concepto de solucién 6ptima no tiene por qué existir. Por consi-
guiente, un concepto clave en programacion multiobjetivo es el de solucion eficien-
te, cuyo conjunto coincidira con el de las soluciones dptimas si es que estas ultimas.
existen. Definimos entonces este concepto en sus diferentes acepciones mas usuales.

Diremos que una solucidn posible x* es una solucién eficiente (también lla-
mada no inferior), si no existe otra solucién posible x tal que f(x) f(x*) donde

es el orden establecido en el conjunto Y = f(X).

El concepto de solucidn eficiente también puede establecerse a través del con-

junto de dominacién. Para cada y £ Y C RP definimos el conjunto de dominacién

D(y) = {d e RP/ y + y+d}U{0}

D(y) puede considerarse como una aplicacién de Y en RP.

Con esta definicion de conjunto de dominacién podemos decir que x* es una
solucién eficiente si no existe ningun x € X tal que f(x*) € f(x) + D(f(x)) y f(x)
# f(x*).

Un caso de especial interés se plantea cuando D(y) es constante para todo
valor de y, esto es, D(y) = D. Notemos que si el orden establecido es < entonces
D es RP, si esta relacion es < entonces D = fl&U{O]; en estos casos el concep-
to de solucidn eficiente anteriormente establecido se denomina respectivamente
solucién eficiente y débilmente eficiente en sentido de Pareto, cuyas redefinicio-
nes, para un problema de minimizacion'! serian:

1 En lo sucesivo supondremos que el problema PM estd planteado en minimos.
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Una solucién posible x* es eficiente en sentido Pareto del problema PM si
no existe ninguna otra solucién posible x tal que f(x)< f(x') con f(x) # f(x‘) y
seria débilmente eficiente en sentido de Pareto si no existe ninguna otra solucién
posible x tal que f(x) <f(x*).

Otras definiciones mas restrictivas del concepto de eficiencia que pueden con-
siderarse, son las denominadas soluciones propiamente eficientes. Asi, se pueden
definir soluciones propiamente eficientes en sentido de Borwein, en sentido de
Benson y en sentido de Henig global y local que son esencialmente las mismas
que las de Benson y Borwein respectivamente 2,

Cuando D = RP, dos nuevos conceptos de soluciones propiamente eficien-
tes se pueden considerar, son los conceptos de soluciones propiamente eficientes
segin Geoffrion y segin Kuhn-Tucker.

Una solucién posible x* se dice que es propiamente eficiente del problema
PM segiin Geoffrion si es eficiente y si existe un niimero real M >0 tal que para
cada i y para cada solucién posible x que satisfaga f;(x) < f,(x*) existe al menos
un j tal que:

fixv)< fj(x)

y ademas

f,(x*)-f;(x)

— <M

fj(x)‘fj(x')
asi pues este tipo de soluciones propiamente eficientes constituyen un subconjun-
to de las soluciones eficientes de Pareto y ambos tipos de soluciones coinciden
cuando el conjunto Y es un poliedro convexo 3.

Si el problema multiobjetivo es diferenciable entonces puede hablarse de so-

luciones propiamente eficientes segiin Kuhn-Tucker. Una solucién posible x* del

programa PM es propiamente eficiente segun Kuhn-Tucker si es eficiente y si no
existe un vector h tal que

i) <v fi(x*), h >=0 i=12,...,p
ii) <vfi(x*), h> <0 para algun i.
ill) <v gj(x'), h> =<0 para toda restriccidn j saturada.

Si el problema PM es convexo y x* es propiamente eficiente segin Kuhn-
Tucker, también lo es segin Geoffrion; para la reciproca no es necesario que el
programa sea convexo sino que basta con que la solucidén propiamente eficiente
de Geoffrion verifique la cualificacidon de las restricciones.

2 Estas definiciones asi como las relaciones existentes entre ellas pueden encontrarse en Sawara-
gi Y., Nakayama, H. y Tanino T., pégs. 37-40.

3 Vid.: Sawaragi Y., Nakayama H. y Tanino T., pag. 46.
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3. Caracterizacién de las soluciones

La programacién multiobjetivo como parte integrante de la programacion
matemdtica puede analizarse siguiendo los mismos pasos que en programacion
uniobjetivo. Asi, y en el caso no lineal, podemos distinguir entre programacion
diferenciable y no diferenciable, programas convexos y programas no convexos.

Comenzamos con los programas diferenciables, en los que las condiciones
de Kuhn-Tucker pueden establecerse de nuevo sélo como condiciones necesarias.

Las condiciones de Kuhn-Tucker, en este tipo de programas, pueden estable-
cerse del siguiente modo:

Una condicion necesaria para que x* solucion posible del programa PM sea
eficiente segun Kuhn-Tucker es que exista p € RP y A ¢ R™ tal que

p m
i) igl v fi(X‘) + jgl Xj \" gj(x‘) =0

ii) iZ] A gix) = 0

iii) >0, A=0

La demostracion de esta condicién se realiza teniendo en cuenta la defini-
“cién de eficiencia segin Kuhn-Tucker, establecida en la seccidn anterior y el teo-
rema de alternativas de Tucker.

De acuerdo con la relacién entre soluciones eficientes segin Geoffrion y Kuhn-
Tucker, las tres condiciones anteriores son también condiciones necesarias de efi-
ciencia segin Geoffrion si se impone ademads la condicién de que la solucién veri-
fique las condiciones de cualificacion de las restricciones de Kuhn-Tucker.

Puede establecerse también una condicidn necesaria para soluciones débil-
mente eficientes de Pareto, en efecto, una solucion posible x* del programa PM
verificando las condiciones de cualificacién de Kuhn-Tucker es débilmente efi-
ciente si existen dos vectores u € RP y A ¢ R™ tal que

m

P
DX vAE) + T v g) =0

ii) ,-En A gix?) = 0

iii) p=0, A=0

Notemos que la diferencia entre la condicién necesaria para eficientes y dé-
bilmente eficientes radica en que en esta ultima se exige que el vector p sea no
negativo, mientras que en aquella debia ser positivo.

Si en el programa PM se aiiade la restriccion de no negatividad de las varia-
bles las condiciones anteriores de eficiencia serian:
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P m
)X v fixe) + Z N ve) 0

i=1
p m
if) x* (X 1 v fi(x) + Zh Vg =0

m
i) X A g(x*) =0
j=1 1 °)

iv) p>0 (u=0), A=0

Notemos que estas expresiones o las anteriores, todo dependera del proble-
ma elegido, son similares a las que se enunciarian para un programa uniobjetivo
del mismo tipo, si la funcion lagrangiana asociada al problema multiobjetivo fuera:

P m
Leoh) = L w fi(x) + jg A; g0

donde los Xj j = 1,2,...,m son los multiplicadores asociados a las restricciones
y los escalares y;, i = 1,2,...,p son unos coeficientes asignados a cada funcién
objetivo; en particular si es un programa uniobjetivo el escalar asociado a la uni-
ca funcidén objetivo es p = 1.

Si ademas de ser el programa diferenciable es convexo, todas las condiciones
anteriores son también suficientes.

Veamos que ocurriria para programas no diferenciables. Definimos prime-
ramente la funcién lagrangiana asociada al problema PM de la siguiente forma:

Lx,A) = f(x)+A g(x)

donde A es una matriz del conjunto Q de matrices pxm no negativas.
Ahora podemos introducir el concepto de punto de silla. Un par (x*, A*) de-
cimos que es un punto de silla de la lagrangiana L(x,A) si se verifica

L(x*, A*) € Min[L(x,A*), x € R"} N Max{L(x*,A), A € Q}

es decir, x* es eficiente para minimo de la lagrangiana fijado A*, mientras que
A* es eficiente para maximo de la lagrangiana fijado x*.

Puede establecerse una condicién necesaria y suficiente para determinar cuan-
do un par (x*,A*) es un punto de silla, y asi podemos enunciar: El par (x*, A*)
es un punto de silla si y sélo si se verifican las tres condiciones siguientes:

i) L(x*,A*) € Min{L(x,A*), x ¢ R"}

i) g(x*)=<0

i) A*g(x*) = 0

La demostracién de esta proposicién no resulta dificil. Se han de tener en
cuenta los conceptos anteriores de punto de silla y la funcidn vectorial lagrangiana.

La existencia del punto de silla nos determina una condicién suficiente para

la resolucién del programa multiobjetivo, en efecto: Si (x*,A*) es un punto de
silla de la funcidn vectorial lagrangiana entonces x* es una solucion eficiente del
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problema PM. La reciproca no es cierta en general, ahora bien, si el programa
es convexo y el conjunto de oportunidades tiene interior no vacio, entonces si x*
es una solucion propiamente eficiente del programa PM puede demostrarse la exis-
tencia de una matriz no negativa A* tal que (x*,A*) es un punto de silla de la fun-
cion vectorial lagrangiana de PM.

Notemos que al establecer el problema del punto de silla hemos tomado la
funcion lagrangiana de forma vectorial, mientras que cuando estableciamos las
condiciones de Kuhn-Tucker era escalar, una y otra estan relacionadas ya que la
matriz no negativa A de multiplicadores estd relacionada con los multiplicadores
de la lagrangiana escalar mediante la relacion:

Alp =2

este hecho permite trasladar los resultados.

Al igual que en programacion uniobjetivo se definia el problema dual de uno
dado, también aqui puede realizarse un planteamiento similar.

Asi pues, definimos la funcion dual del programa PM del siguiente modo:

h(A) = min L (x,A)
xeRM

la funcidn dual h es una aplicacién del conjunto de las matrices Q en RP que esta
definida en el conjunto H de matrices pxm no negativas para las cuales la lagran-
giana alcanza soluciones eficientes.

H = {A e Q/ min L (x,A) existe}
xeR?

A partir de este concepio de funcién dual podemos definir un nuevo progra-
ma multiobjetivo

max U h(A)
AeH

que denominamos problema dual.

Se pueden demostrar determinadas proposiciones que relacionan las solucio-
nes eficientes del problema primal y dual. Asi, podemos enunciar la siguiente pro-
posicion: Si x* es una solucidn posible del primal, A* una solucién posible del
dual y f(x*) € h(A*) entonces x* es una solucion eficiente del primal y A* lo es
del dual, ademas si x* es una solucidon propiamente eficiente del primal y verifica
la cualificacién de Slater entonces

f(x*) € max U h(A)
AeH

Otra relacion que juega un papel fundamental entre ambos programas pri-
mal y dual viene dada por la siguiente proposicion:

El par (x*,A*) es un punto de silla del lagrangiano vectorial si y sélo si am-
bas son soluciones posibles del primal y dual y f(x*) € h(A*).

La definicidn de punto de silla, asi como las relaciones y proposiciones esta-
blecidas para la lagrangiana vectorial, podrian haberse definido para la lagran-
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giana escalar; ndtese que para este caso las relaciones no serian de pertenencia
a conjuntos sino relaciones de desigualdad como ocurria en programacion
uniobjetivo.

4. Algunas aplicaciones de la programacién multiobjetivo

Son muy abundantes los modelos econdmicos con un planteamiento multiob-
jetivo. Nosotros en esta seccidon vamos a tratar de plantear alguno de estos mode-
los a través del enfoque de la programacion multiobjetivo.

El problema del transporte

Es perfectamente conocido el clasico problema del transporte, problema de
programacion lineal en el que la funcidén objetivo consiste en minimizar el coste
ocasionado al transportar mercancias desde m origenes 0 almacenes a n destinos
o puntos de venta.

Pero a la hora de buscar esa distribucién 6ptima de mercancia no tiene por
que ser el tinico criterio el del coste de transporte, ya que la empresa puede plan-
tearse otros objetivos aunque a veces puedan resultar incompatibles entre si, co-
mo por ejemplo rapidez en la entrega, minimizacion de costes de personal, mini-
mizacién de costes de stocks, etc..

Obviamente al estudiar el problema desde el punto de vista multiobjetivo ha-
bra que tener en cuenta que cada criterio que se tenga en consideracion generara
una funcién objetivo

donde cijk representa el coeficiente de Xjj segin el k-ésimo criterio.
Luego el problema del transporte multiobjetivo puede plantearse del siguiente
modo:

min Z = (Z,, Zy,..., Z))

sujeto a:
n
j§1 X5 = g i=12,...,m
m
Z x; = b, i=12..n
X. O
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donde Xj; es la cantidad de mercancia enviada desde el origen i al destino j, a;
es la cantidad de mercancia disponible en e} origeniy bj la cantidad de mercan-
cia demandada por el destino j.

Un problema similar a éste, y también lineal como el problema del transpor-
te multiobjetivo, se podria plantear para el problema cldsico de asignacioén 6pti-
ma de recursos.

Un modelo de interconexion de sistemas
Describimos ahora, un modelo planteado por Haimes y Tarvainen (1981) en

el que consideran un sistema constituido por k subsistemas interrelacionados. Para
cada subsistema i = 1,2,...,k se denota por:

y; = vector de output del subsistema i.

x; = vector de inputs del subsistema i desde los otros subsistemas.
m; = vector de decisidén del subsistema i.

fi = (f}, £, ..., ;) vector de objetivos del subsistema i.

n; = nimero de objetivos del subsistema i.

Los outputs de cada subsistema son funcién de sus inputs desde los otros
subsistemas y de sus variables de decisién.

y;, = Hi (xi, mi) i=1,2,..k
Las restricciones de cada subsistema estan dadas por una funcidn vectorial g;
g (x;, m;, y)=<0 i=12,..k

Las relaciones entre input y output de los subsistemas vienen dadas por las
expresiones

X = Q; (Y Yas «oes ¥i) i=12,..,k

En el problema descrito por Haimes y Tarvainen se considera que estas rela-
ciones son lineales; asi como otras restricciones globales para todo el sistema.

Cada componente del vector de objetivos del subsistema i se considera que
es funcién de los vectores input, output y de decisién del subsistema, esto es

fi = £ (x, m, y) i=1.2,.k j=12..k

Se denota por f = (fl, f2,..., fX) el vector de objetivos de todos los subsiste-
mas y por F = (F(f), Fy(f),..., F (f)) el vector objetivo del sistema, donde n es
el nimero de objetivos del sistema.

Entonces el problema viene planteado como sigue:

opt F = (F(f), F)(f),..., F ()

sujeto a:
y; = H; (x;, m) i=12,..k
g (x;, m;, y;)<0 i=12,..k

X = 0; (¥, Yas s Vi) i=12..k
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La economia del Bienestar

El problema general de la Teoria del Bienestar, puede plantearse como un
programa multiobjetivo. En efecto, si consideramos un sistema formado por p

individuos en el que hay n bienes y m recursos, el problema podemos expresarle
del siguiente modo

max U = (Uy(q)), Uy@,), Up(a,) -

sujeto a:
P
l§] qUSQj ] = 172’ ’n
p *
Vik = Vik v’ =V i=l..p

F(Q]! QZy"'y Qny Vly V2y-"’ Vp) = 0
qijzo, vijzo, szo

donde g;; es la cantidad que consume el individuo i del bien j y Qj es la cantidad
de produccion del bien j. Entonces la primera restriccidon sefiala que los consu-
mos por los p individuos del bien j no puede superar a la produccién de este bien,
y esto, para los n bienes que produce el sistema.

La segunda restriccion indica que la cantidad del recurso k que es ofertado
por la persona i, v;, no puede superar a la dotacion inicial que de este recurso
posee esa persona vik*. En esta restriccion, se supone ademas que los recursos que
poseen los individuos del sistema es una cantidad fija Vi, k = 1,2,..., 1.

La transformacion de los recursos en bienes de consumo, se recoge en la ter-
cera restriccién, que es simplemente una funcion de produccién.

Por ultimo, la cuarta restriccion recoge la no negatividad de los consumos,
produccién y oferta de recursos.

Cada una de las soluciones posibles de este problema, nos determinara el con-
junto de recursos ofertados y bienes consumidos por cada individuo.

La funcién objetivo del problema serd la maximizacion de las utilidades de
todos los individuos que constituyen el sistema, utilidades que se suponen funcio-
nes del vector de consumos de cada individuo, es decir:

q; = (55 Qipo--r Gypy)

La consideracion de distintas funciones objetivo en este problema es lo que
ha dado lugar a distintos planteamientos, y por tanto, distintas soluciones, en el
desarrollo de la Teoria del Bienestar.
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Un modelo de produccion

Veamos, por tltimo, un modelo de produccidn lineal desarrollado por Wang
y Duckstein (1983)* en el que se pretende determinar la cantidad de I articulos
diferentes producidos por J procesos en T periodos de fabricacién. La demanda
es conocida por cada periodo y no hay pérdidas. La capacidad de cada proceso
puede aumentarse por horas extraordinarias. La fuerza de trabajo puede ajustar-
se al comienzo del periodo y el total puede aumentarse por horas extraordinarias.
Los articulos fabricados se inspeccionan y las unidades defectuosas se rechazan.
El porcentaje de rechazo de cada articulo en cada proceso es conocido.

Las funciones objetivo que se consideran sobre los periodos de produccion
son las cinco siguientes: Coste total de produccién y almacenaje, pérdidas totales
por articulos rechazados, fluctuacion total de la fuerza de trabajo, horas extraor-
dinarias de trabajo, capacidad en horas no utilizadas regularmente.

El modelo trata de determinar la cantidad de cada articulo fabricada en cada
proceso y cada periodo tal que se satisfagan los objetivos mencionados.

Las variables de decision del modelo son:

Xijt = cantidad del articulo i producida regularmente por el proceso j en
el periodo t.

Yijl = cantidad del articulo i producida por el proceso j en las horas ex-
traordinarias en el periodo t.

I, = stock del articulo i al final del periodo t.

H, = trabajadores contratados en el periodo t.

L, = trabajadores despedidos en el periodo t.

W, = trabajadores empleados en el periodo t.

P.. = horas no utilizadas regularmente en el periodo t por el proceso j.

Los parametros del modelo vienen dados por:

a; = tiempo de mano de obra para cada unidad del articulo i producida
en el proceso j.

bij = tiempo de proceso para cada unidad del articulo i producida en el
proceso j.

cj = coste unitario de produccién excluyendo costes de mano de obra pa-
ra el articulo i producido por el proceso j.

d;, = demanda del articulo i en el periodo t.

e, = coste de mano de obra en horas extraordinarias para el periodo t.

r; = coste de fabricacidn del proceso j en horas extraordinarias.

h. = coste por unidad almacenada del articulo i en cada periodo.
k, = coste de mano de obra regular en el periodo t.

4 Vid.: Tabucanon M.T. pag. 196.
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my = capacidad en horas regulares para el proceso j en el periodo t.

p = horas de mano de obra regulares por hombre y dia.

g; = porcentaje del tiempo del proceso regular utilizable para horas ex-
traordinarias por el proceso j en el periodo t.

f, = porcentaje de mano de obra regular utilizable para horas extraordi-
narias durante el periodo t.

G;; = porcentaje rechazado del articulo i producido por el proceso j.

s; = precio de venta del articulo i.

El problema consistird en minimizar las siguientes funciones objetivo:

min & B L c; X+ Yy + I kW, +

iel jeJ teT
+2 X X Y)+2 X X . Y.) +
iel jeJ teT et(a" ”t) iel jeJ teT r‘( ”')
+X X I
iel teT

expresion que engloba los costes totales de produccién y almacenaje.

min 2 ,):u ?s:r 5 @ Xy + Y,

ut)
expresion que indica las pérdidas totales por los articulos rechazados.

min ET (H,+L)

expresion que nos indica la fluctuacidén o movilidad de la fuerza de trabajo.

mnY X X a.Y

iel jeJ teT ij J
expresion que recoge el nimero de horas de mano de obra extraordinarias:

min X X P,

el eT

que indica el total de horas no utilizadas regularmente.
Las restricciones vienen dadas por:

a) I = Ii t- l+2 Xm(l-q”) +j§] Yijt(l'qij)-dit ie Ir teT
b)}:bx+1> m;, jed, teT
iei
% by Yiji<gq m; jel, teT
c)W=W“+HL teT
PN a; Xy =<n W, teT
iel jeJ
LY a Y, <ufW teT

iel jeJ
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d) =0 Xp=0  Yu=0  Py=0
H =0 L=0 W, 20

La restriccién a) relaciona el stock de un periodo con el del anterior, la pro-
duccidn de dicho periodo y la demanda; las restricciones b) son de capacidad del
proceso productivo, la primera relativa a las horas de produccién normales o re-
gulares y la segunda relativa a las horas extraordinarias; las restricciones c) son
restricciones de mano de obra, la primera relaciona los trabajadores empleados
en un periodo con los empleados en el periodo anterior y los que se contratan
y despiden en dicho periodo, la segunda hace referencia a las horas de mano de
obra normales para cada periodo y la tercera a las extraordinarias; el conjunto
de las restricciones d) es el correspondiente a la no negatividad de las variables
de decision.

El problema formulado contiene T(2IJ+1+ J +3) variables de decision y
T(I +2J + 3) restricciones todas ellas lineales y se han planteado cinco funciones
objetivo medidas en distintas unidades. Se podrian haber planteado otras restric-
ciones sobre capacidad de almacenamiento, sobre limitaciones de recursos o de
personal; incluir estas u otras restricciones no presenta ninguna dificultad.

Es obvio, y no pretendemos otra cosa en esta seccién, observar la importan-
cia que la programacién multiobjetivo tiene en la toma de decisiones empresaria-
les; ha contribuido en gran medida a la resolucién de numerosos problemas plan-
teados en el ambito econémico y empresarial de tal modo que la contribucién ha
sido mutua, pues esta necesidad de resolver determinados problemas ha hecho
que se desarrolle dicha teoria y sus diversos métodos y algoritmos de resolucién
de los distintos modelos.
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