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M*? Dolores Soto Torres

RESUMEN.—Planteado un mismo problema de control 6ptimo en tiempo con-
tinuo y discreto, que analiza la distribucién de un recurso escaso como es el agua
embalsada, se estudian las analogias y diferencias entre las soluciones encontradas
para cada uno de los problemas que se obtienen al aplicar el principio del méximo.
También en el trabajo se estudia el problema de la consistencia fuerte en el tiempo
de las soluciones al considerar el principio de optimalidad de Bellman.

1. INTRODUCCION

Cuando se analiza un problema dindmico en Economia es necesario
elegir cudl es el campo de variacién de la variable tiempo. Si la eleccién
recae en los niimeros reales o bien en un subconjunto de los reales no
negativos, el problema se plantea en tiempo continuo, mientras que si la
eleccién corresponde a los enteros o en su caso los enteros no negativos, el
problema tendré una presentacién en tiempo discreto.

En el caso continuo, si una variable depende del tiempo, el valor de ésta
corresponderd al valor instantdneo que alcanza la magnitud que ella repre-
senta. En tiempo discreto, tal variable en un momento, recoge esa misma
magnitud durante un intervalo cuya amplitud serd previamente especifica-
da. Entonces, si esta amplitud se considera suficientemente pequefia una
diferencia primera tenderd a una variacidn instantanea, encontrandose algu-
na relacién entre los problemas en tiempo continuo y discreto.

Si se plantea un mismo problema de control éptimo, en tiempo conti-
nuo y discreto, para su resolucién se puede aplicar el principio del maximo
que proporciona un sistema dindmico expresado en las correspondientes
unidades de tiempo. Si un sistema dindmico en tiempo continuo, se discre-
tiza al sustituir la variacién instantdnea por la diferencia primera, la din-
mica que emerge de uno y otro, tanto cuantitativa como cualitativa no tie-
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nen que estar relacionadas. Este hecho puede ser considerado en distintos
andlisis, pudiéndose citar €l modelo bidimensional de Turnovsky (1981),
que planteado en tiempo continuo origina una dindmica sencilla; pero, si
este mismo modelo se discretiza, la dindmica que emerge es muy comple-
ja. Esto es debido a que la dimensidn del sistema juega un papel importan-
te sobre la dindmica que puede surgir. Asi, un sistema discreto unidimen-
sional puede presentar una dindmica tan compleja como es la existencia de
caos, ejemplos de ello, se pueden encontrar en los trabajos de Stutzer
(1980), Candela y Gardini (1986), entre otros, mientras que en sistemas
continuos para que esto ocurra, han de existir al menos tres variables.

Sin embargo, el sistema dindmico que surge de la aplicacion del princi-
pio del maximo a un mismo problema de control éptimo, en tiempo conti-
nuo y discreto, no corresponde el sistema discreto a la discretizacién del
sistema continuo, de ahi, que no puedan ser considerados criterios ya
conocidos, para evaluar la dindmica entre uno y otro.

Este trabajo se ocupa del anélisis de las soluciones 6ptimas de un
mismo problema formulado en tiempo continuo y discreto. La eleccién
sobre la medicion de las variables no es caprichosa, pues el problema que
se trata de analizar puede admitir realmente las dos posibilidades. El pro-
blema tiene ciertas caracteristicas, como funcién objetivo cuadrética y
dependiente sélo del control, dindmica de la variable de estado funcién
lineal de ella y del control y restriccién lineal sobre la variable de estado,
que dan lugar a que los sistemas dindmicos, en las dos posibilidades del
tiempo, presenten una dindmica muy semejante. En particular, ambos sis-
temas presentan un mismo valor de la solucién estado de equilibrio que no
es general dado cualquier problema.

El problema analiza la variacion que experimenta el agua de un embal-
se cuya unica utilidad es el regadio. Se supone que el embalse en el
momento inicial tiene una determinada cantidad de agua y durante el hori-
zonte que analiza el modelo, la cantidad de agua embalsada se incrementa
por incorporaciones y disminuye por el agua destinada al regadio. Para
simplificar el modelo, se supone que al embalse llega una cantidad cons-
tante durante cada periodo, en el caso discreto, o instantineamente cuando
se considera el caso continuo. Los regantes pretenden una cuota de riego,
también constante en dicho intervalo o instantineamente dependiendo del
planteamiento del modelo, que no necesariamente puede ser suministrada,
pues, el embalse no puede agotarse y la Administracién s6lo permite utili-
zar para riego una cantidad, no negativa, inferior o igual a una proporcién
del agua embalsada en cada intervalo o en cada instante. Los regantes
desean determinar la cuantfa de agua a utilizar en los riegos de tal manera
que se minimicen las desviaciones cuadraticas respecto a su objetivo
durante el horizonte temporal, que se considera finito .

El trabajo ha sido dividido en dos secciones. En la primera se resuelve
el problema en tiempo continuo y en la segunda, se realiza el andlisis en
tiempo discreto.
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2. EL PROBLEMA EN TIEMPO CONTINUO

Si el tiempo toma valores en los reales no negativos, el problema puede
plantearse:

1
min —J’(u(t)-a)z dr,
0<u(t)<ox(t) 2 0

sujeto a: X = g — u(t), x(0) = x, > 0. Donde x(z) es el agua embalsada en el
momento ¢, g es la cantidad que cada momento de tiempo recibe el embal-
se, u(t) es el agua que instantdneamente se retira para el riego, u es el obje-
tivo de los regantes en cada momento que se considera constante durante
el horizonte Ty a € (0,1) es el parametro decidido por la Administracién.
Para encontrar la solucién del problema y aplicando al principio del
maximo, se considera el problema estatico asociado al Hamiltoniano:

1
min  H(u, y) =—2—(u(t)—ﬁ)2 + Y1) (8 — u(1)),

0 <u<ox(t)

donde y(t) es la variable de coestado, que tiene como condicién final
W(T) = 0, y que satisface la ecuacién diferencial: —y = L, (4, y, x), donde
L(u, y, x) es la Lagrangiana asociada al problema del Hamiltoniano.

Resolviendo este tltimo problema, obtenemos los siguientes resultados:

1. Si u = 0, entonces Y es una constante mayor o igual a 4 y el agua
embalsada crece con el tiempo.

2. Siu € (0, ax(t)), obtenemos u(t) = u — Y[t) y por la condicién de
admisibilidad, se tiene: u — ax(t) < yft) < u, con Y(t) constante. La varia-
cién del agua embalsada verificard la ecuacion:

X=g—i+ W)

3. Si u(t) = ox(t), se verifica Y[t) < u — ox(t) y la variable de estado y
coestado satisfacen el sistema diferencial lineal:

V=0 u—-ox(t) - yt), x=g-ox(t)

Desde estas condiciones, se observa que el control nulo no va a ser uti-
lizado en el horizonte temporal y que las condicciones necesarias son sufi-
cientes (Kamien y Schwartz, p. 208).

Para determinar la trayectoria 6ptima, se considera el plano de fase (x, )
que esta dividido por G(x, W) = u — ox — y = 0 en dos regiones. En la regién
donde G(x, ¥) < 0 que supone u € (0, ax), las trayectorias son rectas parale-
las a ¥ = 0 con un sentido determinado por el signode x=g—-u + Y. Enla
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region G(x, y) 2 0, donde el control en cada momento es proporcional a la
variable de estado, las trayectorias vienen determinadas por el sistema
diferencial lineal que variable de estado y coestado satisfacen. Este siste-
ma tiene un punto de silla en ox* = g, y* = i — g, cuya variedad estable
es larecta 2y + ox = 2u — g y la variedad inestable satisface ax = g.

FiGura 1

Las distintas trayectorias Optimas pueden encontrarse desde el plano de
fase teniendo en cuenta la condicién de transversalidad y que la variable de
coestado en el momento inicial es libre. Supongamos, en primer lugar, que
u > g (figura 1), entonces si 0 < ax, < g, podemos mantener u(t) = ox(t) en
todo el horizonte con lo que variable de estado y coestado seguirdn una tra-
yectoria repulsora del punto de silla, que seleccionando de forma apropiada
el valor inicial de la variable de coestado y,, permitird que ella alcance en
el momento T el valor nulo. En particular, si ax, = g la trayectoria éptima
coincide con variedad inestable del punto de silla. Operando sobre el siste-
ma dindmico, el momento 7'y ¥, deben satisfacer la condicion:

0xp—8 -
Wy = — [e2oT— 1] + [g-u] [eT- 1] (1)

y en caso contrario no existird solucién 6ptima. Notemos que bajo estas
condiciones se satisface oy e(owxy, gJ. Siu 2 axy > g la politica 6ptima
depende de la amplitud del horizonte, pero si es suficientemente grande,
consistird en mantener u(t) = u — Y, durante un intervalo con y, fijo y
0 < y, < u — g, hasta alcanzar G(x, y) = 0, momento a partir del cual la
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trayectoria seguird una respulsora del punto de silla mediante el control
u(t) = ox(t). Independientemente de la amplitud del horizonte, el agua
embalsada en T verificard: oy € (g, u]. En el caso ax, > u y dependiendo
del valor de T, podemos considerar la solucién anterior o tomar ¥, —
con lo que u(t) = u, dara lugar a una disminucién del agua embalsada, en
cuyo caso tendremos en el momento final oxy = u.

Si u = g, el plano de fase serd andlogo al anterior, pero ahora el estado
de equilibrio tiene como componente en y el valor nulo. Si ax, €(0, g] la
alternativa analizada anteriormente sigue siendo vdlida con las correcciones
correspondientes; asi, en particular, si ax, = g, la trayectoria 6ptima corres-
ponderd al estado de equilibrio y ninguna variable sufre variacién. Sin
embargo, si ax, > g, la solucién 6ptima se obtiene considerando u(z) = u
siempre, al tomar Y, = 0 con lo que la cantidad de agua embalsada no varia
a lo largo del tiempo.

Gx, y)=0

FIGURA 2

Por altimo si u < g la componente y del punto de silla es negativa y el
desplazamiento que ello origina sobre la variedad estable (figura 2) da
lugar a distintas posibilidades. Si las condiciones iniciales satisfacen
0 < oxy < u, la trayectoria 6ptima se obtiene manteniendo u(t) = oax(t),
donde y, < u — axp y dado oy se tiene que satisfacer la condicién (1).
Sin embargo, entre estas trayectorias existe una que alcanza en un momen-
to 1 el punto (x, y) = (W, 0) atravesando la recta G(x, y) = 0, y a partir
de ese momento se mantiene el control u(t) = u creciendo el agua embal-
sada. El momento 1 y y, tienen que satisfacer:
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. 8- (g = 1)
¥ =— Y=

Yo=—"
g —oxy 2(g — axp)

Si las condiciones iniciales sobre la variable de estado son ax, > i, el
control 6ptimo serd u(t) = u y el agua embalsada crece con el paso del
tiempo.

Los controles que determinan cada una de las trayectorias 6ptimas
presentan consistencia débil en el tiempo, ya que satisfacen el principio
del méximo, luego si estos controles dptimos se utilizan en el intervalo
[0, s] sobre (s, T] ellos seguirdn siendo 6ptimos. Sin embargo, las estrate-
gias no satisfacen siempre el principio de optimalidad de Bellman. Este
hecho puede verificarse desde la figura 1, en efecto, si dadas las condicio-
nes iniciales sobre la variable de estado owx, y la amplitud del horizonte 7,
la solucién éptima fuera mantener u(t) = u — yyen [0, t¥) y u(t) = ox(t) en
[t* T], hasta el momento ¢* se podria seguir un control admisible alternati-
vo u(t) = 0 con lo que la variable de estado creceria y a partir del momento
t* no se podria utilizar el control proporcional al estado.

3. EL PROBLEMA EN TIEMPO DISCRETO

En este caso, las variables no se miden instantidneamente sino en
momentos de tiempo equidistantes. Ahora, el problema, puede plantearse:

] T
o _7l2
0 <ult) St 2 EZ [ur) - af?

sujeto: x(t + 1) = x(t) + g — u(t), x(0) = xp > 0. La variable de estado x(t)
representa el agua embalsada en el extremo derecho del intervalo (r—- 1, t], g
es el agua que llega al embalse durante el intervalo (¢, r + 1], u(t) es el agua
eliminada durante el ultimo intervalo considerado y « €(0, 1) tiene el
mismo significado que en el caso continuo.

Aplicando la misma técnica del caso anterior, resolvemos el problema
estitico asociado al Hamiltoniano:

min  H(u(t), x(t), Yt + 1)) = —é [u(t)— 12]2 +y(t+ 1) [x(1) + g—u(t)],

0 <u(t) <ox(t)

donde la variable de coestado y(¢) tiene que satisfacer, junto a la condicién
de transversalidad y(T + 1) = 0, la ecuacion en diferencias y(t) = y(t + 1)
+ oq;, siendo «;, no negativo, el multiplicador de Kuhn Tucker asociado
a la restriccién u(t) < ax(t). Resolviendo el probema estético, encontramos
que los controles posibles son: u = 0 si Yt + 1) = y(t) = u; u € (0, ax(t))
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si Y(T + 1) = u— u(t) = y[tr) donde operando, obtenemos Yt + /) < u <
Wyt + 1) + o x(t), por su parte, la variable de estado satisface la ecuacioén
en diferencias: x(t + 1} = x(t) + g — (u — y(t)); por ultimo, u = ax(t) si
u 2yt + 1) + ox(t), entonces si el control es proporcional al estado, las
variables de estado y coestado tendran que satisfacer el sistema dindmico
en tiempo discreto:

yt)=(1-a l//(t+])+a[12—ax(t)], x(t+1)=(1-0)x(t) + g

Como en el problema en tiempo continuo, el control u = 0 no es 6pti-
mo y la trayectoria 6ptima depende de los pardmetros y condiciones ini-
ciales de la variable de estado. Desde las condiciones obtenidas puede
resolverse el problema.

Supongamos en primer lugar g = o, entonces una solucién se obtiene
manteniendo durante todo el horizonte u(t) = u eligiendo un valor nulo de
la variable de coestado. Esta trayectoria es éptima si u < ax, creciendo
siempre la variable de estado. Otra trayectoria 6ptima se obtiene si se con-
sidera en todo el horizonte u(t) = owx(t), que exige u = oy, y mantiene el
agua embalsada constante.

Si g < ox, se propone mantener en todo el horizonte u(t) = ox(t) con
ello, el agua embalsada disminuye, manteniéndose siempre la relacién
g < ox(t). Esta trayectoria es Optima si:

(1-0a>o00y[1-ofl - )T -go[1-(1-0)f], it-g>(1-)f (0xy—g)>0

expresiones que son obtenidas desde el comportamiento de la variable de
coestado que obliga a que la variable de estado verifique:

i-ox, 20 [u-oxr] 20

para cualquier t = 0, 1, ..., T, pero ademds o, y T tienen que ser compati-
bles con el valor:

ofoxg— g)

Wo=(i—g) [I1-(1-a)T+] + ; [1- (1-0pT+2),

que es siempre menor o igual que u — ax,. Otra posibilidad seria mantener
en todo el horizonte u(t) = “u, entonces la variable de coestado es nula siem-
pre y se tendrd que verificar u < ox(t) para cualquier t = 0, 1, ... T. Ahora
pueden presentare dos nuevas posibilidades. Si u < g < ax, la variable de
estado es no decreciente, y si g < u < ax, el agua embalsada decrece. En
este dltimo supuesto, para optimalidad se tiene que verificar la condicién:

. Axp+Tg)  oAxg+(T-1)g)
u< < < ... < oxp.
1+ ol 1+(T-1)x
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Una iltima posibilidad corresponde a g < o, < i, donde se propone
mantener u(t) = u — Yyparat = 0, 1, ...z < Ty u(t) = ox(t) sobre
t=z+1,z+ 2, .. T. La variable de coestado, en esta trayectoria tiene que
satisfacer las siguientes condiciones, y(z) = (I — o Yt + 1) + ot — ox(t))
parat=z+1,z+2, . T,con T+ 1)=0y, yz+ 1)=yYz)=..=y,.
Entonces, estas condiciones junto con las de validez de la politica
u—oxt)2yt+ )sit=z+1Lz+2 .. T,yu—-oxt)< yysit=zz-1,.., 0,
determinardn un conjunto de relaciones para optimalidad de la trayecto-
ria. En particular, si 7 = 2 tendremos dos posibles trayectorias que
corresponde a los dos valores de z, esto es, los controles pueden ser
u0) =u—vyy=u(l), u2)=ox(2) y u(0) =u-yp, u(l) = ox(1), u(2) = ox(2).
Operando, se obtiene que la primera politica es ptima si

_ (a— 02 +08)xg+ ol -20)g (2 + 208 -202)xy)— 2088
<u<min [ ) ]
1-02 I-«a
mientras que, en la segunda se tiene que verificar:
ofl —oxy+ (Al +2)+ ol -)g Axp+ ol -20)g Bxy— 0*Cg
<u<min [ ) ]
l1+o?-—ofl —a?) 1- 02 (1 -7

donde A =(a—-0?(1-), B=o—(1-a)o2((I-af + )yC=2—a+ (] -apf.
Si g > oixy, se propone mantener u(t) = owx(t) o u(t) = u en todo el hori-
zonte. Las condiciones sobre la variable de coestado en el primer caso,
exigen que para optimalidad se verifiquen las mismas relaciones que se
establecieron para esta politica con g < ax,. Para la segunda politica necesi-
tamos u < ou(t), en particular 4 < ox, < g, entonces el agua embalsada
crece con el paso del tiempo. Una dltima propuesta para este caso, serd con-
siderar u(t) = ax(t)parat =0, 1, ..,z yu(t)=uent=z+ 1, z+ 2,.., T.
Otra vez las condiciones de optimalidad se encuentra teniendo en cuenta el
comportamiento de la variable de coestado que necesita satisfacer:
u<ox(t)t=01,..,zyu-ox(t)2y(t+ l)ent=z+1,z+2, ..., T,
donde y(t) = (I — a)y(t + 1) + a(u — ax(t)). Si el horizonte T = 2,
también obtenemos dos trayectorias que corresponden a los controles
u(0) = oxg, u(l) = u = u(2)y u(0) = axy, u(1) = ox(1), u(2) = u. De
nuevo, operando se obtiene que las condiciones para optimalidad son:

_ ) ol —a)xp+ 208
oxp <u <min [a(]—a)x0+ag, ]
I+«
para la primera solucidn, y para la segunda:

oy — (1 —o)xy + g)

nmx[a(]—a)x0+ag, ]SﬁSa(]—a)Zx0+a(2—a)g

-«
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Todas las soluciones, también podian haberse obtenido desde el plano
de fase (x, y) andlogo al del caso continuo. Las diferencias entre ellos pro-
vienen de la ecuacién de la variedad estable del punto de silla, que en el
caso discreto sigue la ecuacion:

2-y+ox=(2-)u-g(l-0)

por tanto, salvo en el estado de equilibrio, esta recta se encuentra entre la
variedad estable del caso continuo y la recta G(x, y) = 0.

Las soluciones encontradas también presentan consistencia débil en el
tiempo y, por tanto, participan de las mismas caracteristicas que las solucio-
nes del caso continuo. Sin embargo, ellas si satisfacen las condiciones de la
programacién dindmica. Para comprobarlo, consideramos un caso especial
al tomar T = I para no realizar célculos en exceso engorrosos. Siguiendo el
principio de Bellman debemos encontrar funciones V(t, x(t)) que verifiquen:

, 1 _12
Vit x(t)=  min  V(t+1,x(t)+g—u(t) + - [ut) - a]?,

0 <u(t) <ax(t)

paratodot =0, I,.., Tcon V(T + 1, x(T + 1)) = 0.
Entonces, el problema a resolver en la primera etapa sera:

1
min — [u(]) - L_t]z,
osu(l)<ox(l) 2

que proporciona como solucién: u(1) = i < ax(1) y entonces V(1, x(1)) =0y
1
u(l)=ax(1)<ucon V(I, x(1)) = - [ax(1) - ]
En la segunda etapa tendremos que resolver dos problemas. El primero

sera:

1
min — [u(O) - 12]2
0 <u(0) < ax(0) 2

que es andlogo al de la primera etapa y, por tanto, proporcionard los mis-
mos resultados. El segundo de los problemas a resolver sera:

min kS [(u(0) - )2 + (c(x(0) + g — u(0)) - i)?]
0<5u(0)<ox(0) 2

) ) (I -a)u+ B(xp+g)
que tiene como soluciones u(0) = 7 > < axg, valor que
+ o

sustituido en la funcién objetivo nos proporciona V(0, x,). La otra solucién
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de este altimo problema es u(0) = ox, con u — axy = a(u — ax(1)). Luego,
hemos encontrado cuatro trayectorias posibles para la variable de estado
que se pueden agrupar en tres posibilidades:

a) Si g = ax,, seguiremos la trayectoria u(t) = ax(t) si oxy < u, en caso
contrario mantendremos en todo el horizonte u(t) = u.

b) Si g < axpy, mantenemos la politica u(z) = u si (1 + a)u < a(xy + g);
pero si esta ultima desigualdad se verifica en sentido contrario y ademads se
satisface (1 — a)u < (1 — o + &?)ax, — ag, entonces la politica es mante-
ner un control fijo inferior a # en el momento inicial y en el siguiente paso
mantener un control proporcional al valor del estado en ese momento. Por
dltimo, si la expresién anterior se verifica en mayor o igual la trayectoria se
obtiene considerando siempre un control proporcional al valor del estado.

¢) Si g > axy, tenemos, como en el caso anterior, tres posibilidades,
mantener siempre un control igual al objetivo si u < ax,; mantener un
control proporcional al estado si a1 — @)xy + ag < iy, en caso contrario,
mantener para el periodo inicial un control proporcional al estado y en el
segundo periodo un control constante e igual al objetivo.

Si el horizonte temporal supera a uno se puede comprobar que las trayec-
torias obtenidas por el principio del mdximo y por el principio de Bellman
coinciden. Las operaciones son tediosas aplicando la programacién dindmi-
ca, ya que un horizonte de amplitud » nos lleva a resolver 2” problemas.

4. CONCLUSIONES

Desde el desarrollo del trabajo se pueden concluir dos aspectos diferen-
ciados, uno respecto a la confrontacién de soluciones que un problema de
control éptimo puede proporcionar segiin se considere su planteamiento en
tiempo continuo o discreto, y otro respecto a los resultados concretos del
problema que se analiza.

En cuanto a la primera cuestion, y desde el problema que se ha resuelto
que tiene unas caracteristicas especificas, las soluciones no difieren esen-
cialmente. Este hecho proviene del comportamiento de las trayectorias en
el plano de fase, que cualitativamente presenta la misma estructura: un
punto de silla con las mismas coordenadas en tiempo continuo y discreto
situado siempre en una region especifica comin para ambos problemas, y
trayectorias lineales en la regién complementaria a aquélla en el primer
cuadrante.

La variedad inestable asociada al punto de silla coincide en ambas pre-
sentaciones, pero no asi la variedad estable. Esto permite que la variable
de coestado en el momento inicial pueda tomar un valor superior para el
problema en tiempo discreto que para el continuo, para un mismo valor
inicial de la variable de estado, lo que influye en la duracién de la trayec-
toria 6ptima que pueda tomar esos valores iniciales.

Los resultados se obtienen al resolver los problemas por el principio
del méaximo, lo que garantiza que las soluciones de ambos problemas pre-
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sentan consistencia débil en el tiempo. La consistencia fuerte, constatada
por el principio de Bellman que garantiza lo robustos que se muestran los
controles 6ptimos ante variaciones arbitrarias, pero admisibles, sobre un
subintervalo inicial del horizonte temporal, es una caracteristica que pre-
senta el problema en tiempo discreto, pero no el continuo, lo que prueba,
en este ultimo caso, que existe dependencia de los controles respecto a la
situacién inicial de la variable de estado y de los valores que ésta ya ha
ido alcanzando. La justificacién de esta diferencia, se debe al comporta-
miento del tiempo, ya que en el modelo en tiempo continuo las trayecto-
rias recorren un continuo mientras que en tiempo discreto la variable pre-
senta saltos.

Respecto al problema que nos ocupa, la solucién éptima depende de la
cantidad maxima de agua disponible que en el momento inicial permite
utilizar la Administracién y de la relacidn entre la cantidad de agua que
llega al embalse y el objetivo que pretenden conseguir los regantes. Si el
agua disponible es inferior al objetivo, es 6ptimo para los regantes, salvo
en una posibilidad, utilizar para riego una cantidad de agua proporcional al
agua existente en cada momento, con la correccién correspondiente para el
caso discreto. La posibilidad excluida corresponde al caso en el que la
cantidad de agua que llega al embalse sea inferior al objetivo, donde puede
ser Optimo utilizar para riego al principio una cantidad de agua inferior a
la que corresponderia a la proporcional, para luego utilizar la politica pro-
porcional. Los regantes s6lo consiguen su objetivo si el agua de las nuevas
aportaciones le supera o le iguala. Por dltimo, destacar que la amplitud del
horizonte puede modificar la trayectoria 6ptima a seguir y que dependien-
do de sus valores puede existir trayectoria éptima o no.
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