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A raiz del Seminario de investigacion que realizan los estudiantes del Programa
de Matematicas y Fisica de la Universidad Surcolombiana encontramos un método
utilizado por Cauchy. Aqui lo hemos adaptado para demostrar una desigualdad
trigonométrica por Induccion Matematica.

Si a'y p son angulos que satisfacen las condiciones 0 <a < 180sy 0 < p < 1800,
entonces

sena + senp < 2 seni™\p)

Tenemos la igualdad en el caso que a = p. Para demostrar esto podemos
inicialmente mostrar que

sena +senp =2sen(fi2") cosi2" )

En efecto:
sena +senB =sen +sen *flin) =sen ("7"") cos +
sen cos +sen cos -sen (Qt"-) cos (“ *ém) =

2sen (™) cosi” ). Ahora,
a~p satisface -1802< a-p< 180sesto lleva a que cos (*=&) es positivo 0 es cero,
2

con valor maximo 1, asi tenemos que sen a +sen p=2 sen (a+p) cos (a-P) <
2 2
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Es natural pensar en la generalizacion de este resultado. Intuitivamente, tenemos
gue a,, a2.., anson angulos que satisfacen las condiciones 0 <aat < 180spara
todo j=1,2,..,,n entonces
sena,+senaz+ ... + senan< nsen nfal+a2+-+an). la igualdad

2

ocurre Sia, =a2= .. =an

Para demostrar esta corazonada, lo trataremos desarrorando una técnica empleada
por Cauchy para tratar demostraciones por Induccién Matematica.

Si llamamos a Pn, la funcidon proposicional sena,+sena2t...+senan< nsen n
(g+a2+...+anV sabemos ya que P1y P2 son verdaderas.
2

Vamos a suponer que Pn es valida para cualquier entero n > 3, y trataremos de
establecer la veracidad de Pn1.

Sea aa,taz...+an 1, n-1 angulos no todos iguales, y definamos a

ancomo an- (al+a~+-+an'D - observemos queal+az...+arf*+an- (a,+az ..
<t )+ (—tazmr +an~1"(al+a 2+.+an- 1)(1+£-) = (-£-) (al+a 2+..+an-1)=
(i[iV) (n-1) an =nan Asi que sefal +...+ sen n, +senan< n senn («l+...+«n)

implica que sefal +sena2 +... +senan, +senan<_nsena n= (n-1) sen (al+ - +an)
Ahora a partir de suponer que Pn es verdadera veamos que P2ntambién lo es.

Consideremos a,+a 2-...+azh donde los aj son angulos cualesquiera, no todos
iguales, satisfaciendo O< a. < 180aentonces tenemos: sefial +sena2+...+senan

< nsen (ai+a - +ar), y, sena ,+senam2+... +senat<_nsen
(ama+581mi2 t ... 18 Juegl sena, + sena2+... + sena2x_nsen n(gl+ntH°) +

nsen n _n[sen +sen (Vv J@g] 2n

alt.fan i k.4
[sen(— *— —----=—)] 2n sen (gl+ ).

Este resultado lo podemos enunciar como:

Teorema. Sia, +a 2+...,+anSon angulos que satisfacen las condiciones 0 < a <
180s para todo j = 1,2....n entonces: sena, +... + senant < n sen la
igualdad siy solo sia,=a ,=... =3,
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Es bastante interesante e ingenioso el método desarrollado por Cauchy para
demostrar teoremas utilizando la Induccién Matematica.
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