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RESUMEN: Se presenta en este documento un modelo matematico de hipertrofia de condrocitos, regulado por
factores moleculares capaces de predecir la aparicion y localizacioén de los centros secundarios de osificacion durante
el desarrollo de los huesos largos. De los resultados obtenidos, concluimos que la retroalimentacion (bucle) quimica
entre dos factores moleculares reactivos a través de un mecanismo de reaccion-difusion podria explicar el patron
espacial estable encontrado en el origen de los centros secundarios de osificacion, asi como también la dependencia
de dicho patréon en el tamafio y forma de la cabeza del hueso, seglin lo observado en diferentes animales.

PALABRAS CLAVE: Centros secundarios de osificacion, morfogénesis del hueso, procesos de reaccion-difusion,
simulacion en elementos finitos.

ABSTRACT: We present here a mathematical model of chondrocytes hypertrophy, regulated by molecular factors,
able to predict the onset of secondary ossification centers during long bones development. From the results obtained,
we can conclude that the chemical feedback between two reactive molecular factors through a reaction-diffusion
mechanism could explain the stable spatial pattern found in the origination of secondary ossification centers, as well
as the dependency of such a pattern on the size and shape of the bone head, in line with what has been observed in
different animals.

KEYWORDS: Secondary ossification centre, bone morphogenesis, reaction-diffusion process, finite element
simulation.

1. INTRODUCCION
La complejidad intrinseca de los mecanismos

La morfogénesis de tejidos bioldgicos es el
resultado de interacciones complejas entre la
evolucion de las especies y su adaptacion
individual al medio [1]. Las células son los
principales  actores de tales  eventos,
desempefiando una  serie de  procesos
coordinados, entre los que se destacan la
proliferacion, diferenciacion, migracion,
apoptosis y produccion de tejido. Estos procesos
son controlados por diferentes tipos de sefiales
(bioquimicas, bio-electromagnéticas,
biomecanicas) y su interaccion entre si, con la
célula y con el medio [1].

mencionados y los agentes involucrados, junto
con el conocimiento insuficiente de muchos de
ellos, impiden su modelamiento computacional
completo y por lo tanto la disponibilidad de
predicciones confiables sobre los efectos
especificos o condiciones de cambio de medio.
Sin embargo, el alcance de los métodos
computacionales es hoy en dia suficiente para
comprobar  hipétesis  fundamentales, para
entender las implicaciones de suposiciones
biofisicas, para proporcionar contra ejemplos y
para explorar nuevas ideas que son usadas para
disefiar nuevos experimentos [1].
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La osificacion endocondral es uno de los
procesos esenciales en biologia del desarrollo del
hueso y en morfogénesis, con muchas
caracteristicas comunes con otros procesos de
cicatrizacion de los tejidos humanos, con la
medicina regenerativa y con la ingenieria de
tejidos. La osificacion endocondral consiste en el
reemplazo del cartilago hialino por hueso. En
huesos largos, es iniciada en el denominado
centro de osificacion primario ubicado en la
mitad de la diafisis. El frente de osificacion
avanza hacia la epifisis, simultdneamente con el
crecimiento longitudinal del hueso.
Posteriormente, se desarrollan los centros
secundarios de osificacion que se forman
después de la natalidad dentro de cada
condroepifisis [2-7].

Hasta el momento, existen diferentes teorias que
han sido propuestas para explicar los progresos
de osificacion secundaria [3, 6, 8-11]. Algunas
de ellas suponen que la hormona paratiroidea
(PTHrP) y la proteina Indian Hedgehog (Ihh)
son los principales factores responsables para la
regulacion de la tasa de hipertrofia de
condrocitos [3]. PTHrP retarda la hipertrofia
mientras que Ihh la promueve. [3,11].
Kronenberg [3], y Provot y Schipani [6]
proponen que estos dos factores paracrinos
forman un bucle regulatorio, donde Ihh
promueve la producciéon de PTHrP mientras que
PTHrP inhibe la secrecion de Ihh. Por otra parte,
los condrocitos hipertrofiados son las principales
células reguladoras en formacién oOsea por
estimular la mineralizacion en la matriz
circundante y por atraer vasos sanguineos y con
ellos los precursores de las células Oseas
(osteoblastos 'y osteoclastos) [12-14], este
proceso esta regulado por diferentes substancias
como el factor de crecimiento endotelial vascular
(VEGF) [15-18]. Por lo tanto, la hipertrofia de
condrocitos es por consiguiente la clave para la
formacion de los centros secundarios de
osificacion [4,8].

Siguiendo la suposicion que PTHrP e Ihh forman
un bucle regulatorio bioquimico [3, 6], en este
trabajo se implementa dicho mecanismo
regulatorio utilizando un sistema de ecuaciones
de reaccion-difusion [19, 20] ampliamente
usadas en morfogénesis, en las que los factores
bioquimicos se suponen secretados por
condrocitos proliferativos.

El modelo aqui propuesto es similar a los
modelos que usan ecuaciones clasicas de
reaccion-difusion, pero se diferencia en el hecho
que la sintesis de los factores paracrinos es
debida a Ila proliferacion y poblacion de
condrocitos pre-hipertréficos que existen en la
cabeza de la epifisis. Esta suposicion implica que
los parametros no son homogéneos en el espacio,
complicando el andlisis matematico y el
correspondiente  proceso de solucion en
comparacion con parametros homogéneos
espacialmente [19-21]. No obstante, se obtienen
soluciones estables de dichos conjunto de
ecuaciones bajo un rango suficientemente amplio
de parametros, condiciones iniciales y de
contorno que guian al mismo patrdn espacial
como se observa en la naturaleza.

Estas caracteristicas permiten plantear la
hipoétesis en la cual los patrones (de aparicién y
localizacion) de los centros de osificacion
secundarios pueden ser interpretados, desde un
punto de vista matematico, como los patrones
espaciales asociados a las caracteristicas de
inestabilidad de Turing, es decir, soluciones
estables en el tiempo con un arreglo espacial
tipico asociado a cada rango de parametros del
modelo [22-24]. Estas soluciones pueden ser
identificadas fisicamente en nuestro caso con
concentraciones locales estables de los agentes
quimicos de reaccion y los condrocitos
hipertrofiados que guiaran la aparicion inicial de
los centros de osificacion secundarios.

En adelante, se presenta el modelo
computacional utilizado capaz de predecir el
origen de los centros de osificacion secundarios
regulados por las concentraciones espaciales de
PTHrP e Ihh, la poblacion de condrocitos y la
geometria de la epifisis (tamafio y forma). Se
destacan los resultados numéricos obtenidos y se
realiza una discusidn con referencia a la realidad
biologica del crecimiento dseo.

2. MATERIALES Y METODOS

2.1 Descripcion del Modelo

El proceso regulatorio que proponemos en este
modelo esta esquematizado en la figura 1 [3]. En

ella se muestra la relacion entre las sefiales
moleculares y la hipertrofia de condrocitos. La
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linea curva significa hipertrofia. La linea
discontinua significa inhibicién. La linea
continua significa activacion. PC representa
condrocitos proliferativos, HC quiere decir
condrocitos hipertréficos, PTHrP se refiere a la
hormona paratiroidea, e /hh hace referencia al
Indian Hedgehog. Se observa el bucle
regulatorio entre Thh y PTHrP donde Ihh (factor
activador) estimula la produccion de PTHrP,
mientras que PTHrP (factor inhibidor) inhibe la
secrecion de Thh.

Por consiguiente, se propone que este
mecanismo regulatorio sea modelado mediante
ecuaciones de reaccion-difusion, donde el
término de reaccidn en el proceso bioquimico de
reaccion-difusion  (sintesis de  factores
paracrinos) depende de la concentracion de
reactantes y de la densidad de condrocitos
proliferativos, mientras que la tasa de hipertrofia
depende de la concentracion de Ihh. La
suposicion principal es que los patrones de
origen para los centros de osificacion
secundarios corresponden, desde un punto de
vista matematico, al patron espacial que tiene
lugar en la aproximacion de Turing cuando dos
reactivos interactuan quimicamente (ver figura

1) [3].

Prol. Cells

Hiper. Cells

Figura 1. Sistema de control de los procesos
moleculares y celulares [3]

Figure 1. Control system of the molecular and cell
processes [3]

La definicion de las relaciones indicadas en la
figura 1 puede ser cuantificada por medio de
ecuaciones que establecen el cambio local de
factores paracrinos, condrocitos proliferativos y
condrocitos hipertrofiados. Estas ecuaciones son:
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En (1), Cpc es la concentracion de condrocitos
proliferativos, Cyc es la de los condrocitos

hipertrofiados, y Sppp Y Sy, sOn

concentraciones de PTHrP e Ihh,
respectivamente. Los demds son parametros del
modelo. @; y a, son términos de origen que
cuantifican la produccion de cada factor
molecular por la proliferacion de células, S, es
una constante que cuantifica la inhibicion de
PTHrP por su propio exceso, » regula la
interaccion no lineal entre PTHrP y las
concentraciones de Ihh que cuantifican Ia
produccion o inhibicion de cada factor
molecular, Dpry.p ¥ Dy, son los coeficientes de
difusion de PTHrP e Ihh, respectivamente.

La interpretacion bioldgica de las ecuaciones en
(1) indica que el término 7oSpTH,pleh;, es la
representacion de la activacion no lineal de
Spru-p (produccion de PTHrP bajo la presencia
de Thh). Ademas, f es la frecuencia de la
hipertrofia (porcentaje de condrocitos que
hipertrofian por unidad de tiempo), k; es una
constante que también cuantifica la tasa de
hipertrofia y finalmente d es el umbral de PTHrP
para iniciar hipertrofia.

2.2  Ejemplos de Aplicacion

Al revisar el potencial del modelo aqui propuesto
para predecir el origen de los centros secundarios
de osificacion, se analizaron las diferentes
formas y tamafios de la epifisis de un hueso
largo, correspondiente a diferentes animales y/o
organos. En particular, se utilizaron las
geometrias mostradas en las figura 2a y 2b que
corresponden a la epifisis de un fémur de un
mamifero, como pro ejemplo, un el humano. Las
dimensiones son 20 mm. de alto y 16 mm. de
ancho para la figura 2a, y 20 mm. de alto y 22
mm. De ancho para la figura 2b [25]. Un tercer
caso correspondiente al fémur de una rata que
fue analizado con la geometria y tamaifio
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mostrado en la figura 3, cuyas dimensiones son 5
mm. de ancho y 5 mm. de alto.

Figura 2. Geometria de la epifisis para grandes
animales. (a) Epifisis normal. (b) otras mallas
probadas no estructuradas

Figure 2. Geometry of the bone epyphisis for large
animals. (a) Normal epyphisis, (b) Another meshes
proved (unstructured)

Figura 3. Geometria de la epifisis 6sea de animales
pequefios, especificamente una rata. (a) Micrografia.
(b) Modelo en elementos finites

Figure 3. Geometry of the bone epyphisis for small
animals, specifically a rat. (a) Micrography, (b) finite
elements model

En todos los casos, la simulacion comienza con
condiciones iniciales similares (ver figuras 6, 7 y
8 en 0 dias): Poblacion uniforme de condrocitos
proliferativos en todas las epifisis, una alta
concentracion del factor molecular inhibidor
(PTHrP) en el pericondrio articular (1.5 ngml™)
y una alta concentracion del factor molecular
activador (Ihh) en el frente de osificacion
primaria (1.1 ngml™) (figura 6, dia 0).

2.3  Estimacion de Valores de Parametros

El conjunto de ecuaciones previamente
presentadas corresponde a un sistema acoplado
donde las ecuaciones correspondientes a factores

Garzén

moleculares (PTHrP y Ihh), son ecuaciones de
reaccion-difusion extendidas, similares a un
sistema de Turing que expone inestabilidad por
reaccion-difusion. Para (Dprup, Dmn #0),
inestabilidad reaccion-difusion (Turing) aparece
para una cierta combinacion de parametros
[19,20]. Esto define un dominio en el espacio de
parametros, llamado espacio de Turing [19,20].

Para obtener el espacio de Turing se necesita un
analisis de estabilidad lineal del sistema
reaccion-difusion  alrededor de la solucion
homogénea, la cual se obtiene forzando a que la

) oS oS
solucion sea de la forma —LMHP — (= =M
ot ot
con lo que se obtiene
2
* * a t+a, a, f

(S pranp > Si) = que

B ,70(051""0(2)2 ,
son los puntos de estado estable de la solucion de
las ecuaciones (la) y (1b). El andlisis lineal
permite encontrar la solucidon espacial lineal y
los rangos de parametros que garanticen la
aparicion de cada uno de los patrones
especificos. Por consiguiente, la solucion esta
expresada como

(SeresSin) = (Sppp + 1Sy, +v), donde u
y v son pequefias perturbaciones alrededor del
estado estable. A partir de (la) y (1b) los
resultados de estos analisis lineales permiten
escribir las siguientes inecuaciones (ver [26,27]):

PC(zyO PTHqu}hh 70% PTHrP ﬁ1)<0 (22)
2 2
CPC(V OSPTHrF(ﬂl -2 OSPTHrPgIhh)+7 0 PTHrPSIhh] >0 (2b)
CPC( Ihh(270 PTHrPglhh ﬂlj D11 P 0o }>0 (20)
C2 2 B |- 52 -
P PTHrPgIhh ')~ LrraA oS prHp 24d)

2 2
Dpriy P OSPTHrf{ﬂl ~2r OSPTHrPgIth +

S,
SerS > 0

Comparando la forma adimensional de las
ecuaciones estandar de Schnakenberg [26,27]:
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Zuz;{a—u+u2v)+vzu (3a)
it

Z‘;zy(b—uzvj—i-dvzv (3b)

con las ecuaciones descritas en (la) y (1b) se
pueden identificar los  parametros  por
comparacion de los coeficientes de las
ecuaciones de Schnakenberg y las de nuestro
modelo, tal que:

Tabla 1. Modos de vibracidon para el modelo
adimensional de Schnakenberg con a=0.1 yb=0.9,y
L=1

Table 1. Vibration modes for the dimensionless
Schnakenberg model witha = 0.1 and b= 0.9, and L
=1

D Y Modos de
onda
10 29 (1,0)
11.5776 70.6 11
10 114 2.,0)
9.1676 176.72 2.1
8.6676 230.82 (2,2)
86176 26522 3,0)
8.6676 329.20 31
8.8676 37921 (3.2)
8.6076 909.66 4,4)
2
! Dpraep (42)
O i (4b)
PTHrIz’
_Cpcht
Dprrp (40)
DPTHrPref ity % (4d)
“ %o (4e).

a=_1 |70
ﬁl ﬂl
a, [

p=_2 120
i @

Estos seis parametros caracterizan el modelo de
Schnakenberg. Por ejemplo, Madzvarnuse [26]
obtuvo valores correspondientes a diferentes
numeros de onda para un rango especifico de
este conjunto de parametros en un dominio
cuadrado bidimensional unitario 2D (ver tabla 4
y figura 4):

Figura 4. Patrones espaciales para las soluciones de

las ecuaciones de Schankenberg correspondientes a

diferentes grupos de parametros. Arriba, la solucion
para un modo de vibracion de (4,4) (cuatro semi-

ondas) a lo largo de las direcciones asociadas x y y,
con a=0.1, b=0.9, d=8.6076 y y=909.66. Abajo, la
solucion para un modo de vibracion de (1,2) con

a=0.1, b=0.9, d=9.1676 y y= 176.72

Figure 4. Spatial patterns for the solutions of the
Schankenberg equations corresponding to different
sets of parameters. Left, solution for a vibration mode
of (4,4) (four semi-waves along the x and y directions
associatedtoa=0.1,b=0.9,d =8.6076 and =
909.66. Right, solution for a vibration mode of (1,2)
witha=0.1,b=0.9,d=9.1676 and y = 176.72

En el caso del este modelo es necesario definir
un primer conjunto de ocho parametros (ver
ecuacion (4)). Para estimarlos, inicialmente se
toman en cuenta algunas  evidencias
experimentales:

L SPTHrP =1ng/ml [28]

e Periodo promedio para la formacion del
patron del centro secundario de osificacion
en la etapa del desarrollo postnatal T= 1 mes
[29].

e Diametro de cabeza femoral de 16 mm. L =
Ly=Ly=16 mm.

e (QGarcia-Aznar et al. [30] wusaron una
concentracion maxima de células
cartilaginosas de Cpc = 10° células / mm® en
el proceso de consolidacion en la
cicatrizacion de una fractura.
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Se fijan cuatro parametros, T, SprHipret O Sinhres, L
y Cpc. Entonces, usando (4a) se obtiene Dpryp =
9.9 (10"Hm’s™ y, con (4d) Bi= vo (10°*). Por
consiguiente, es necesario definir cuatro
parametros adicionales Dy, B1 (0 7o), 04 Y o
(ver tabla 2).

Como el centro secundario de osificacion debe
aparecer aproximadamente en el centro de la
cabeza del hueso, se estima que el numero de
onda para este proceso es (1,1), en otras palabras
necesitamos representar media onda estable de
PTHrP y de Ihh a lo largo de la direccidon x e y.
Para reproducir este patrén todos los parametros
deben estar en el espacio de Turing y cumplir
con las restricciones (2). Existen combinaciones
infinitas de Dy, B1, o1 ¥ 02 (0 equivalentemente
a, b, y y d de la tabla 1) pardmetros que cumplen
con las restricciones de Turing y que induce un
patron de (1,1). Como no se tiene certeza de
valores experimentales de algunos de estos
parametros, se han fijado para la presente
simulacion. Como primera aproximacion se fija
a=0.1 y b=0.9. Asi como también se fija el
patron de inestabilidad que debe aparecer (1,1)
en este caso, el resto de los parametros fueron
plenamente definidos y=11.5776 y d =70.6 o
equivalentemente estan definidos los parametros
D, B1, 01 ¥ 0p (ver tabla 3).

Tabla 2. Conjunto de valores para el proceso de
osificacion endocondral
Table 2. Set of values for the endochondral
ossification process

Parametro Valor Unidades
o 2.7(107) Kg cell's”
o 2.4(1077) Kg cell's™
B 2.7(10) mcell s
Yo 27107 | m’cell'Kg?s™
Dt | 9.9(10T) M
D 1.1(107) M’s?!

Tabla 3. Otros parametros de nuestro modelo
Table 3. Other parameters of our model

Parametro Valor Unidades
f 0.05 dia
d 0.75(107) ngmm”™
n 40 adimensional

En conclusién, se encuentran diferentes
conjuntos de parametros con algiun patrén, que

cumplen con las condiciones de Turing. Se

pueden escoger diversos valores de parametros

para obtener diferentes resultados,
especialmente:

e Los parametros cumplen con las
restricciones de Turing en (2), pero se
pueden tener diferentes numeros de onda
utilizando otros valores de la tabla 1, 0,

e Los parametros no cumplen con las
condiciones de Turing en (2), luego no es
posible un patrén espacial estable.

2.4  Implementaciéon Numérica

Estas ecuaciones han sido implementadas y
resueltas numéricamente dentro del contexto de
los Elementos Finitos. La  simulacién
computacional fue hecha por un procedimiento
incremental-iterativo que permite calcular la
evolucion de la concentracion de los factores
paracrinos (Sprup, Smn) y la poblacion de
condrocitos (Cpc, Cyc). La integracion del
tiempo fue desarrollado por medio de un
esquema de diferencias hacia atrds de Euler
mientras que el lazo iterativo fue resuelto por
una aproximacion de punto fijo.

Se supone que el cartilago hialino inicial es una
matriz estructural con una concentracion inicial
de condrocitos de 10° células / mm’. Las
concentraciones iniciales de PTHrP e Thh fueron
respectivamente fijadas en el pericondrio
articular y en el centro del cartilago hialino [3].
Esta suposicion estd inspirada en los modelos
bioldgicos de desarrollo [26] en los cuales las
condiciones iniciales son tomadas como
perturbaciones pequefias alrededor de un estado
estable uniforme.

3. RESULTADOS

Como consecuencia de la interaccion quimica
entre ambos reactantes, se predijo un patrén
espacial estable en el tiempo. Las figuras
muestran la evolucion en el tiempo de la
concentracion de factores paracrinos y la
densidad de los condrocitos hipertrofiados. En la
figura Sc, por ejemplo, se observa la evolucion
de la hipertrofia de condrocitos,
aproximadamente a los 1.5 meses, en un area
cercana al frente de osificacién primaria,



Dyna 160, 2009 33

especificamente en el centro de la epifisis.
Después de 3 meses, se produce un centro
secundario de osificacion debido a la baja
concentracion del inhibidor (PTHrP) (figura 5a).
Por consiguiente, se observa la concordancia
ligada entre la localizacion del centro secundario
de osificacion en un mamifero (un cerdo),
mostrado en la figura 5d [35], y nuestra
prediccion numérica. Por su parte, en la figura 6
se muestra la evolucion del nivel de hipertrofia
de los condorcitos que conforman el centro
secundario de osificacion en hueso cuya cabeza
es mas grande, como ocurre, por ejemplo en el
fémur en la articulacion de la rodilla. Aqui se
nota la aparicion de dos centros secundarios de
osificacion, similar a lo que ocurre en la realidad
clinica.

A continuacion, se analiza el caso de un hueso
largo de un animal pequefio, como una rata (Fig.
7). En este caso, el espacio disponible para que
los factores paracrinos interactuen es mucho
menor debido a las dimensiones de la cabeza del
hueso, generando, sorprendentemente, un patron
completamente diferente con la localizacion de
areas especificas en la periferia de la epifisis.
Este hecho, podria en realidad corresponder al
desarrollo de los canales del cartilago que han
sido observados experimentalmente en esta clase
de animales, en lugares cerca de los contornos de
la epifisis (ver fig. 7 y su contraste experimental
figura 8).

Figura 5. Resultados de la primera geometria
simulada, se muestra la formacion del centro de
osificacion secundaria en un hueso largo un cerdo c).
El tiempo de analisis es postnatal. a) Concentracion
de PTHrP en el momento del nacimiento; b)
Concentracion de PTHrP en t=3.5 meses.; c)
Concentracion de células hipertrofiadas

Figure 5. Results for the first simulated geometry,
showing the formation of the secondary ossification
centre in a long bone of a mammal c¢). Time of
analysis is postnatal. a) PTHrP concentration in t=0;
b) PTHrP concentration at t=3.5 months

ag b €) L |

Figura 6. Resultados para la segunda geometria
simulada, se muestra la formacion de los centros de
osificacion secundaria en un hueso largo de un
mamifero con una cabeza ancha. El tiempo de analisis
es postnatal. a) Concentracion de PTHrP; b)
concentracion de Thh; ¢) concentracion de células
hipertrofiadas (en t= 3.5 meses)

Figure 6. Results for the second simulated geometry,
showing the formation of secondary ossification
centers in a long bone of a mammal with a wider

head. Time of analysis is postnatal. a) PTHrP
concentration; b) Ihh concentration; ¢) Concentration
of hypertrophied cells (at t= 3.5 months).

" N
’
-
a) b) c)

Figura 7. Formacion de los centros secundarios de
osificacioén en un animal pequefio como una rata. La
osificacion comienza en dos lugares cerca del
contorno. El tiempo de analisis es postnatal. a)

Concentracion de PTHrP; b) Concentracion de Thh; ¢)
Concentracion de células hipertrofiadas (en t=11 dias)

b 2

Figure 7. Formation of secondary ossification centers
in a small animal like a rat. Ossification starts at two
places near the boundary. Time of analysis is
postnatal. a) PTHrP concentration; b) Thh
concentration; ¢) Concentration of hypertrophied cells
(at t=11 days)

Canal de Cartilago

Zona de Ranvier

Figura 8. Brote de invasion vascular en el condilo de
la periferia femoral de un ratéon

Figure 8. Vascular bud invasion in the peripherical
femoral condyle of a mouse
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4. DISCUSION

Aunque la aplicacion de los modelos de Turing
en Dbiologia del desarrollo han sido
continuamente sujeto de controversia [36,24], ha
aparecido un interés reciente como consecuencia
del trabajo presentado por Sick et. al [37] en el
cual confirma la validacion de las ecuaciones de
reaccion-difusion en un ejemplo especifico de
formacion de patrones bioldgicos (crecimiento
del foliculo de cabello). El trabajo aqui
presentado ilustra y sustenta la validacion de
estos modelos para describir los procesos
fundamentales que ocurren durante los eventos
complejos de formacion de patrones en la
biologia del hueso. De los resultados mostrados
hasta este punto, se concluye que la
retroalimentacion quimica entre dos factores
moleculares reactivos (activador-inhibidor) en la
epifisis de los huesos largos puede ser una razén
importante para haber encontrado un patrén
espacial estable complejo en el origen de los
centros secundarios de osificacion, y puede
también ayudar a explicar la dependencia de
cada patrén en el tamafio y la forma de la cabeza
del hueso, en concordancia con lo que ha sido
experimentalmente observado en diferentes
animales.

No obstante, estos resultados han sido obtenidos
con un modelo matematico basado en
suposiciones y simplificaciones que tienen que
ser sefialados y discutidos.

Se presenta la hipdtesis que el origen de los
centros secundarios de osificacion estan
regulados por células a través de dos reactantes
bioquimicos (se han asumido Ihh-PTHrP). No
obstante, se conoce que en esa ectapa de
desarrollo del hueso existen otros factores
moleculares actuando en la epifisis (Ej. BMP,
TGF-B, FGFs, etc.) [17]. Hasta ahora, se
presenta un gran esfuerzo en este trabajo por
aclarar la mision de cada una de estas sustancias,
su interaccion completa y la regulacion de sus
procesos. Esta mision es posible por la existencia
de un mecanismo activador-inhibidor que
garantiza una alta estabilidad para este proceso
de desarrollo. En el modelo se suponen, como
condiciones iniciales, que el factor inhibidor es
generado por células pericondriales en la parte

superior de la epifisis, mientras que el factor
activador es producido en la parte baja, en el
centro de osificacion primaria. Sin embargo, el
tipo de inestabilidad espacial obtenida es casi
independiente de las condiciones iniciales. De
hecho, el modelo conduce al mismo estado final
estable (estado atractor), incluso si comenzamos
desde casi cualquier condicion inicial con
parametros similares a los usados en este trabajo.
Este modelo es por tanto muy estable y robusto
en consideracion a las condiciones iniciales y a
un rango de parametros

La produccion de factores activador-inhibidor se
debe a los condrocitos proliferativos, aunque los
condrocitos pre-hipertrofiados pueden también
secretar estos y otros factores, estos condrocitos
principalmente aparecen una vez se desarrolla el
centro secundario de osificacion. Sin embargo,
se hace especial enfoque solo a la aparicién de
los centros secundarios de osificacion, y no en su
desarrollo completo durante la formacion del
hueso. Para esta etapa subsiguiente, un modelo
que solo incorpore influencias quimicas
probablemente no sera suficiente, también se
debe tomar en cuenta las restricciones de carga y
contorno (efectos mecanicos) y factores
bioquimicos adicionales.

El valor numérico de algunos de los parametros
usados en la simulacion es desconocido, y por lo
tanto, han sido supuestos. De hecho, tenemos
solo valores encontrados en la literatura sobre
experimentos similares. Por ejemplo, Liang et.
Al [31] ha experimentado con BSA (Bovine
Serum Albumin) in hidrogel en 37 grados
Celsius donde encontraron un coeficiente de
difusién en el rango 4.98-8.21 (107'") m%s.
Philipott et al [32] midio la difusion de las
hormonas LH en células de rata encontrando un
coeficiente de difusion de 5.8 (10'*) m%s. En
nuestro analisis los valores estimados resultaron
en un rango similar a los encontrados.

Para concluir, a pesar de todas las
simplificaciones y limitaciones antes
mencionadas, el modelo matematico propuesto
es capaz de reproducir muchas de las
caracteristicas del origen de los centros
secundarios de osificacion, incluyendo su
insensibilidad relativa a las condiciones iniciales



Dyna 160, 2009 35

y valores de los parametros, y su dependencia
sobre la forma y tamafo de la cabeza de la
epifisis, o, equivalentemente, en la etapa del
desarrollo de la cabeza 6sea. En adicidon, esta
aproximacién permite nuevas ideas a pruebas
experimentales para demostrar no sélo la validez
de las suposiciones fundamentales citadas
anteriormente sino también que los parametros
en las ecuaciones de control satisfacen las
restricciones del modelo.
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