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RESUMEN

Estetrabajo tiene como propdsitos estudiar la evolucion de la inflacion trimestralen Colombia, duranteel
periodocomprendidoentre 1954y 1996, a travésdelametodologiade Hamilron (1989)y segundo presentar algunos
wno@a)smhaomdoscondahamewdologm,la cudlintroducecambiosderégimen enel andlisiscorrvencional de
series detiempo. En general, esta metodologia permite estimar modelos ARIMA con pardmetros o varianzas
cambiantes en el tiempo. En este caso, tales cambios en el modelo de la inflacidn sesuponen asociados a posibles
regimenes distintos dondelainflacion presentacambiosensunivel oensu variabilidad. Estamodelacion posibilita
elreconocimiento delosdistintos vegimenes atravésdel tiempo (por germplodos vegimenes : inflacion altae inflacion
baja)en lo referenteasu tiempo promedio de duracion'y alaprobabilidad asociadaa cadauno deellos, esdecir, la
pmbabzlzdaddeefmrenunregzmenpammhrenunmomenzodadodd tiempo. Las probabilidades detransicion
estimaas permiten.concluir, poreemplo, quealestar en un régimen deinflacion trimestral moderado, la
probabilidad depermanecerenésteesrmity alta(0,94), entantoque pasar dedste an régimen deinflacionpromedio
dltatieneunaprobabilidad de(0,05), la cuales cinco vecesmayor que laestimada paralatransicion demoderadaa
baja(0,01) Adicionalmente, sepuaieobserquuehnwamapméubdzdaddepamnmmmmmoregnnmse
tieneenaquelcaracterizado comodeinflaciony vaniabilidadmoderadas.
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1. INTRODUCCION

Este trabajo tiene como propésitos estudiar la evolucién de la inflacion trimestral en
Colombia, durante el periodo comprendido entre 1954 y 1996, a través de la metodologia
de Hamilton (1989), presentar algunos conceptos relacionados con dicha metodologfa, la
cual introduce cambios de régimen en el anilisis convencional de series de tiempo. Es
importante aclarar que, a pesar de que los resultados pudiesen ser mas interesantes al
trabajar con inflacién anual, el estudio se lleva a cabo sobre la inflacién trimestral, debido a
requetimientos econométricos del procedimiento. La existencia de los diferentes regimenes
es inicialmente identificada a través de pruebas sobre estabilidad de pardmetros.

Dado que la metodologia de series de tiempo propuesta por Box-Jenkins (1976) estima
patimetros invariantes a través del tiempo, su aplicacién es apropiada tan solo en la modelacién
de series de tiempo estacionarias' en su periodo completo de estudio. Este hecho nos llevaa
preguntarnos como modelar una serie que exhibe, durante dicho periodo, cambios en la varianza
y/o0 en la media, los cuales definen subperiodos especificos que podrian estar asociados con
eventos de caricter econdmico. Una respuesta a tal inquietud se tiene en el modelo “Switching’
de Hamilton, donde tales cambios de régimen o del estado de la naturaleza se consideran a
través de cadenas de Markov y de distribuciones mixtas de probabilidad.

El modelo “Switching de Hamilton” parte de un modelo de series de tiempo
autorregresivo (AR) y de unos valores iniciales para las distintas medias y varianzas asociadas
a cada régimen®. Suponiendo normalidad, se construye en cada momento del tiempo y
para cada régimen una funcién de verosimilitud sobre los errores del modelo autorregresivo
y se estiman los parametros que maximizan dicha funcién. Es de sefialar que, dentro del
conjunto de parametros se encuentran, también, las probabilidades de transicién entre
regimenes, las cuales se calculan mediante el teorema de Bayes. La estimacién de los
parimetros que maximizan la funcién de verosimilitud, sobre un espacio de parimetros
especifico, se lleva a cabo a través de métodos numéricos utilizando algoritmos iterativos®.

El trabajo esti organizado asi: en la seccion II se presenta un modelo de series de
tiempo autorregresivo sobre la inflacién trimestral y la evaluacién de la estabilidad de sus
parametros considerando diferentes submuestras; lo antetior con el objetivo de identificar
de manera preliminar periodos de diferente comportamiento de la inflacién. La seccion 111
tiene un caracter pedagégico, consigna el marco teérico del modelo “Switching” de Hamilton,
explicando en detalle los conceptos relacionados con cadenas de Markov, distribuciones
mixtas de probabilidad y modelos de seties de tiempo con cambios de régimen y por
tltimo, en la seccién IV, se muestran los resultados obtenidos al aplicar esta metodologia
ala inflacién trimestral colombiana para el periodo de referencia.

1 Series estacionarias o series transformadas para alcanzar estacionariedad.

2 ElnGmero de regimenes, entendiendo éstos como periodos observados de comportamiento diferente, es especificado
por el investigador y luego contrastade mediante pruebas estadisticas.

3 Unaexplicacion mas detallada sobre el método de estimacion se encuentra en el marco tedrico, seccidn Il
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1. IDENTIFICACION PRELIMINAR DE DIFERENTES
COMPORTAMIENTOS DE LA INFLACION

En esta seccién se presentan los resultados de las diferentes pruebas econométricas que
permiten inferir la existencia de distintos comportamientos.de la inflacién trimestral de
Colombia durante el petiodo comptendido entre 1954 y 1996. El reconocimiento de los
distintos patrones de comportamiento de la inflacién trimestral se lleva a cabo mediante
pruebas de estabilidad de los parimetros de un modelo autorregresivo de la inflacién
trimestral estimado para diferentes submuestras. Tal diferencia de comportamientos justifica
la modelacién de la inflacién, para el periodo completo, tan solo mediante técnicas de
series de tiempo que consideren dichos cambios de régimen.

A. Andlisis descriptivo

GRAFICO 1
Inflacién trimestral en Colombia
(Basada en el IPC total)
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El Grafico 1 muestra la evolucion de la inflacion trimestral en Colombia* durante el
periodo comprendido entre 1954 y 1996. Un analisis del Grafico 1 podria llevar al
reconocimiento de tres periodos o regimenes diferentes en lo concerniente a nivel y a
variabilidad de la serie. Un ptimer periodo podtia considerarse hasta 1970, un segundo,
desde 1971 hasta 1989 y el dltimo corresponderia al periodo comprendido entre 1990 y
1996. Sin embargo, tal analisis no garantiza que la determinacién de las tres submuestras
sea tinica, es decir, los regimenes podtian estar asociados a petiodos un poco diferentes. Es
de sefialar que el Grafico 2, presentado posteriormente, valida la particién ya mencionada
de la muestra bajo estudio. El primer periodo se caracteriza por una inflacién trimestral
promedio baja con una alta variabilidad. Las altas inflaciones del periodo, las cuales son

4 Eneste trabajo, la inflacion trimestral se define como la diferencia del logaritmo del indice de precios al consumidor
total nacional {IPC).
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fuente de la alta variabilidad, podrian estar asociadas a hechos tales como la recesién mundial
de 1957, la devaluacion yel incremento de salarios de 1962 y la politica fiscal de dicho afio,
la cual incrementd las tasas de crecimiento de la base monetaria. El segundo petiodo se
caracteriza por un nivel de inflacién promedio mayor y una variabilidad menor que las
correspondientes al primer periodo. Es de sefialar que el alto nivel de inflacién observado
en 1977 se deriva de la bonanza cafetera de dicho afio y del “boom” de pagos externos de
1976. En general, las inflaciones altas en promedio pueden estar explicadas por el déficit
fiscal como fuente de expansién monetaria. El ultimo periodo se caracteriza por no presentar
valores extremos de inflacién trimestral, hecho que conduce a una variabilidad estable, la
cual es mas baja que las observadas en los periodos antetiores. Los mayores valores de
inflacién se presentan entre 1990 y 1991, debido a la devaluacién nominal llevada a cabo
con el fin de “preparar” la economia para la apertura. Sin embargo, a pesar de tales valores,
durante este tltimo periodo se observa una leve tendencia a la baja. Es de sefialar, que
durante dicho periodo, las politicas del Banco de la Republica se han orientado
principalmente para lograr las metas basicas de inflacién anual®.

Con el propésito de verificar empiricamente la existencia de un comportamiento
diferente de la inflacién trimestral en los periodos previamente identificados mediante
técnicas descriptivas®, se parte de la modelacién de la inflacién a través de un esquema de
series de tiempo autorregresivo tanto a nivel de la muestra completa como de cada una de
las submuestras ya mencionadas y se llevan a cabo pruebas sobre la estabilidad de los
parametros asociados a cada modelo. La presencia de inestabilidad en los parimetros del
modelo especificado para la muestra completa y de estabilidad en cada submuestra es un
indicio de la existencia de los diferentes regimenes ya mencionados.

B. Pruebas sobre existencia de raiz unitaria

Con el prop6sito de modelar la inflacién trimestral a través de un esquema
autorregresivo, tanto a nivel de la muestra completa como de las submuestras, es necesario
determinar el orden de integracién de la serie en cada uno de los periodos de anilisis.

El Cuadro 1 presenta los resultados de las pruebas de Dickey-Fuller, DF, y KPSS para
los diferentes petiodos. Los resultados de las pruebas permiten concluir que, para los
distintos periodos, la inflacién trimestral en Colombia es estacionaria’. Es de sefialar que,
para el periodo comprendido entre 1990 y 1996 no existe evidencia para rechazar la hipétesis
de rafz unitaria bajo la prueba de Dickey-Fuller, a un nivel de significancia del 10% , sin
embargo, bajo la prueba KPSS se encuentra estacionariedad. Es de mencionat que, la
prueba KPSS se puede considerar més adecuada debido a que ésta presenta mayor potencia
frente a la prueba tradicional DF.

5 Notas Editoriales, Revista del Banco de la RepUblica:1954-1996.
6 Esdecir, laexistencia de diferentes regimenes.

7  EBlrequerimiento mencionado en la introduccion se trata de la exigencia de que la serie bajo estudio sea estacionaria, por
consiguiente, el trabajo no puede llevarse a cabo sobre lainflacion anual ya que ésta es integrada de orden uno, K(12).
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CUADRO1
Pruebas de raiz unitaria sobre la inflacién trimestral (DLIPC)
Periodo Prueba Dickey-Fuller Prueba KPSS**
Estadistica | ValoresCriticos | LjungBox* | Estadistica | ValoresCriticos
(00=5%y 0=10%) _sobreresiduales (o=5%yo=10%)

1954:11-1996:IV| 1 =528 3.44y-3.14 50.20 n,=01162 | 0. 146 y 0.119
(.18

1954:11-1970:1V T’u='4'44‘ 291y-2.59 6.18 T]“=0.1243 0.463 y 0.347
098)

1971:1- 1989:IV Tu=-3.66 -2.90y-2.59 18.78 T]u=0.1788 0.463 y 0.347
047)

1990:1- 1996:1V Tz='3'19 -3.58y-3.22 397 T|r=0.0895 0.146 y 0.119
o | |

* Estadisfica calcolado utilizando un nimero de observaciones igual a T/4, enire paréntesis se reporta su PNolue.
** En ol cilculo de lo ventang de Bartlett se ufilizo 18.

C. Modelos autorregresivos

Como se mencion anteriormente, la inflacién trimestral es modelada a través de series
de tiempo bajo un esquema autorregresivo de orden 5, los resultados de las estimaciones
de dicho modelo con base en las diferentes submuestras se presentan en el Cuadro 2°.

CUADRO 2
Estimacién por submuestra del modelo autorregresivo
ALIPC, = 6 + $ALIPC, | + $,ALIPC,_, + $,ALIPC,_, + §,ALIPC, , + §,ALIPC,; + ¢,
V(g)=0"
Periodo o ¢ & o ¢ 6 LusgBor
1954:11- 1996:IV 0.0395  -0.3577 0.1252 -0.1766 -0.4315 0.1267 0.0220 63.79
(0.0057) (0.0770) (0.0743) (0.0742) (0.0758) (0.0781) (0.021)
1954.11- 1970:IV 0.0231  -0.3519 0.0286 0.05%6 -0.2716 0.2096 0.0221 15.10
(0.0040) (0.1244) (0.1272) (0.1283) (0.1290) (0.1256) (0.301)
1971:1- 1989:IV 0.0508  -0.2529 0.4167 -0.2108 -0.1514 0.0798 0.0214 16.23
(0.0028) (0.1186) (0.1209) (0.1287) (0.1228) (0.1203) (0.237)
1990:1-1996:IV  0.0576  -0.1677 0.0390 0.0237 -0.8903 0.1506 " 0.0110 0.91
(0.0092) (0.1940) (0.0642) (0.0774) (0.0864) (0.2132) (0.341)

Nota: Las estadisticas asoiadas o los pavdmetros del modelo, reporfadas entre paréntesis, corresponden a sus desviociones estdndar. Para la estadistica de Ljung-
Box enfre parénesis se reporta su P-Valve.
* Estodistica caleulada utilizando un nomero de observaciones igual o T/4.

_ 5
g 1- Z ,s=1 ¢i
ALIPC, = LIPC, — LIPC,_,

8 Lo anterior llevaria a pensar que para lamuestra completa la serie podria ser modelada a través de una representacion
autorregresiva de orden mayor a €inco.
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Como puede apreciarse, la estadistica Ljung-Box en cada submuestra evidencia un
comportamiento ruido blanco en los residuales, situacion que no se tiene al analizar la muestra
completa, este hecho podtia deberse ala mezcla de diferentes regimenes durante el perfodo en
cuestion

D. Analisis recursivo

Con el fin de aclarar la inquietud sobre la posible existencia de diferentes regimenes
planteada por el comportamiento de los tesiduales de la muestra completa, se lleva a cabo
un andlisis basado en procedimientos econométricos de caricter recursivo sobre la media y
los tesiduales de dicho modelo.

Para la muestra completa bajo el modelo autortegresivo, los Graficos 2 y 3 presentan la
estimacién de la suma acumulada de los residuales recursivos® (CUSUM) y de las diferentes
medias recursivas de la inflacién trimestral, respectivamente. En general, los residuales y las
medias recursivas permiten evidenciar cambios en la media condicional'® de la serie bajo
estudio.

Como se observa en el Grafico 3, podtian existir 3 submuestras en las cuales la inflacién
trimestral tiene un comportamiento aproximadamente similar. La primera submuestra
comprende el periodo entre 1954 y 1970, en ella se refleja, en general, un comportamiento
estable del nivel medio de la inflacién trimestral; la segunda, conformada por el periodo
comprendido entre 1971 y 1989, donde se presenta un comportamiento creciente del nivel
medio de la inflacién y por tltimo, el periodo comprendido entre 1990 y 1996 donde,
nuevamente, se vuelve a observar una inflacién media estable. Del Grifico 2 se desprende
un analisis similar al realizado sobre el Grafico 3 respecto a la evolucion del comportamiento
de la inflacién media. Es de sefialar que, estas tres submuestras coinciden con los regimenes
o petiodos, identificados en la descripcién grifica, de diferente comportamiento de la
inflacién ya mencionados en la seccion I1A.

E. Pruebas sobre estabilidad de los pardmetros

Con el fin de establecer una comprobacion formal de la existencia de los diferentes
regimenes, se llevan a cabo dos tipos de pruebas sobre estabilidad de los parametros de los
modelos autorregresivos, de orden cinco, estimados bajo la muestra completa, asi como
bajo las 3 submuestras ya identificadas.

9  Eneste caso, el procedimiento de estimacion recursiva lieva a cabo la estimacion de los parametros del modelo
autorregresivo utitizando informacion hasta el momento t, pronostica la inflacién trimestral para el momento t+1
yconstruye el residual como la diferencia entre dicho prondstico y el correspondiente dato observado. Posteriormente,
se lleva a cabo un ejercicio simitar, de estimacion con informacion hasta t+1 y de prondstico y calculo del residual
para t+2y asi de manera sucesiva. Este procedimiento aplicado a lamuestra completa genera un conjunto de series
de parametros estimados y de residuales recursivos.

10 Donde lamedia condicional en(t) se define para una serie como su valor esperado con informacion hasta el momento
(t1).
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GRAFICO 2
Suma acumulada de residuales recursivos
(Basada en el modelo Autorregresivo de los cambios trimestrales del IPC)
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GRAFICO 3
Estimacion recursiva de la media de la inflacién
(Basada en el modelo Autorregresivo de los cambios trimestrales del IPC)
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El Cuadro 3 presenta los resultados de la prueba de Chow sobre la inestabilidad
de los pardmetros. Esta prueba tiene como objetivo mostrar que los puntos delimitadores
de las submuestras, ya identificadas, son verdaderos puntos de quiebre estructural de los
modelos autorregresivos. Al considerar el periodo completo se reconoce, a través de las
estadisticas F y de razén de verosimilitud a un nivel de significancia del 5%, la existencia de
quiebres estructurales en 1970.IV y 1989.IV. Un analisis posterior, bajo las mismas
estadisticas y a un nivel de significancia del 5%, confirma como punto de quiebre para el
periodo comprendido entre 1954.11 y 1989.IV a 1970.1V y para el periodo 1971.1 -
1996.1V, con un nivel de significancia del 10%, a 1989.1V. De esta forma, no existe evidencia
para rechazar los puntos delimitadores de las submuestras como puntos de quiebre

estructural de los modelos autorregresivos de la inflacién trimestral.
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CUADRO 3
Prueba de Chow sobre inestabilidad de los pardmetros del modelo
ALIPC, = & + ¢,ALIPC, , + $,ALIPC, , + ¢,ALIPC,_; + ¢,ALIPC,_, + ,ALIPC  +¢,
Periodo Punto(s) de quiebre EstadisticaF  Estadistica de razon
de verosimulitud

1954:11 - 1996:IV  1970:1V y 19891V 2.8424 34.4267

(0.0015) (0.0006)

1954:11-1989:1V  1970:1V 3.5538 21.5757

(0.0028) (0.0014)

1971:1 - 1996:1V 1989:1V 1.9330 12.3476

(0.0837) (0.0546)

Nota: P-Yalues entre paréntesis.

ALIPC, = LIPC, - LIPC,_,

Con el propésito de verificar si existe o no estabilidad en los parémetros.del modelo
autorregresivo en la muestra completa como en cada una de las submuestras, se lleva a cabo
la prueba de Hansen (1992). En general, esta prueba permite reconocet en un modelo la
estabilidad de sus pardmetros, incluyendo la varianza, tanto de manera individual como
conjunta. El Cuadro 4 consigna los resultados de Ia prueba de estabilidad de Hansen.
Como puede concluirse, para el periodo completo, considerando un nivel de significancia
del 10%, se presentan como inestables 4 de los 7 parimetros bajo la prueba individual, en
tanto que, la prueba conjunta reporta inestabilidad. Al analizar la estabilidad de los
parametros del modelo en cada una de las submuestras no existe evidencia para rechazar
ésta tanto bajo las pruebas individuales como bajo la prueba conjunta.

Las dos prucbas anteriores permiten concluir, primero, que existen puntos de
quiebre estructural en la inflacién trimestral durante el periodo completo de analisis y
segundo, que las submuestras identificadas en la seccién IIA pueden ser modeladas
correctamente a través de esquemas autotregresivos, al no presentar estos evidencia de
inestabilidad en los parametros. Es de sefialar, que en el enfoque aqui presentado, estas
pruebas solo pueden considerar pocos puntos de quiebre estructural determinados
previamente. El llevar a cabo la modelacién por submuestra presenta basicamente dos
inconvenientes: i) disminucién en el tamafio de la muestra que implica una pérdida en los
grados de libertad de los modelos y ii) falta de certeza sobre la existencia de un dnico
régimen en cada submuestra, es decir, las pruebas sobre estabilidad de los parametros no
implican tal unicidad.

Los dos inconvenientes mencionados anteriormente motivan la bisqueda de un método
que permita incorporar en el modelo seleccionado para la muestra completa todos los posibles
cambios de régimen durante el periodo en cuestion. Una de las metodologias que posibilita tal
consideracién es la sugerida por Hamilton bajo los modelos de series de tiempo con cambios
de régimen. Previamente a la presentacion de resultados bajo esta metodologia, se explicarin en
la siguiente seccién algunos conceptos te6ticos relacionados con ella.
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CUADRO 4
Prueba de Hansen sobre inestabilidad de los parametros del modelo
ALIPC, = & + $,ALIPC, , + ,ALIPC, , + $,ALIPC, , + §,ALIPC,_, + $,ALIPC, , + &,
V(e )= o?
Prueba
Prueba individual conjunta'
V.C. (0t=5%): 0.470 V.C.(0t=10%): 0.353 V.C. (0:=5%): 190
V.C.la=10%): 169
Periodo S o, 9, o, 9, s S
1954:11-1996:IV 04805 0.0921 0.1303 06235* 0.6028* 03544 0.1068 1.8914**
1954:11-1970:.IV 0.0777 0.0533 00344 00518 0.0288 00359 0.1139 0.5409
1971:1-1989:IV 00542 0.0343 0.0418 00367 0.0492 00648 00873 0.5794
1990:1-1996:IV  0.0657 0.1137 0.0657 0.0442 0.0840 0.1162 04344 1.1221

* Existe evidencia para rechazar la hiptesis nula (estabilided en los pardmetros) o un nivel de significancia def 5%.
**Existe evidencia para rechozar lo hipétesis nula (estabilidad en los pardmetros) a un nivel de significancia del 10%.

I1l. MARCO TEORICO DE LA METODOLOGIA DE HAMILTON

El objetivo de esta seccién es presentar formalmente el modelo “switching” de Hamilton
que es utilizado posteriormente en el anilisis de la evolucién de la inflacién trimestral en
Colombia. La consideracién de cambios de régimen en la especificacion de modelos de
series de tiempo se lleva a cabo en esta metodologia mediante el manejo de cadenas de
Markov de primer orden y funciones mixtas de distribucion.

A. Cadenas de Markov

Algunas series econdmicas exhiben patrones de comportamiento muy diferentes a
través del tiempo, los cuales pueden estar asociados con cambios en la media o en la
varianza de su proceso generador. Tales cambios podrian ser el resultado, por ejemplo, de
crisis financieras, de cambios draméticos en las politicas gubernamentales, etc.

El conjunto de subperiodos donde la serie exhibe un patrén similar en varianza
y en media determina un régimen o estado de la naturaleza particular. Por ejemplo, en el
Grifico 4 laserie X , serie hipotética, presenta un patron de comportamiento similar en los
subperfodos comprendidos entre t0-t1 y t2-t3 determinando un régimen o estado de la
naturaleza, en tanto que, en los comprendidos entre t1-t2 y t3-t4 se exhibe una media y/o
varianza distinta que produce un régimen diferente.

11 Considerando un modelo autorregresivo de orden ocho para la muestra completa, la estadistica asociada ala prueba
de estabilidad conjunta de Hansen esigual a 1.8551. Resultado que confirma la existencia de inestabilidad de los
parametros asociados a dicho modelo.
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GRAFICO 4
Serie hipotética X,
N
Xt
> t
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Es decir, en este ejemplo, la serie X presenta dos regimenes en el periodo de estudio.
Por consiguiente, en su analisis es importante poder determinar en qué régimen se encuentra
ésta serie en un momento particular del tiempo. Tal determinacién se puede formalizar
definiendo una variable aleatoria discreta, s , que puede tomar los valores {1,2}2. Si se
supone que la probabilidad de que s_seaigual aun valorj (j : 1, 2) depende solamente del
valor de la variable aleatoria s en el periodo anterior, s _:

pis,=jls_=i,8,,=k,..}=pls,=jls,_ =i} =p; (™)

se tiene un proceso conocido como cadena de Markov de orden uno con una matriz de
transicién de probabilidades {p} ;. ,,, donde p, determina la probabilidad de que al
estado j le siga el estado i, y p, + p, = 1(i=1,2)" .

La anterior presentacién sobre X puede ser generalizada a series que muestren N
regimenes distintos, en tal caso, la variable aleatoria s puede tomar los valores {1,2,....N}
y si se tiene (1) el proceso es una cadena markoviana de orden uno con matriz de transicién
de Prf)babllldafi {Py} ijurz, oy CONPy + Py +o¥P e = 1 (i=1,2,...,N) es decir, se puede
definir la matriz de probabilidades P de la siguiente forma:

Pn Pu -+ Pm
p= P:lz p:22 p1:v2 @
Pin  Pan ' Dwy

12 Parael ejemplo particular, el nimero de regimenes exhibidos por la serie es 2.

13 Propiedad de las probabilidades
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donde se cumple que el producto entre la traspuesta de la matriz de transicién y el
vector unitario es un vector de unos:

Plil=1]: 3)

Las cadenas de Markov pueden ser representadas también a través de notacion vectorial
definiendo vectores aleatorios (Nx1), § , cuyos elementos son ceros a excepcién del

j-ésimo, el cual es igual a uno si el régimen en el tiempo t es j, asi: ¢ = {0,0,--»,0, 1 0,---,0]
e
J-e'simo
paras =j . Elj-ésimo elemento de & _, es una variable aleatoria que alcanza el valor de
uno con probabilidad p, sis, = i, es decir:

E(,,

Piv

en forma general, (4) puede ser reescrito como sigue:

E(&., &)=P¢ ©)

asi, la anterior ecuacion representa en forma vectorial una cadena de Markov de orden
uno', el resultado consignado en (5) implica que:

s =Po +v,, ©

donde Vil = §t+l - E<§t+1 | é) 7)

como se observa claramente, la ecuacion (6) corresponde a un modelo de vectores
autorregresivos de orden uno® para § . Bajo el esquema de vectores autorregresivos de
orden uno, se tiene que:

_ 2 m—1 m 8
§t+m ~'vt+m + Pvt+m—] + P vt+m—2 +"'+P vt+1 + P 5: ( )

por consiguiente, el prondstico m periodos adelante para € * es:

Ele., |&)=pPme ©

14 Dado que el valor esperado condicional de £, tan solo depende de su vator inmediatamente anterior.
15 VAR(1).

16 Véase, Lutkephol, H. (1993).
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De esta forma, las probabilidades de transicion » periodos adelante para una cadena de
Markov se determinan a partir de la matriz resultante del producto m veces de la matriz de
transicion P por sf misma. Asi, la probabilidad de que una observacion del régimen i sea
seguida » periodos adelante por una observacion del régimen j esta dada por el elemento
(ji) de la matriz P™.

Es de serialar, que en la discusién hasta este punto sélo se referencian expectativas
condicionales sobre los vectores § , como se presenta en (9),debido a que éstas son necesarias
en la construccion de sus pronésticos. Sin embargo, si el interés se centra en la determinacion
de las expectativas incondicionales sobre los vectores &t , es necesario considerar una clase
especial de cadenas de Markov denominadas ergédicas'’, ya que en la determinacién de
dicha expectativa se requiere del vector de probabilidades ergédicas, I1, el cual se define
como el vector propio de P asociado al valor propio unitario (PII=IT). Como se presenta
en Hamilton (1994), para una cadena de Markov ergddica con matriz de transicion P se
tiene que :

lim P" =111 donde 1’ = (1,1,...,1)’ (10)

m—»w

Reemplazando (10) en (9), cuando 7 tiende a infinito, se encuentra que el prondstico de
largo plazo para una cadena de Markov ergédica es igual al vector de probabilidades ergodicas e
independiente del estado en que se encuentra el proceso en el momento (t), es decir :

E(&.. &) =Pm¢ > m an

—>00

por consiguiente, la expectativa incondicional de €, es también igual al vector de
probabilidades ergddicas, asi:

E(¢) =1 12)

B. Funciones mixtas de distribucion

El segundo concepto utilizado en la metodologia “switching” de Hamilton es el de las
funciones mixtas de distribucién, las cuales permiten determinar la funcién de verosimilitud
base de la estimacién de los parametros de interés. En los modelos de cambios de régimen,
la funcién de distribucién en (t) de la variable objetivo, X, depende del valor (j) alcanzado
por el régimen, (s ) en dicho momento, (s, = j), es decir :

FX, |s,=p 13)

17 Una cadena de Markov se dice ergddica si es irreducible y su matriz de transicién P tiene un valor propio igual ala
unidad y los restantes se encuentran dentro del circulo unitario. La condicién del valor propio unitario siempre se
tiene, yaque Py P’ comparten sus valores propios y como se muestra en la ecuacion (3), P’ presenta un valor propio
unitario. Es de sefalar que, la condicién de ser reducible se alcanza si el proceso es absorbido, es decir, sial entrar
en un estado particular (j) no se puede volver a salir de €I, P{s,= jt =1. Una cadenade Markov no reducible se dice
irreducible.
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el analisis de funciones mixtas'® de distribuciéon permite determinar la funciéon de
distribucion incondicional de X mediante la distribucién marginal del producto de (13)
con la funcién de probabilidad de la variable s, asi:

FX)=2 fX, |s,=pPGes,=p

donde la funcién de distribucion conjunta f (X, l s, = J) P(s, = j) eselresultado

de aplicar la definicién de probabilidad condicional:
P(X,s,=)=Ff(X, |s,=DHPGs,=)) (3

Es de sefialar, que de la ecuacion (14), bajo el supuesto de que la variable s (t = 1,...,T)
es independiente e idénticamente distribuida, se deriva la funcién de verosimilitud™ (16)
para el conjunto de pardmetros, ©, considerados en las funciones de densidad de (14).

T
L©) = logf(X,:0) (16)
t=1

el estimador del vector de parametros © se obtiene maximizando L (@), el ejercicio de

maximizacién debe llevarse a cabo a través de métodos numéticos™ en la medida en que

no exista solucién analitica para ésta.

Dado un conjunto de observaciones de la variable de interés, {X }, uno de los objetivos,
bajo el anilisis de modelos “swirching”’, es hacer inferencia sobre los diferentes regimenes
presentados por la serie a través del tiempo. Formalmente, se desea determinar:

P(s,=j|X,;0) j=12,..,N; t=12,..T (17
lo cual puede llevarse a cabo aplicando el teorema de Bayes, de la siguiente manera :
P(s, = ji®)f (X, |s, = J:0)

f(X,50)

donde al reemplazar el denominador por (14) se tiene de manera completa la

P(s,=j | X,;0)= (18)

representacion de Bayes.

C. Modelacidn de series de tiempo con cambios de régimen

Como se menciond anteriormente, el objetivo de la metodologia “switching” es la
construccién de modelos de series de tiempo sobre variables que presentan

18 Se entiende por funcién mixta de distribucion la suma de funciones de densidad diferentes, ya sea por parametros
o por forma funcional de la distribucion. Claramente (14) es una funcion de este tipo.

19 Véase en Hamilton(1994) un ejemplo donde se supone una distribucion normal en (13).
20 Dentro del conjunto de métodos numéricos se encuentra el algoritmo EM, el cual es utilizado en Hamiiton (1994)

para encontrar los estimadores de méxima verosimilitud de los pardmetros asociados con modelos “switching” o
con cambios de régimen.
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comportamientos similares al exhibido por la serie X , Grafico 1. En la modelacion de
series de tiempo con cambios de reglmen se involucran los conceptos ya considerados de
cadenas de Markov y de funciones mixtas de distribucién con la metodologfa tradicional de
series de tiempo sobre modelos autorregresivos (AR).

La gran diferencia entre la metodologfa de series de tiempo tradicional modelo ARIMA
con intervencién y los modelos con cambios de régimen “switching” radica primordialmente
en el caricter estocastico de la variable asociada con dichos cambios. Asi, si se considera que
la serie X, Grafico 1, sigue un proceso autorregresivo de orden uno, con cambios de
régimen fac1lmente reconoc1bles que afectan tan solo el nivel de la variable, bajo la
metodologia tradicional se pueden formular los siguientes dos modelos :

X, — =¢(Xt—l —/'ll)+gt para t=(f,,5)(, ,15) 19

X, -1 =¢(Xt_, —y2)+g, para t=(t, ,t,)U(t;,1,) (20)

los cuales podrian ser estimados en conjunto adicionando al modelo autorregresivo
una variable deterministica de intervencién. En el contexto general de cambios de régimen,
el uso de esta técnica estd sujeto a varias criticas, las cuales se centran, especialmente, en el
hecho de que el reconocimiento de los diferentes estados no es deterministico? y que por
consiguiente, es inapropiado tratar de modelarlos a través de tales variables de
intervencién?. Sisobre este mismo ejemplo se supone que los cambios de régimen no
son deterministicos, utilizando la metodologia “switching” se tiene el siguiente modelo:

X, —u, = ¢(X 1 M )+ £, @D

donde U, esigual al valor esperado de la serie bajo el régimen uno o bajo el régimen
dos dependiendo del valor que tome la variable de estados , 1 6 2, respectivamente®.

En general, en la modelacién de series de tiempo sobre una variable X que presenta, a
través del periodo de estudio, cambios de régimen gobernados por una variable aleatoria
s,, se supone que la funcién de densidad condicional de X esta dada por :

F(X s =0 XX ) @

21 Esdecir, el régimen asociado a lavariable en cada momento del tiempo puede no ser reconocible mediante observacion
y por consiguiente, no ser conocido.

22 Unade las mayores desventajas del uso de modelos con intervencion se tiene en la construccion de pronost;cos fuera
de muestra, debido a que se requiere el conocimiento de las observaciones de las variables de intervencion fuera del
periodo de anélisis. Por ejemplo, al considerar la serie X Gréfico 1, no es muy claro si para construir sus prondsticos
fuera de muestra deba utilizarse el modelo (19) o et modelo (20)

23 Enelmodelo (21), los cambios de régimen estan dados solo por cambios del nivel medio de la serie, en lanota de pie
de pégina 19 se presenta como podria ser generalizado este modelo de tal forma que también tenga en cuenta
cambios en la varianza entre los distintos regimenes.
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donde la variable aleatoria s sigue una cadena de Markov de orden uno con probabilidades
de transicién p,, ecuacién (1), y a representa el vector de pardmetros que caracterizan a las
funciones de densidad condicionadas a cada reglmen posible (j = 1,2,...,N), en forma
compacta tales funciones se notan porm, como sigue :

(%, s, =1,?(,,---,Xﬂ;a)

(%, a)

Uno delos objetivos en este tipo de modelo es estimar el conjunto de parametros Q, el cual
esta compuesto por el vector 0** y por las probabilidades de transicién p,, con base en la
historia de X. Como también, determinar el régimen® en el que se encuentra el proceso en cada
momento del tiempo, con base en la probabilidad condicional de la variable de estado:

n = 23)

= N9X1 a"',X,_l;

Pis,=j|X,,.X,;0) @4
Como ya se menciond, la probabilidad presentada en (24) permite hacer inferencia
acerca del valor de la variable de estado con base en: i) la informacién observada hasta el
momento (t) y ii) el conocimiento de los parametros poblacionales. En forma vectorial
dichas probabilidades, para los N estados posibles de la naturaleza, pueden ser expresadas

24 Asumiendo que (22) sigue una distribucion normal, a estaria conformado por los pardmetros asociados a la parte

autorregresiva (¢'s) y por las diferentes medias y varianzas correspondientes a cada uno de los distintos estados.
25 Porejemplo, sien el modelo (21) se consideran tan sdlo dos estados de la naturaleza, j=1, 2, es necesario definir
dos variables de estado, la primera, s*, referente a los dos estados iniciales (estados primitivos) y la segunda, Sy
asociada a los estados finales, es decw

S

[ |

NN R

nounon
B WN R
L0 09

i in
NP Nk
(I) (n !I) (ﬂ

y
y
y
y

nm -m ;-m ;-m

oS

los cuatro estados finales aparecen como resuttado del supuesto realizado sobre el comportamiento markoviano de
orden uno de la variable s’,. Asumiendo normalidad, el vector h, sedefine asi :

1 —[(x, _:ul)_¢(xt~1 _/ul)]z
270° op 20'12
Ax, |5, =1.%,.%, . :a) Lo [ - )= B - )]
f(X, |s,=2 Xl,--,XH;a) 270 203
= =
f(X, |s,=3,X1,~--,X,_1;a) 1 "[(x,“/ll)—¢(x,_[_‘uz)]2
f(X, |s,=4,X1,~-,X,_,;a) V276? P 207
1 ~[(x — ) - Hxs - )]
N27c? P 20;

Si se supone que para todos los regimenes se tiene la misma varianza entonces (& 12 =
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A

a través del vector gm asi:

Pls, =1]X,,+.X,.0}
é, = ' ®

P{s, =N l).(l,-u,xt,(a}

la inferencia éptima y el prondstico en cada momento del tiempo (t) puede ser calculado
iterando sobre el siguiente par de ecuaciones :

gﬂt _ E"’_lﬁ')_ . (26)
I (§r|z—1 ° 77;)
é;um = P-ém @

el simbolo o denota multiplicacién de elemento por elemento. Dando valores iniciales

alos vectores &, v © seiniciael proceso de iteracion entre (26) y (27) parat=1,...,T que

A

permite calcular 5,,, y éﬁ-llt :

La funcién de verosimilitud L(@ ) asociada al conjunto de parimetros @ de interés se

define como:

T
Zlog f(Xt ‘Xl"”’X,_l ;)
t=1
donde:
f(Xt le’”"Xt~1 ’®) = r(éh—l °© 77:) (28)

El numerador de (26) puede ser interpretado como la funcién de densidad conjunta de
Xy s, dado quesuj-ésimo (j=1,...,N) elemento es el producto de P{s, | X,,....X,;, © }

y f (X : ‘ s, =7, XX, ;9), los cuales corresponden a los j-ésimos elementos de
érlhl yde n, reSpectivamente. Ast:
[érlt—loﬂ,]j = P{S’t = J ,Xl ’---,X,_l ,@} f(Xt *S' = j’Xl ,...’Xt-‘ ’6)(29)

- P{X, s = X, X ;G)}
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El denominador de (26) puede entenderse como la sumatoria de (29) sobre los N
posibles estados, es decir:

1'(5,"_1%7,) = i P{X, s,=J X XL ;@} (30)
p=

lo cual equivale de acuerdo a (28) a la funcién de densidad marginal de X_ .

De (29) y (30) se desprende que el j-ésimo elemento de (26), dado por la razén entre la
probabilidad conjuntadex_ y's =jy lafuncién de densidad de X, equivale a la probabilidad
condicionaldes dado X .

Es de sefialar que en el proceso iterativo entre las ecuaciones (26) y (27) anteriormente
descrito, el vector de parimetros @ fue considerado como conocido, sin embargo, su valor

es generalmente desconocido y puede ser determinado como aquel que maximiza la funcién
de verosimilitud L(Q) presentada en (28).

IV. RESULTADOS BAJO LA METODOLOGIA DE HAMILTON

La metodologia propuesta por Hamilton se implementa sobre la inflacién trimestral de
Colombia para el periodo comprendido entre 1954 y 1996, utilizando para ello un modelo de
series de tiempo autorregresivo de orden (5)% y una cadena de Markov de orden (1) con tres
regimenes, los cuales consideran conjuntamente cambios en el nivel medio de la serie y en la
variabilidad. El ejercicio se inicia considerando la existencia de solo dos regimenes. Sin embargo,
los resultados muestran evidencia de un tercer estado. Asi, la determinacién de los tres estados
no se deriva del analisis descriptivo presentado en la seccién II.

En el Cuadro 5 se presentan los resultados de la estimacién del modelo “switching” en
lo que respecta a los niveles medios de la inflacién trimestral y la varianza asociados a cada
uno de los tres regimenes” , como también, las probabilidades de transicién entre regimenes.

Es de sefialar, que la caracterizacién determinada por el modelo sobre los diferentes
regimenes es como sigue: nivel promedio alto y variabilidad baja para el primer régimen,
nivel y variabilidad moderadas para el segundo y para el tercero nivel promedio bajo y
variabilidad alta® . Un resultado interesante est vinculado con el hecho de que inflaciones

26 Apesar de que para la muestra completa el modelo AR(5) no presenta residuales ruido blanco, la metodologfa “ switch-
ing” de Hamilton parte de este modelo, ya que al considerar uno de orden superior se tiene un alto costo computacional.
Sin embargo, en la aproximacion del problema a través de las diferentes submuestras este modelo es correcto
(Cuadro 4). Es de sefalar que, bajo el modelo AR(5), el algoritmo de estimacion bajo “ switching” requiere de 20 dias
continuos de ejecucion en un computador Sun Station.

27 Laprogrameacion delametodologia “switching” de Hamitton fue desarmoliada a través del méaduio IML de SAS, Version 6.12.

28 Esimportante sefalar gue en este contexto los calificativos: “alto, moderado y bajo” sobre el nivel promedio y la
variabilidad de la inflacion trimestral en cada régimen, encontrados por el modelo, no estan asociados a los rangos
usuales en la literatura de inflacién. En este trabajo se consideran tales calificativos Gnicamente con el propésito
de diferenciar los regimenes bajo un ordenamiento de mayor a menor.
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trimestrales promedio altas tienen asociadas bajas variabilidades y viceversa, resultado
también encontrado en Echeverry (1995). Las probabilidades de transiciéon estimadas
permiten concluir, por ejemplo, que al estar en un régimen de inflacion trimestral moderado,
la probabilidad de permanecer en éste es muy alta (0,94), en tanto que pasar de éste a un
régimen de inflacion promedio alta tiene una probabilidad de (0,05), la cual es cinco veces
mayor que la estimada para la transicién de moderada a baja (0,01). Adicionalmente, se
puede observar que la maxima probabilidad de permanecer en un mismo régimen se tiene
en aquel caracterizado como de inflacion y variabilidad moderadas.

Dado que el trabajo se lleva a cabo sobre la inflacién trimestral y que el manejo usual de
la serie de inflacion se lleva a cabo a través de la calculada mediante variaciones anuales, se
realiza un ejercicio de aproximacién al nivel medio de la inflacién anual. Asf, al considerar
que el nivel promedio y la variabilidad de la inflacién trimestral se mantienen durante todo
el afio dentro del mismo régimen se tiene una inflacién anual de: i) 30,6% para el régimen
correspondiente a nivel promedio alto y variabilidad baja, ii) 16,5% bajo nivel promedio y
variabilidad modetrados y (iii) 15.2% para el ultimo régimen, es decir, el de nivel promedio
bajo y variabilidad alta. Es de anotar que, a pesar de que los niveles promedio anuales de
inflacién correspondientes a los regimenes 2 y 3 son similares, la principal diferencia entre
ellos esta dada por sus correspondientes variabilidades.

El Grifico 5 muestra las probabilidades asociadas a los tres regimenes de la inflacién
trimestral, es de recordar que, como ya se menciond, en el contexto presente un cambio de
régimen sobre la inflacién estd determinado por un cambio en su media y/o en su varianza.
La interpretacién del Grafico 5 se debe llevar a cabo de la siguiente forma: las 3 figuras del
Grifico corresponden a los tres regimenes caracterizados por el modelo, asi, si para una
figura particular, en un momento del tiempo (t), se registra una probabilidad estimada
mayor que 0,5, significa, en general, que la inflacidn pertenece al régimen correspondiente a
dicha figura. Como resultado interesante de sefialar se tiene que al finalizar el periodo de
estudio (1996.1V) la inflacién trimestral puede ser ubicada dentro del régimen descrito por
nivel y variabilidad moderados. Es importante resaltar que, como puede observarse en el
Grifico 5, al comparar las probabilidades con el nivel observado de inflacién trimestral, la
caracterizacién de los diferentes regimenes no solo tienen en cuenta el nivel sino también la
vatiabilidad.
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CUADRO 5
Estimacion del modelo autorregresivo bajo cambios de régimen
para la inflacién trimestral

Modelo:

ALIRC, -, = ¢,(ALIPC, , — ;. )+ 4, (aLIPC, , -y Yo gi(atiPC .~ u ) g (aLiPC, - Jra(aLpC - uy e,

Parametros autorregresivos estimados: 4, = 0265 4, =—-0.018 ¢, =0003 4, =0810 4, =-0167

Estado* i, G P(S,>S,) P(S,—S,) P(S,—S,)
(1)

Inflacidén alta 0.069  0.00010 P, P, P,
variabilidad baja 0.44 0.27 0.29

(2)

Inflacién y

variabilidad  0.039 0.00011 P, P, P,
moderada 0.05 0.94 0.01
3)

Inflaciénbaja  0.036  0.00193 P, P, P,
variabilidad alta 0.37 0.0001 0.6299

* i se hubiesen estimado intervalos de confianza para lo media y la varianza correspondientes a cada régimen,la determinacién de estado en términos del
nivel de la media y de lo magnitud de la varianza podrian haber sido diferentes

Un ejercicio adicional se lleva a cabo para el periodo comprendido entre 1971.1y 1996.1V,
con el objetivo de determinar, de cierta forma, lo robusto de los resultados frente a cambios
de muestra, es decir, revisar si estos cambiaban o no, al no considerar, en el conjunto de
informacidn, las décadas de los cincuenta y los sesenta. Como se aprecia en el Grafico 6, los
resultados son similares a los obtenidos en el ejercicio inicial. Sin embargo, el cambio mas
notable se da en la transicién del estado de inflacién alta y variabilidad baja a los estados
restantes durante el afio 1987. Es de sefialar que los resultados obtenidos para los afios
1990y 1991 se mantienen.
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GRAFICO 5
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