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Resumen: En este articulo presentamos resultados de un estudio sobre la ense-
nanza del calculo estimativo para la multiplicacion y la division. Los analisis
preliminares permitieron inventariar y analizar la variedad de problemas en
diferentes fuentes y a partir de variaciones de los mismos disefiamos una secuen-
cia de 14 clases para 5to ano de la escuela primaria. El estudio se centro en los
conocimientos puestos en juego por los alumnos, en las intervenciones didacticas
y en las interacciones en las clases. En este trabajo se documentan y analizan
en particular las dificultades a las que se enfrentaron los alumnos y los proce-
dimientos usados, tanto correctos como incorrectos, cuando resuelven problemas
que implican anticipar si un cociente sera mayor, menor o igual al cociente de
otro calculo dado. Entre los marcos teoricos de referencia para el disefio y el
analisis de las clases se destacan la Teoria de las Situaciones Didacticas (Brous-
seau, 2007) y la metodologia de la Ingenieria Didactica (Artigue, 1998). La inten-
cion de este estudio es aportar conocimientos sobre la ensefianza del calculo
estimativo al sistema educativo y al desarrollo de futuras investigaciones.
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Abstract: In this article, we present the results of a study regarding the teaching
of estimative calculation for multiplication and division. The preliminary anal-
ysis enabled the enumeration and analysis of the variety of the problems in
different sources. Using their variations as a starting point, we designed a
sequence of 14 lessons for the 5th grade of primary school. The study focused
on the knowledge of the students, the didactic interventions and the interaction
during class. This work documents and analyzes the difficulties faced by the
students and the procedures used - correct or incorrect- when they solve
problems that involve the anticipation of whether a quotient will be higher,
lower or equal to that one of another calculation given. The theoretical frame-
work to design and analyze the sequence was the Theory of Didactic Situations
(Brousseau, 2007) and the methodology of Didactic Engineering (Artigue,
1998) The aim of this work is not only contribute to the teaching of estimative
calculation but also the developing of new didactic investigations.

Keywords: Computational estimation, multiplicative problems, didactic sequence,
Theory of Didactical Situations, primary school.

1. INTRODUCCION

Presentaremos algunos resultados de un estudio que se propuso indagar la
ensefanza del célculo estimativo en alumnos de tercer ciclo* de la escuela
primaria. En particular, analizaremos las dificultades a las que se enfrentan
alumnos de quinto grado de primaria al resolver problemas que implican com-
parar expresiones multiplicativas y los procedimientos usados —tanto correctos
como incorrectos—. Los conocimientos de los alumnos se identificaron a lo largo
de una secuencia didactica de 14 clases, disenada especialmente para este
estudio y en el marco de una tesis de maestria (Stauffer, 2018).2

El calculo mental estimativo o aproximado es un tipo de problemas dentro
del calculo mental. A diferencia del calculo mental exacto, el calculo estimativo

rcer ciclo en México correspon no rimaria.
* El tercer ciclo en México corresponde a 5°y 6° afno de primaria
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busca un resultado cuyo grado de aproximacion puede variar seguin el problema.
Segovia y Castro (1989) definen la estimacion como “juicio sobre el valor del
resultado de una operacion numeérica o de la medida de una cantidad, en fun-
cion de circunstancias individuales del que lo emite” (p.18). Este tipo de calculo
esta presente en la vida cotidiana de nuestra cultura, ya sea para obtener un
resultado numeérico, como lo senala la cita anterior o, para tomar una decision.
Por ejemplo, los adultos utilizamos principalmente el calculo estimativo en situa-
ciones de compra-venta donde debe decidirse qué opcion conviene mas (‘Un
paquete de 18 pastelillos por $540 es mas economico que tres de 6 pastelillos
por $192?"). Ya solo el uso social justificaria su ensefianza en las escuelas pri-
marias; pero ademas, este tipo de calculo constituye un importante recurso de
control, dado que permite anticipar el rango posible de un resultado y luego
revisar la validez del mismo a través de un cdlculo exacto.

El calculo mental estimativo juega un rol importante en el aprendizaje de
los conocimientos matematicos. Investigaciones realizadas con ninos por Lerner
(2005) y retomadas para estudiantes adultos por Broitman (2012), muestran que
el trabajo con ciertos problemas de calculo mental estimativo contribuye a la
construccion de algunas relaciones y caracteristicas de nuestro sistema de nume-
racion. Se proponen, por ejemplo, problemas en los que los estudiantes tengan
que anticipar con qué numero empieza el resultado de un calculo como 56 +
22, u otros donde tengan que decidir si un calculo como 29 + 49 puede dar
ochenta y algo o no. Resolviendo este tipo de problemas los estudiantes se
enfrentan a tomar decisiones relacionadas con la agrupacion decimal y el valor
posicional, pilares importantes de nuestro sistema de numeracion.

Algunos autores sefnalan, ademas, que ciertos problemas de calculo mental
estimativo tienen el potencial de promover procedimientos de tipo algebraico en
los alumnos. Mason, Graham, Pimm y Gowar (1985) identifican cuatro raices del
algebra: aritmética generalizada; posibilidades y restricciones; reordenamiento y
manipulacién y expresion de la generalidad. Mencionan que la esencia de la
raiz de la llamada expresion de la generalidad esta en “identificar y aprovechar
aquellos momentos cuando los alumnos estan realizando calculos que pueden
revelar, con un poquito de indagacion, las reglas de la aritmética” (p. 90) y entre
otros, los calculos estimativos posibilitarian dicha cuestion. Por ejemplo, decidir
si 12 x 12600 es menor, mayor o igual a 24 x 6300, o la misma situacién de los
pastelillos anteriormente citada, son problemas que implican un tipo de calculo
que conduce a una practica algebraica, en lugar de buscar resultados numéricos
como suele hacerse en aritmética.
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Por algunas de estas razones u otras, el curriculo de México como el de
Argentina® incorporan el calculo estimativo o el calculo aproximado como con-
tenido en la escuela primaria.

En Meéxico, en los “Propositos del estudio de las Matematicas para la Educa-
cion Primaria” se menciona de manera explicita el calculo estimativo:

En esta fase de su educacion, como resultado del estudio de las Matematicas se
espera que los alumnos utilicen el calculo mental, la estimacion de resultados o las
operaciones escritas con numeros naturales, asi como la sumay resta con numeros
fraccionarios y decimales para resolver problemas aditivos y multiplicativos. (Secre-
taria de Educacion Publica, 2011, p. 62)

Sin embargo, los materiales curriculares de apoyo para el maestro contienen
pocas propuestas explicitas sobre como abordar las también escasas actividades
de célculo estimativo que presentan los libros de texto oficiales.® Por ejemplo, el
Libro del maestro de Matemdticas quinto grado (SEP, 2016) —grado en el que
se realizo la investigacion que aqui se reporta— presenta sugerencias didacticas
Unicamente para dos lecciones explicitamente dedicadas al calculo mental
(sumay resta de fracciones y de numeros decimales), y la estimacion Unicamente
se aborda en una leccion sobre la estimacion del peso.

En Argentina encontramos una mayor presencia del calculo estimativo en
los documentos curriculares, y se reconoce la importancia de que los alumnos
lo desarrollen a lo largo de la educacion primaria. En los Nucleos de los
Aprendizajes Prioritarios (NAP) elaborados por el Ministerio de Educacion,
Ciencia y Tecnologia (2005) para el segundo ciclo de la escuela primaria, se
plantea la necesidad de ofrecer situaciones de enseflanza que promuevan “El
analisis y el uso reflexivo de distintos procedimientos para estimar y calcular
en forma exacta y aproximada” (p. 17). La importancia asignada al calculo
estimativo en este documento de caracter nacional aparece en todos los grados
de la escuela primaria.

También numerosos libros de texto de este pais presentan propuestas de
ensenanza del calculo estimativo, por ejemplo, Saiz y Parra (2013) y Broitman,

> Hemos analizado en particular su ensefianza en estos dos paises por ser los de nuestros dmbitos
de trabajo e investigacion.

® En las escuelas primarias de México se distribuyen gratuitamente libros de texto de Matematicas y
de otras asignaturas. Esos libros son elaborados en la Secretaria de Educacion Publica.
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C, ltzcovich, H, Novembre, A, Escobar, M, Grimaldi, V., Ponce, H, y Sancha, I.
(2015). Asimismo, ponemos en relieve la existencia de varios materiales pro-
ducidos para docentes con orientaciones para la ensenanza del calculo esti-
mativo, por ejemplo, Broitman, C. (2011), y Cdlculo mental con ntimeros
naturales publicado por la Secretaria de Educacion del Gobierno de la Ciudad
de Buenos Aires (2006).

2. REFERENCIAS CONCEPTUALES Y DECISIONES METODOLOGICAS

La investigacion realizada, de la que aqui solo se reporta un aspecto, tuvo la
intencion de estudiar la ensefanza y el aprendizaje escolar del calculo estima-
tivo, poniendo énfasis en los tipos de problemas, en las intervenciones didacticas
y en los conocimientos de los alumnos, considerando las interacciones entre
unos y otros aspectos. Para este fin elaboramos una secuencia didactica de 14
clases durante la cual trabajamos con tres tipos de problemas diferentes que se
presentaran mas adelante.

Para disenar y anticipar la gestion de la clase en torno a los problemas
seleccionados, nos hemos apoyado en algunos conceptos centrales de la Teoria
de las Situaciones Didacticas de Brousseau (Brousseau, 2007). En particular
hemos tomado su nocion de devolucion, en el sentido del otorgamiento a los
estudiantes de la responsabilidad matematica de resolver los problemas pro-
puestos a partir de sus propios puntos de partida. Asi, hemos buscado instalar
condiciones para que produzcan y transformen sus conocimientos. Otra idea de
referencia de esta teoria, y que hemos adoptado para estas clases, es que los
alumnos puedan hacerse cargo de la validacion de sus decisiones e ideas
matematicas, en lugar de que estas sean solo una responsabilidad del docente
cuando determina si las respuestas dadas son o no pertinentes y correctas. Por
otra parte, nos resulta también un aporte la concepcion brousseauniana de
produccion colectiva del conocimiento matematico a través de procesos de deba-
te entre los alumnos y conducidos por el docente. En las clases de la secuencia
fomentamos estos espacios y documentamos en este trabajo algunos episodios
que dan cuenta de ello. Otra nocién también central para el disefo de la pre-
sente secuencia didactica es el concepto de institucionalizacion, el cual hace
referencia a las diferentes intervenciones del docente dirigidas a la toma de
conciencia de los alumnos de aquello que han producido, poniendo en relacion
sus conocimientos con determinados saberes matematicos. EI concepto de
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institucionalizacion se hace presente en las maneras en las que el docente va
dirimiendo los avances en los conocimientos producidos por los alumnos.

Con respecto a los conocimientos de los alumnos, se buscaba identificar
procedimientos correctos y erroneos, asi como las dificultades que podrian apa-
recer en alumnos de quinto grado de una escuela primaria al resolver problemas
de cada tipo de los seleccionados.

Implementamos la secuencia durante los meses de noviembre y diciembre
de 2016 en un grupo de 5° grado de un colegio bilinglie (espafol-aleman) de la
ciudad de Querétaro, México. Aunque la lengua materna de la gran mayoria de los
alumnos del colegio es el espanol, las clases de matematicas se imparten en aleman.
Por lo mismo, decidimos aplicar la secuencia en esa lengua, para no alterar la
dinamica establecida en el colegio y reconociendo, ademas, que la mayoria de
los alumnos ya tienen una larga experiencia con ese idioma. Sin embargo,
durante la implementacién de la secuencia se aceptaron respuestas de los
alumnos también en espanol y, se les invité a usar su lengua materna en caso
de que tuvieran dificultades para expresarse en aleman.

Si bien la elaboracion de la secuencia didactica no fue en sentido estricto
una Ingenieria Didactica (Artigue, 1998), tomamos de dicha metodologia los
siguientes aspectos: la realizacion de analisis preliminares incluyendo antece-
dentes de otros estudios, producciones curriculares, libros de texto y materiales
para docentes; el diseno y analisis a priori de las situaciones de ensenfanza para
anticipar errores, procedimientos, intervenciones didacticas, entre otras cuestio-
nes; una fase de implementacion o experimentacion y luego, un analisis a
posteriori, con su consecuente validacion a partir de contrastar anticipaciones y
supuestos con los resultados efectivamente obtenidos en la ensenanza.

Los analisis preliminares nos permitieron inventariar los tipos de problemas
de calculo estimativo presentes en diferentes fuentes: investigaciones, produccion
curricular, libros de texto, materiales para docentes, etc. A partir de un analisis
riguroso de esos problemas decidimos seleccionar algunos para nuestro estudio,
disenando una secuencia didactica en la que se adaptaban o recreaban varios
de los tipos de problemas identificados.

Finalmente, la secuencia a implementar abarcaria 14 clases de 45 minutos
cada una, durante las cuales se implementaron diferentes tipos de problemas
para la multiplicacion y para la division, y en cada uno de ellos se comandaban
variables didacticas que permitirian graduar la complejidad de los mismos.
Asimismo, la secuencia incluia momentos de repaso, de evaluacion, de analisis
de la evaluacion, entre otros.
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Los tipos de problemas que estaban incluidos en la secuencia definitiva
fueron:’

A. Anticipar si el producto/cociente es menor, igual o mayor a un nimero dado
Ejemplo:
260 + 24 da
O menos que 10
O igual a 10
O mas que 10

B. Encuadrar el producto/cociente entre nimeros dados
Ejemplo:
5940 + 24 da
O entre 0y 10
O entre 10y 100
O entre 100 y 1000

C. Anticipar si el producto/cociente serd mayor, menor o igual al resultado de
otro calculo dado
Ejemplo:
Decide si el cociente de 24’800 + 6 es mayor, menor o igual al cociente de 12400 + 38

Cada uno de estos tres tipos de problemas se plantearon para la multiplicacién
y luego para la division. Ademas, dentro de cada tipo se secuenciaban por grado
de dificultad variando los numeros y las relaciones entre los nimeros.

Al terminar la implementacion de la secuencia hicimos un analisis exhaustivo
de las intervenciones didacticas y de los procedimientos, errores y dificultades de
los alumnos al resolver cada tipo de problemas. Presentaremos Unicamente los
errores y dificultades que manifestaron los alumnos al resolver problemas del tipo
descrito en el inciso C y solamente para la division: anticipar si el cociente sera
mayor, menor o igual al cociente de otro calculo dado.

7 Por razones de espacio no se explicita en este articulo el analisis a priori de la tipologia de problemas
que permitié construir criterios de eleccion y secuenciacion de tipos de problemas.

8 Si bien la norma es el Sistema Internacional de Medidas (SI) que propone separar los numeros en
grupos de tres cifras con un espacio, hemos decidido preservar en este articulo la escritura utilizada con los
alumnos, forma generalizada en la escuela donde se implement¢ la secuencia.
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3. ERRORES Y DIFICULTADES DE LOS ALUMNOS EN PROBLEMAS QUE
IMPLICAN ANTICIPAR SI EL COCIENTE SERA MAYOR, MENOR O IGUAL AL
COCIENTE DE OTRO CALCULO DADO

Dentro de la secuencia didactica mencionada se propusieron a los alumnos
problemas que exigian anticipar si el cociente de un cdlculo seria mayor, menor
o0 igual al cociente de otro calculo dado. En el interior de este tipo de problemas
se pueden distinguir:

* aquellos donde solamente se variaba el dividendo o el divisor (p.ej. com-
parar 24'800 + 6 con 24'800 + 12, o comparar 24800 + 6 con 12400 + 6)

* aquellos donde se variaban simultdneamente el dividendo y el divisor (p.ej.
comparar 24'800 + 6 con 12400 = 3).

Los problemas donde solamente era diferente el dividendo o el divisor causaron
poca dificultad. En cambio, los problemas donde el dividendo y el divisor eran
diferentes si dieron lugar a variados errores. Respecto a estos ultimos problemas
trabajamos con diferentes variantes:

e se multiplican/dividen el dividendo y el divisor por/entre el mismo ndmero
(Ejemplo: comparar 24’800 + 6 con 12400 + 3; el cociente sigue igual);

e se multiplica uno de los dos por un nimero, mientras que el otro se divide
entre el mismo numero (Ejemplo: comparar 24800 ~ 6 con 12400 + 12;
el cociente aumenta/disminuye)

* se agregan/quitan mil al dividendo mientras que al divisor se le quita/
agrega uno (Ejemplo: comparar 24’800 + 6 con 23'800 =+ 7).

En una evaluacion que hicimos a los alumnos en la clase numero 10 de la
secuencia didactica, identificamos que en las dos primeras variantes hubo
errores similares a los que se habian manifestado anteriormente en la com-
paracion de multiplicaciones: aparentemente mas de la mitad de los alumnos
se confundio en cuanto a las relaciones que se pueden establecer entre dos
multiplicaciones y las que se pueden establecer entre dos divisiones. En la
comparacion de dos multiplicaciones (p. ej. 12 x 12600 con 24 x 6300) se
puede establecer que si se multiplica uno de los factores por un nimero y se
divide el otro entre el mismo numero, se mantiene el resultado. Sin embargo,
esta relacion no es valida al comparar dos divisiones. En el problema de decidir
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si 24’800 + 3 da lo mismo que 12’400 + 6, doce de veinte alumnos dijeron,
errbneamente, que si da lo mismo; todos ellos explicaron su respuesta diciendo
que se multiplicé el dividendo por 2 y se dividié el divisor entre 2, y que por
eso ‘se compensa’. Veamos la explicacion de José: “Da lo mismo porque el
dividendo es lo doble y el divisor es la mitad, y da lo mismo porque el dividendo
se hace lo doble y el divisor se hace la mitad.

Algo parecido surgi¢ en el problema de comparar el calculo 6200 + 3
con el calculo 12400 + 6, que si da el mismo resultado. Solamente la mitad
de los veinte alumnos resolvio de manera correcta este problema; quienes
eligieron la respuesta incorrecta justificaron recurriendo a relaciones erro-
neas, como lo muestra el siguiente ejemplo de Juan: “Parece que fuera lo
mismo, pero no, porque tendrian que ser opuestos para ser igual.

También la tercera variante (se agregan/quitan 1000 al dividendo mientras
que al divisor se le quita/agrega 1, p.ej. comparar 24’800 + 6 con 23800 + 7)
dio lugar a confusion; varios alumnos comentaron que estos problemas daban
lo mismo, “porque le quitas 1 (que de hecho son 1000) al dividendo y le sumas
1 al divisor'. Es interesante que, por un lado, los alumnos consideren que con
esa modificacién se mantiene el resultado, como si se tratara de una “‘compen-
sacion’; por el otro lado, llama la atencion que este razonamiento haya aparecido
en diferentes momentos de la secuencia.

La primera vez que se identificd esa ‘compensacion’ fue durante un juego de
equipos que se hizo en la octava clase. Este juego se llevo a cabo primero con
una mitad del grupo, y luego con la otra mitad. Para asegurarse de ganar, al interior
de su propio equipo los alumnos tenian que dar a conocer sus estrategias sobre
como comparar calculos, tanto de multiplicaciones como de divisiones. Se formaron
equipos de 3 0 4 alumnos y se les dio la siguiente consigna:

1. Entre ustedes recuerden y expliquense las diferentes relaciones entre las
multiplicaciones y divisiones que hemos encontrado en las sesiones
anteriores.

2. Va a pasar un alumno de cada equipo para resolver un problema de
comparacion entre calculos. En ese momento su equipo no puede ayu-
darlo. Por eso es importante que revisen antes las estrategias.

3. Si la respuesta es correcta, el equipo gana un punto. Si la respuesta no es
correcta, otro equipo puede ganar el punto si resuelve bien el problema.

4. El equipo que al final tenga mas puntos gana el juego.
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Se identificaron ciertas dificultades al resolver este tipo de problemas en las
dos partes en que dividimos el grupo para el juego, como se muestra en las
siguientes interacciones:

Interaccion en la mitad A del grupo:

A Gisela le toca comparar el calculo 47'120 + 13 con el calculo 48'120 + 12.
Lo pone en ‘igual a" (el resultado correcto seria ‘menos que’) y explica su
decision:

Gisela®  Porque aqui es uno menos (de 48120 a 47'120) y aqui es uno mds (de 12 a 13).
(Se rie, parece insegura.) No sé..

M: Ok entonces tu dices aqui es uno menos y aqui es uno mds, entonces da lo
mismo.
Gisela: Creo.

En lo que expresa Gisela, “porque aqui es uno menos y aqui es uno mds'
se manifiesta la idea de compensacion; sin embargo, Gisela exterioriza cierta
inseguridad. La docente devuelve el problema al grupo, lo que se puede observar
a continuacion:

M: Ok ¢Qué dicen los demds? ¢Quién estd de acuerdo con Gisela? (Quién dice si,
Gisela tiene razon? Uno, dos, tres... éQuién dice Gisela no tiene razén? Uno, dos,
tres, cuatro... £Quién no estd seguro?

Mateo: Yo. (Los demas se rien.)

M: Ok <¢Quién quiere explicar? (Melisa levanta la mano.) Melisa.
Melisa (Se queda sentada, piensa.) Aja, aja, aja (asiente con la cabeza.)
M: éQue quiere decir esto, Melisa?

Melisa: Que... (Se levanta) Pienso que Gisela tiene razén, no soy muy inteligente para las
matemdticas, pero si este (senala el dividendo del calculo 49120 + 12) y este es
mds grande y asi (senala el pizarrén con las multiplicaciones, pero no esta claro
a qué se refiere), entonces uno estd mds grande y el otro estd mds pequeno... y
pues creo que los dos dan lo mismo.

? Las transcripciones son traducciones propias del aleman al espafol. Las expresiones originalmente

dichas por los alumnos en espanol se senalan con letra cursiva.
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Melisa apoya lo expresado por Gisela; sin embargo, no es clara en su expli-
cacion: no dice qué tanto mas pequenos o mas grandes son los numeros
implicados. Después de lo dicho por Melisa quieren participar Lucas y Jorge:

M: Ok Lucas, y después Jorge.
Lucas: (Se levanta) Estd mal porque...
Melisa: Ay (con tono triste).

Lucas: Tienes menos dulces (dibuja un dulce en el pizarron, los demas se rien) y se los
tienes que dar a mds ninos (dibuja un nino.)

Melisa:  Ah si cierto. (Se levanta y empieza a borrar el dibujo de Lucas.)

Lucas expresa su desacuerdo con lo dicho por Gisela y Melisa y argumenta
apoyandose en un contexto de reparto para justificar su opinién. Aparentemente
la explicacion de Lucas le parece légica a Melisa. Enseguida Jorge apoya a Lucas
y da una explicacion sin recurrir a ese contexto:

Jorge: Si es lo mismo (se levanta) Es lo mismo que Lucas dijo (termina de borrar el
dibujo de Lucas,) Vamos.. Para que los dos estén iguales este (el divisor) tiene
que estar dividido entre dos o multiplicado por dos (anota debajo de los divisores
11y 12: +2; x 2) y este (el dividendo) igual. (Se refiere a que el dividendo deberia
de estar dividido entre 2 o multiplicado por 2, igual que el divisor)

Heidi: O entre cuatro, éno?

Jorge: Mmm, tienen que... los dos tienen que este.. 0 sea estos dos deben de estar
multiplicados o divididos, los dos lo mismo. Pero esto (se acerca al lado del piza-
rron con las multiplicaciones) es al revés. Este (uno de los factores) puede estar
multiplicado, pero este (el otro factor) tiene que estar dividido. Y tiene que estar
siempre dividido o multiplicado por el mismo numero. Entonces por eso esto va
aqui (mueve el calculo 47'120 + 13 a la columna “‘menos’)

La explicacion de Jorge, ademas de no usar ningun otro contexto hipotético,
es mas amplia que la de Lucas ya que también menciona que son diferentes
las relaciones en las multiplicaciones que en las divisiones.

Sin embargo, como se muestra ensequida, a pesar de que Melisa habia
aceptado la explicacion de Lucas, parece volver a entrar en duda con la expli-
cacion de Jorge:
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Melisa: Pero tienes mds dulces y (en la grabacion no se entiende qué mas dice. Otros
alumnos hacen comentarios que no se entienden.)

Jorge parece darse cuenta que Melisa necesita apoyarse en un contexto para
entender el problema, por lo que recurre a la explicacion de Lucas:

Jorge: (Parece desesperarse.) Aqui tienes menos dulces y mds nifos (en 47’120 + 13) y
aqui tienes mds dulces y menos ninos (en 48120 + 12).

Sin embargo, a pesar de las explicaciones recibidas se mantuvo cierta con-
fusion e incertidumbre entre algunos alumnos, como lo manifiesta Heidi:

Heidi: Estoy de acuerdo que este estd mal aqui (Se refiere a que el célculo 47'120 estd
mal en la columna ‘igual a") pero es que... es que.. estds sumando uno y estds
quitando uno, ientonces es muy confuso! Entonces lo hice al azar. Pero, estoy de
acuerdo con Jorge, es menos.

Pudimos observar la misma confusion en la otra mitad del grupo, como lo
muestran las siguientes interacciones.

Interaccion en la mitad B del grupo:
A Alicia le toca comparar el calculo 47'120 =+ 13 con el calculo 48'120 + 12.
Lo pone en ‘igual a" (el resultado correcto es ‘menos que’) y explica su
decision:
Alicia: Es igual porque este factor (se refiere al dividendo 47'120) es mds pequeno que
este (48'120) pero este factor (se refiere al divisor 13) es mds grande
Juan: iEs un divisor no un factor!

Alicia: iAh, ah, si!

M: Explicalo otra vez en espanol, Alicia, para que todos entiendan lo que dijiste.

Alicia: Este divisor (47'120) es mds chiquito que este (48'120) pero este (sefiala el divisor
13) estd mds grande. Entonces yo.. bueno, éya entendieron?

As: Si

Aungque confunde los términos matematicos “divisor" y “factor’, Alicia expresa
la misma idea de compensacion que Melisa dio en el grupo anterior. Su
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explicacion no es clara y queda inconclusa; sin embargo, sus companeros expre-
san haberla comprendido. Laura complementa la explicacion de Alicia, apoyando
la idea de la compensacion, mientras que algunos otros alumnos manifiestan
su desacuerdo:

Laura:

Alicia:

Adrian:

M:

Alicia:

M:

Emma:

Como si pusieras del trece uno a siete para que queda... para que (no se entien-
de en la grabacion todo lo que dice, tal vez se refiere a que el divisor 13 es uno
mas grande que el divisor original, y que el divisor 47, sin considerar los ceros, es
uno menos que el divisor 48))

iAjal
No, iestd mal!

Pregunta: ¢Quién estd de acuerdo con Alicia? Levanten la mano. (Levantan la
mano José y Pablo)

éYa? éSélo tres estan de acuerdo conmigo?
éQuién no estd de acuerdo con Alicia? (Levantan la mano Adrian y Pablo)

Yo estoy indecisa.

La docente sostiene la incertidumbre por medio de intervenciones diver-
sas de devolucién. En este caso solicita a los alumnos que todos se involu-
cren en la resolucion del problema por lo que les pide su opinion sobre lo
expresado por Alicia. Adrian quiere explicar su desacuerdo.

Adrian:

M:

Adrian:

Emma:

Adrian:

Juan:
M:

Alicia:

éPuedo explicar?
Vas Adridn. Puedes hacerlo en espanol.

(Se levanta y va al pizarron, Alicia sigue enfrente del pizarron.) Estd mal, porque
si t (le habla directamente a Alicia) tienes trece nifios, pero tienes cuarenta y
siete Idpices...

iAh, estd mal!

..tienes menos Idpices y mds nifos entonces, entonces cada nifio va a tener
menos Idpices.

iAh si, cierto! (Adrian se sienta, Alicia se queda viendo el pizarron.)

St Aliciar?

Si.. pero tu nos dijiste que era... (Qué? (Parece confundida. Cambia el calculo a
la columna “menos’ y se sienta.)
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Como lo hizo Lucas en el grupo anterior, Adrian se apoya en un contexto de
reparto (lapices entre ninos) para justificar su respuesta. Alicia, aunque expresa
su acuerdo con la explicacién de Adrian, parece confundida. La maestra sostiene
la incertidumbre y la devolucion frente a la conviccioén de que podria haber otros
alumnos que no estuvieran de todo convencidos de la respuesta.

M: Ok pero creo que José y Blanca todavia no estdn seguros. Blanca.

Blanca:  Si estoy segura, pero si fuera igual, tendria que ser por dos y por dos. (Se refiere
a que si el cociente se mantuviera igual, el dividendo y el divisor se deberian de
haber multiplicado por dos.)

M: Ok, ahi seria lo mismo. José.

José: (Se levanta y va al pizarron. Regresa el calculo a la columna ‘igual ")
Porque este es mil menos (se refiere a 47'120 en comparacion con 48120), pero
este (se refiere a trece en comparaciéon con 12) es uno mds..

M: Entonces, da lo mismo, ddices?
Estamos otra vez indecisos, José dice: Aqui son mil menos (lo anota en el piza-
rrén poniendo una flecha que va de 48120 a 47'120 y con la anotacion 1000 en
la flecha) y aqui es uno mds, entonces da lo mismo. (Matias levanta la mano.)
Matias, équé opinas?

Matias: Esta bien.

M: ¢Que da lo mismo?
Matias: Si.
M: ¢Por qué?

Matias: Porque... espera..si.. porque cuarenta y ocho es cuarenta y ocho, pero baja a
cuarenta y siete, pero como que se compensa con el trece que estd ahi, porque
el otro es doce. Como que se compensa...

A pesar de la explicacion de Adrian, José regresa a la idea de la compensa-
cion, idea que la docente devuelve al grupo y que Matias apoya. Enseguida
Emma expresa su desacuerdo con José y con Matias.

M: Emma?
Emma: Es menos.
M: ¢Por qué?

Emma:  Porque, porque..
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Puedes decirlo en espanol.
(No contesta. Blanca levanta la mano.)
Blanca.

Es menos porque a fuerza tiene que ser por dos y por dos, no puede ser mds y
menos.

Aunque la respuesta de Blanca no es completamente correcta (no tiene que
ser “a fuerza” por dos, puede ser multiplicado/dividido por cualquier niimero),
Blanca parece haberse dado cuenta de que no es posible que el resultado de
dos divisiones sea igual si los dividendos y los divisores se distinguen por un
nuamero que se suma o se resta.

Emma:

Emma:

Emma:
M:
Emma:

Matias:

iYa sé! (se levanta y va al pizarrén)

Porque mira, este es mds grande que este (se refiere al divisor 13 en compara-
cion con 12) y este (el dividendo) es menos, entonces es logico que tiene que dar
menos.

éPor qué es logico?

iPorque asi es!

éPor que?

iPorque sil (Cambia el calculo a la columna “menos que’ y se sienta.)

¢Por qué dices que si, si ni siquiera sabes por qué es?

Sigue una discusién acalorada en la cual Emma insiste que “Es logico que
no puede dar lo mismo’, mientras que Matias vuelve a recurrir a la idea de la
compensacion.

M:

Alicia:

Matias:

Alicia.

No entiendo a Emma, porque dice es que este es mds grande que este, pero este
es mds chiquito, entonces es muy obvio que tenga que ser menos. (Dice algo
mas que no se entiende bien en la grabacion. Mientras que Alicia habla, se le-
vanta Matias y regresa el célculo otra vez a la columna ‘igual a")

Si quitas el siete (de 47'120) y pones el ocho, seria lo mismo. Y si aqui (divisor) si
le restas uno te da doce, entonces si aqui le restas uno, te da cuarenta y siete y
si-aquf le sumas uno te da trece. Es como que se compensa el nimero que...
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Emma: iEso no se puede!
Juan: éPor que?
Emma: iEs imposible!

Matias: iEs imposible, pero explicame qué tienes que hacer! (Parece enojado)
Emma: (Se levanta y cambia el calculo a “menos que’, se vuelve a sentar.)
Matias: A ver, iexplical Emma, iexplica!

Pablo: iNo se enojen!

Para calmar la situacion la docente realiza una intervencion en la cual soli-
cita a Adrian que repita su explicacion. Esta intervencion se apoya en el supuesto
de que, para algunos alumnos, escuchar la explicacion contextualizada por parte
de su companero les permitird entender las relaciones en juego:

M: Escuchen bien la explicacion de Adridn.

Adrian: Es menos, porque hazle cuenta que lienes cuarenta y siete Idpices, bueno cua-
renta y siete mil ciento veinte, pero tienes trece ninos, o sea mds ninos... y menos
ldpices. Obviamente...

Matias: iAh claro!

Adrian: .Sl tienes mds ninos y menos ldpices cada uno recibe menos.
As: iSil

M: éConvencimos a todos? éJosé?

José: Asiente con la cabeza.

M: éSeguros? éAlicia? duan?

As: iSil

En los extractos anteriores podemos identificar que a pesar de las argumen-
taciones apoyadas en un contexto de reparto que dieron algunos companeros,
hay otros que volvieron a recurrir a la justificacion erronea de la compensacion
por “quitarle uno al dividendo y sumarle uno al divisor.

En la novena clase se retomé el mismo ejemplo para la elaboracion grupal
de un cartel; el propésito era que el cartel resumiera las relaciones entre multi-
plicaciones y entre divisiones:
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Si el dividendo es mds pequeno y el divisor mds grande, no da el mismo resultado.
Entonces, por ejemplo, como aqui (senala el cdlculo 47’120 + 13)

iAjal

Alicia dice: Si el dividendo es mds pequeno y el divisor mds grande, no da el
mismo resultado. En este cdlculo, en los dos grupos de ayer hubo discusiones.
iSH!

¢Por qué hubo discusiones? éSe acuerdan? Porque algunos lo pusieron en medio

(se refiere a la columna de ‘igual @', pega el célculo ahi) éSe acuerdan por qué
algunos, al principio dijeron que daba lo mismo? Carla.

(No se entiende bien lo que dice en la grabacién.)

Exacto, algunos ayer dijeron, aqui dice mds uno y acd menos uno (pone flechas
con +1/-1 de los numeros originales a los niimeros del cdlculo que se compara) y
da lo mismo. Y ahora dice Alicia: No, yo aprendi que no da lo mismo. éPodemos, en
lugar de solamente anotar que no da lo mismo, decir si da menos o mds? José.

Da menos.
¢Por qué da menos?

Porque el dividendo es menos y el divisor es mds. Si tienes mds ninos y menos
ldpices cada uno de los ninos recibe menos.

Bien, entonces José explica con el mismo ejemplo. (Anota el ejemplo y la explica-
cion en el cartel) José dice: Aqui tenemos menos Idpices y mds nifos. Por eso
da.. éDa qué Pablo? éMenos Idpices por nifios o mds Idpices por nifio? (Le soli-
cita a Pablo que conteste porque lo ve distraido)

Mhhh, menos.
Menos. Bien, éalgo mds que podriamos anotar acerca de la division? Melisa.

Y si tienes lo contrario, si tienes mds en el primero y menos en el sequndo, tienes
mds porque lienes mds cosas que dar y menos a quienes repartir.

Lo expresado por los alumnos en este momento de la clase hizo pensar a
la maestra que se habian convencido de que no existe una “‘compensacion” en
este caso. Sin embargo, en la evaluacion que se hizo posteriormente en la clase
10, ante la comparacién de los calculos 17'800 + 7 y 18800 + 6, pudimos iden-
tificar que al menos dos alumnos segufan con la misma confusién, como se
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muestra en lo escrito por Ana: ‘Es igual porque al primer numero'® le quitaste
uno y al que estas dividiendo le sumaste uno” y por Pedro: “Es igual porque
como un factor principal es menory el otro es mayor hace que sea algo igual.

Catorce de veinte alumnos contestaron de manera correcta el problema de
comparar el calculo 17'800 + 7 con el calculo 18800 + 6, tres contestaron que
los dos calculos daban lo mismo, dos contestaron que el segundo daba mas
que el primero y un alumno no contestd el problema. De los tres alumnos que
contestaron erroneamente, Ana y Pedro justificaron con una compensacion,
mientras que Laura parecié confundirse entre las relaciones que se pueden
establecer entre dos multiplicaciones y las que se establecen entre dos divisiones.
Esta dltima alumna escribio: “si el primer nimero es entre y el sequndo es por
0 viceversa es igual’, lo cual si puede ser correcto en la comparacion de dos
multiplicaciones (por ejemplo 4 x 2400 = 2 x 4800) pero no en una division
(2400 + 4 < 4800 + 2). Ademas, en su explicacion sobre por qué eligio “igual a
18800 + 6" menciond una relacion multiplicativa que no se encuentra en el
problema, como se muestra en su respuesta escrita: “Yo digo que da igual porque
Sandra (la maestra) nos ensefo que si el primer numero es entre y el sequndo
por o visebersa es igual”

4. CONCLUSIONES

Para la resolucion de problemas que implican una comparacion de divisiones,
de manera semejante a lo que hicieron en las multiplicaciones, los alumnos
recurrieron a analizar las diferencias entre el dividendo y el divisor de un calculo,
con el dividendo y el divisor del otro calculo, para después establecer relaciones
entre los dos calculos. Les resulté mas facil establecer relaciones en problemas
donde solamente era diferente el dividendo o el divisor, aunque en ocasiones hubo
confusion respecto a qué relaciones eran validas para las multiplicaciones y
cuales para las divisiones. Causaron mas dificultad aquellos problemas en los
que eran diferentes el dividendo y el divisor. Observamos que si bien los alumnos
identificaron qué relacion habia entre el dividendo y el divisor de un calculo y
el otro (por ejemplo: “se dividio el dividendo entre dos y se multiplicé el divisor
por dos"), se confundieron con los efectos que estas diferencias tenian sobre el

19 En todas las transcripciones de respuestas escritas por los alumnos se respetaron la redaccion y la
ortografia originales.
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resultado. Podemos resaltar que para facilitar el trabajo con dichas relaciones
la maestra, aunque no estuviera previsto en el andlisis a priori, promovié que
los alumnos se apoyaran en contextos hipotéticos que les ayudaran a inter-
pretar las relaciones involucradas. La mayoria de los alumnos se apoy6 en este
recurso para resolver problemas que exigen una comparacion de divisiones en
varios momentos de la secuencia, a veces de manera espontanea y otras des-
pués de una invitacion de la docente.

Pudimos observar también que durante la secuencia hubo alumnos que
segufan con dificultades con las relaciones ensefadas, a pesar de haberlas
institucionalizado a lo largo de varias sesiones, y a pesar de haber analizado
que las relaciones entre multiplicaciones y entre divisiones no son iguales. Por
un lado, esto nos indica que establecer estas relaciones es efectivamente com-
plejo, y que se necesita un trabajo continuo que permita que los conocimientos
sobre ese aspecto se puedan consolidar. Por el otro lado, identificamos que los
problemas propuestos son sumamente fructiferos para trabajar las relaciones
que se pueden establecer entre dos multiplicaciones y entre dos divisiones.

Varios autores plantean que este tipo de problemas puede aportar al desa-
rrollo del pensamiento algebraico, sobre todo en cuanto a temas de equivalencia
entre dos expresiones y a la posibilidad de tratar relaciones entre expresiones sin
exigir un resultado numérico. Las aportaciones de este tipo de problemas son
aun mas relevantes si se consideran las siguientes limitaciones en las practicas
escolares clasicas de la escuela primaria, las cuales ya han sido sefaladas por
diversos trabajos de investigacion: la ausencia de situaciones que exijan com-
parar calculos y la presentacion del simbolo igual solamente como antecesor
del resultado de un calculo que se escribird a la derecha de este simbolo. En
cambio, los problemas que exigen la comparacion de calculos abonan a una
ampliacion de los sentidos del simbolo igual (Broitman, Castillo y Bernasconi
Echeverria, 2019), enriqueciendo asi los conocimientos aritméticos y sin limitar
el desarrollo de un pensamiento algebraico.

Como hemos mencionado en diferentes momentos de este articulo, lograr
que los alumnos elaboren conocimientos que vayan mas alla de los calculos
exactos y de los algoritmos es un proposito importante en la ensenanza. Para
finalizar expresamos nuestra intencion de que este estudio colabore con la
ensenanza del calculo estimativo en la escuela primaria y aporte al necesario
desarrollo de nuevas investigaciones didacticas.
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