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RESUMEN: En los contactos localizados, la biisqueda de las relaciones entre la carga, la geometria de los cuerpos,
sus propiedades elasticas y la geometria de la zona de contacto, constituye un campo del conocimiento de alto
impacto tecnoldgico. El conocimiento de estas relaciones permite entender mejor el comportamiento de los sistemas
tribologicos para mejorar su disefio y desempeio. Este articulo busca dar a conocer una herramienta matricial util
para el modelado de problemas bidimiensionales de contactos elasticos. Basada en una generalizacion del problema
de Flamant, dicha matriz constituye un vinculo entre los desplazamientos perpendiculares a la superficie que
experimentan los puntos de ésta y la forma como se distribuye la carga en la zona de contacto, permitiendo encontrar
una de estas variables en funcion de la otra. Esta es una herramienta sencilla y de gran utilidad para la solucion de
problemas complejos de este tipo. Para mostrar su utilidad, esta matriz fue empleada para resolver el problema del
contacto elastico entre dos cilindros largos, problema inicialmente planteado por Hertz; los resultados encontrados
son iguales a los obtenidos por Hertz en su solucion analitica.

PALABRAS CLAVE: Tribologia, Desgaste, Modelos, Hertz, Flamant, Mecanica del Contacto.

ABSTRACT: On the localized contacts, the search of the relationships among the load, the body geometries, their
elastic properties and the contact zone geometry constitutes a field of knowledge with high technological impact. The
knowledge of these relationships permits to have a better understanding of the tribological systems behavior for
improving their design and their performance. This paper has as a goal to give for knowing a matrix-tool that is
useful for the modeling of the 2-D problems of elastic contacts. Based on a generalization of Flamant’s problem, this
matrix constitutes a link between the perpendicular displacements to the surface experienced by some points on this
and the shape of the distribution of the load in the contact zone. This link permits to find one of these variables as a
function of the other. The matrix is a very simple tool and has huge useful for the solution of complex problems of
this kind. For showing its useful, the matrix was used to resolve the elastic contact problem between two long
cylinders, a problem initially formulated and solved by Hertz; the found results are the same as those obtained by
Hertz in his analytical solution.

KEY WORDS: Tribology, Wear, Models, Hertz, Flamant, Contact Mechanics.

1. INTRODUCCION
se realizan a través de sus superficies; las otras

La mecanica del contacto se constituye en una interacciones son producto de los campos
herramienta fundamental para realizar estudios eléctricos, magnéticos o gravitatorios que
en el area de la tribologia y de la mecénica de puedan estar presentes. Las fuerzas que resultan
solidos debido a que la mayoria de las de estas interacciones entre las superficies de los
interacciones entre los componentes de maquinas clementos generan esfuerzos de contacto. En
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muchos casos, los contactos tienen lugar en
regiones muy localizadas de las superficies de
los componentes de maquinas, alcanzandose
elevados esfuerzos de contacto en dichos sitios y
sus vecindades; el conocimiento de la ubicacion
y la magnitud de estos esfuerzos es necesario
para realizar un buen disefio. Ejemplos tipicos de
estas situaciones se encuentran en los sistemas
rueda-riel (transporte férreo), en el conjunto
esfera-pista en los rodamientos, en conjuntos de
engranajes y en los sistemas leva-seguidor de los
motores a gasolina, entre otros.

El conocimiento de los esfuerzos y las
deformaciones generados durante el contacto
permite determinar la vida util de los
componentes de maquinas, la seleccion de sus
materiales y de los tratamientos térmicos a
efectuarles, entre otros. La necesidad de
determinar las intensidades y las distribuciones
de las cargas presentes en contactos localizados
ha llevado a plantear ecuaciones en funcion de
las cargas aplicadas, la geometria de los cuerpos
en la zona de contacto y sus vecindades, de la
geometria de las regiones de contacto y de las
constantes  elasticas de los materiales
involucrados.  Varios  investigadores  han
trabajado en la solucion de estos problemas
centrando su atencion en una geometria y/o una
distribucion de carga definidas. Algunos de los
investigadores pioneros y mas reconocidos son
Hertz'*?, Boussinesq, Flamant>**.

Hertz', a partir de su trabajo con lentes,
pretendi6 determinar si las deformaciones
elasticas experimentadas por un par de lentes
presionados entre si influirian significativamente
en sus patrones de las franjas de interferencia;
sus observaciones experimentales y su
conocimiento de la teoria de potencial
electrostatico, le permitieron elaborar su modelo
de calculo de esfuerzos y deformaciones para el
contacto entre dos cuerpos cuyas superficies son
caracterizadas por sus radios de curvatura. En su
trabajo, Hertz supuso un contacto en ausencia de
friccion entre las superficies de dos cuerpos
solidos  perfectamente  elasticos y una
distribucion parabolica para los desplazamientos
normales experimentados por los puntos de estos
solidos que pertenecen a la zona de contacto'*.

Boussinesq y Flamant™, estudiaron los
problemas de deformaciones ocasionadas por
fuerzas concentradas en un punto y a lo largo de
una linea recta respectivamente. Estos
investigadores, a diferencia de Hertz, abrieron
caminos hacia la soluciéon de problemas de
contacto mas complejos.

Las soluciones de problemas de mecanica del
contacto aplicados a componentes de maquinas
normalmente se basan en las expresiones
derivadas por Hertz. Asi, tanto los esfuerzos sub-
superficiales como las capas endurecidas por
tratamiento térmico son calculados con base en
esas ecuaciones. Sin embargo, es importante
considerar que, generalmente, estas expresiones
son utilizadas como simples ecuaciones para
calculo de elementos de maquinas’ y no como
una poderosa herramienta para la solucion y la
comprension de problemas tribologicos cuando
se aplican a escalas microscopicas y
posiblemente nanométricas, como lo han hecho
algunos investigadores®”**'.

El presente trabajo pretende desarrollar un
método general para la solucion de problemas de
contacto  elastico  modelables en  dos
dimensiones, caracterizados por un estado de
deformacion plana; este método esta basado en
el uso de una matriz cuyos coeficientes
contienen la informacion relacionada con las
contribuciones hechas por diferentes elementos
de carga a los desplazamientos experimentados
por algunos puntos de la superficie de los
cuerpos en contacto. De manera general, en
dicho método se consideran las siguientes
variables: intensidad y forma de la distribucion
de la carga, estados de esfuerzos,
desplazamientos y deformaciones de los puntos
ubicados en la zona de contacto y sus
vecindades. Adicionalmente, se aplica el método
desarrollado para obtener una soluciéon numérica
al problema del contacto hertziano de dos
cilindros largos alineados, la cual es contrastada
con la solucién analitica dada por Hertz.

2.  DEFINICION DEL PROBLEMA

Cuando dos cuerpos entran en contacto a través
de sus superficies rugosas, éstas no se ajustan o
se “amoldan” completamente la una sobre la
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otra, en este caso se dice que se tiene una
condiciéon de contactos no conformes o de
contactos localizados. En este caso, los
contactos estan localizados en regiones muy
pequeiias del area aparente de contacto.

La necesidad de determinar con exactitud la
distribucion e intensidad de los esfuerzos en la
zona de contacto y sus vecindades para
contactos no conformes es un problema
tecnologico importante; su solucion permitiria
encontrar la situacion mas critica a ser
considerada durante el disefio de componentes
de maquinas y ayudaria en la comprension de
algunos fenomenos tribologicos. Para la solucion
del problema se deben considerar la influencia
de la geometria de los cuerpos en la zona de
contacto y sus vecindades, las propiedades
elasticas de sus materiales y la geometria de la
zona de contacto ante la aplicacion de una carga
compresiva determinada. Los problemas de
contacto a tratar se restringen a problemas
modelables en dos dimensiones, donde el
supuesto de un estado de deformacion plana sea
aplicable y en los cuales la naturaleza de los
contactos sea elastica.

3. IDENTIFICACION DE VARIABLES
DE ENTRADA Y SALIDA

Como variables de entrada al modelo se tienen:

e Parametro para definir la geometria de los
cuerpos en la zona de contacto y sus
vecindades. Para cuerpos cilindricos se utiliza
su radio de curvatura R .

o Propiedades elasticas de los materiales de los
cuerpos en contacto: Mddulo de Young £ y
Relacion de Poisson v .

e Desplazamientos normales a la superficie
experimentados por puntos superficiales

definidos por una funciéon Vy)-

e Geometria de la zona de contacto, definida
por su semi-ancho a y su particiéon e.
Y como variables de salida.

e Distribucion de la carga en la zona de
contacto definida por una funcion p,, .

e Magnitud de la carga aplicada en la zona de
contacto por unidad de longitud P .

4. CONSTRUCCION DEL MODELO

Para la construccion de este modelo se hace uso
de una generalizacion del problema estudiado
por Flamant™* (determinacion de los esfuerzos,
los desplazamientos y las deformaciones
experimentados por un cuerpo eldstico,
isotropico y semi-infinito, al aplicarle una carga
uniformemente distribuida perpendicular a su
superficie a lo largo de una linea recta) con el
objetivo de aplicar sus resultados a la solucion
de problemas mas reales de ingenieria, en los
cuales las cargas aplicadas se distribuyen sobre
areas finitas de forma rectangular de tal manera
que se permite alcanzar un estado de
deformacion plana®™>'".

Existen problemas de contacto que resultan
dificiles de visualizar desde el punto de vista
analitico, ya que las distribuciones de carga
deben ser representadas por complejas
expresiones matematicas; ademas, si se
considera la presencia de deslizamientos
parciales que generan traccion en las superficies
producto de la friccion alli presente, el problema
se tornaria mas complicado.

Si la distribucion de la carga aplicada en la zona
de contacto es conocida, se puede determinar la
distribucion de esfuerzos en ésta y en sus
vecindades (zona sub-superficial y/o adyacente a
la superficie de contacto). La forma adoptada por
la superficie del cuerpo puede ser determinada
aplicando métodos analiticos o numéricos,
dependiendo de la complejidad de la distribucion
de la carga.

Si por el contrario, se desconoce la distribucion
de la carga y se conocen al menos los
desplazamientos verticales sufridos por algunos
puntos en la superficie, ubicados dentro o fuera
de la zona de contacto, es posible estimar la
manera en que se distribuye la carga y luego
proceder a determinar la distribucion de los
esfuerzos si se puede asumir el estado de
deformacioén plana.
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A continuacion se muestra una manera de
determinar aproximadamente la distribucion de
la carga de cuando se conocen los
desplazamientos sufridos por /V puntos ubicados
en la zona de contacto y en su frontera. Para
esto considérese la figura 1.
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b) Aproximacién mediante cargas discretas.

p(h)

Y 0

X

c) Aproximaciéon empleando cargas
uniformemente distribuidas.

d) Aproximacién empleando superposicion
de cargas con distribucion triangular.

Figura 1. Aproximaciones de una distribucion de
carga desconocida
Figure 1. Approximations of an unknown load
distribution

Supéngase que la distribucion de la carga en la
zona de contacto que se desea hallar tiene la
forma mostrada en la figura la. Esta distribucion
puede ser representada con una buena
aproximacion empleando diversos elementos
discretos. Varias formas de hacer esto se
muestran en las figuras 1-b, ¢, d. Representar la
carga distribuida mediante una serie de cargas
discretas concentradas en diferentes puntos de la
zona de contacto (figura 1b) es la forma maés
sencilla de hacerlo, pero tiene una gran
desventaja, debido a que los desplazamientos
sufridos por la superficie en los puntos donde se
aplican estas cargas concentradas tienen una
magnitud infinita. Al hacer una representacion
empleando una serie de columnas adyacentes de
cargas normales uniformemente distribuidas
(figura 1c) se evita este problema, pero la
distribucion de los desplazamientos superficiales
obtenida sera discontinua, es decir, los
gradientes de la distribucion de desplazamientos
seran infinitos entre cada par elementos
adyacentes. Por tltimo, si se emplea en la
representacion de la carga una serie de elementos
de carga normal con distribucidén triangular
(figura 1d), es posible obtener desplazamientos
superficiales que pueden ser descritos por una

funciéon suave y continua, aunque no
necesariamente diferenciable.

Por lo anterior, esta tltima aproximacion de la
carga distribuida basada la superposicion de
clementos de carga triangulares es la que se
emplea en el método que se describe a
continuacion.

Al considerar un elemento de carga triangular,
actuando sobre la superficie plana de un cuerpo
elastico (figura 2), los desplazamientos normales
de los puntos superficiales estarian dados por la
expresion,
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p=po(l-h/a) p=po(l+ h/a)
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Figura 2. Carga distribuida en forma triangular
(Diamante)
Figure 2. Distributed load with a triangular form
(Diamond distribution)

VS_Z(I—V)H{Q.M(M)_[A;BH (1)
7E a

donde:

A={" Lnly - hldn

B =1 hLnly~Hdh~ [ hLnly ~ Hdh

Al analizar todos los posibles casos de interés a
evaluar en estas integrales para los distintos
valores de la variable y, y teniendo en cuenta

que r=|y—4 esiguala y—hsiy>héh—y
si y < h, se tiene que las variables 4 y B estan
dadas por las expresiones

A=2a(Ln2a-1), si|y|=a (2a)



Dyna 156, 2008 199

A=aLny2—a2+yLny+a—2aa si ‘y‘ia (2b)
y—a

B:%()’z faz)Ln\yz faz\fyan\y\Jr%az’ sty #0,+a (2¢)

B =—a2Lna+%GZ . Sl y=0zta (2d)

En la figura 3 se muestra la forma que adquiere
la superficie debido a la accion de este elemento
de carga triangular. Alli se observa que la
superficie deformada en la zona de contacto
tiene la forma de una V con su punta
redondeada. Este comportamiento es similar al
obtenido en la solucion al problema de Flamant,
salvo que en este ultimo los desplazamientos
sobre el ¢je X tienden a ser infinitos.

FORMA DE LA SUPERFICIE DEFORMADA, PLANO XY

2*(1) a*pod(piE)]

Di

| |
] B 4

|
2 0 2
Distancia Normalizada al eje de simetria de |a carga, y/a

Figura 3. Superficie deformada por Carga
Distribuida en Forma Triangular
Figure 3. Deformed surface by a distributed load
with a triangular form

Ahora, supongase que la carga distribuida que se
desea encontrar es representada por medio de
elementos de carga triangulares como se muestra
en la figura 4. En ésta, la zona de contacto, de
ancho 4 +4 o ha sido dividida en varias sub-
regiones de longitud e cada una; por lo tanto, se
tendrin entonces n=(a, +a,)/e espaciados,
definidos por N =#n+1 puntos nodales. Si estos
puntos nodales se enumeran desde 1 en 4, hasta

N en a, »ya cada uno de ellos se asocia un valor
de carga p, (valor maximo de carga del k-ésimo
elemento de carga triangular), entonces se puede

construir una matriz cuyos coeficientes
cuantifican el aporte efectuando por cada uno de
los elementos de carga al desplazamiento total
experimentado por uno de los puntos nodales.

by &

pop B P
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Y N N1 j |0 ~3 21 =J
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Figura 4. Aproximacion de la distribucion de carga
por medio de elementos de carga triangulares
Figure 4. Approximation of the load distribution by
triangular load elements

Para construir la matriz, solo es necesario hacer
una generalizacion del resultado obtenido en la
Ec-1 y asi determinar los desplazamientos
normales de los puntos de la superficie,
generados por el conjunto de los N elementos
de carga triangular. En esta matriz, denominada

matriz C, cada una de sus componentes ¢,

representa la contribucion del k-ésimo elemento
de carga al desplazamiento sufrido por el j-ésimo
punto nodal. De esta manera, en notacion
matricial, el desplazamiento total sufrido por el
Jj-ésimo punto nodal se puede escribir como

2
vs,.=2(17;EV)-cfk-pk para j,k=1->N  (3)
donde,
¢y =e-Ln(d')—[A+lB} 4)
a

Resultado obtenido al sustituir en la Ec-1 a por
e. Haciendo esta misma consideracion y
empleando las expresiones de la Ec-2, se
determinan los valores de las variables A y B

asociados a cada ¢ ; .
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Como puede observase, los coeficientes de la
matriz C cuantifican el efecto en el
desplazamiento de cada punto nodal debido a un
elemento de carga unitario ubicado a una cierta
distancia ¥ de dicho punto; siendo ésta su

interpretacion fisica asociada al problema de
estudio.

Los  vectores v, y p

S

representan

respectivamente los desplazamientos de los N
puntos nodales y las cargas maximas asociadas a
cada elemento de carga triangular. De la Ec.-3 se
observa que, si se conocen los desplazamientos

totales v, experimentados por los N puntos

nodales y se halla la matriz de coeficientes C, es
posible encontrar los valores de los coeficientes
de carga maxima de cada elemento, coeficientes

del vector p , de la siguiente manera:

b ) 1
pkzm'(cjk) Vs )

donde (Cjk )1 es la matriz inversa de C.

En el caso en el cual la distribucion de carga sea
conocida y se desee determinar la forma de la
superficie deformada en la zona de contacto (e
incluso en sus alrededores, aunque para esto se
deben hacer unas pequefias reformas o recurrir a
algunos artificios matematicos), basta con
efectuar el producto matricial indicado por la Ec-
3 y se encuentran asi los desplazamientos de los
puntos clave de una forma rapida y sencilla sin
importar mucho la complejidad de Ila
distribucion de la carga.

Para determinar la contribucién de un elemento
de carga en particular sobre un nodo especifico
(figura 5), primero hay que averiguar si este
nodo coincide con el nodo asociado a este
elemento (Punto nodal tipo 1), si hace parte de la
frontera del elemento de carga (Punto nodal tipo
2) o si simplemente es un punto exterior a dicho
elemento (Punto nodal tipo 3). Luego, se procede
a emplear la expresion adecuada para hallar la
contribucion. Esta expresion se obtiene de las
encontradas de manera analitica para el caso
mostrado para un elemento de carga triangular,
las cuales se resumen en la Ec- 2.

Figura 5. Tipos de puntos nodales segun su
ubicacion respecto a un elemento de carga
Figure 5. Types of key points according to their
position with regard to one load element

El elemento de carga triangular (figuras 2 y 4) es
un elemento sencillo cuyas contribuciones a los
desplazamientos han sido ya estudiadas™*''. La
union de dos mitades de estos elementos
consecutivos permite realizar una aproximacion
lineal del tramo de la distribucion de carga
ubicado entre estos como se muestra en la figura
6 (es como si se emplearan trapecios como
elementos de carga para representar la carga
distribuida, siendo mas sencillo trabajar con
elementos triangulares)'".

P py P py

=

SRS

NI

3%,

Figura 6. El elemento de carga triangular y su
relacion con un elemento trapezoidal
Figure 6. A triangular load element and its relation
with a trapezoid element

Al aproximar distribuciones de carga que no
sean nulas en su frontera, tal y como se ha
mostrado en la figura la, se observa que en ésta,
una parte de los elementos empleados quedan
fuera de la zona de contacto (pueden también
quedar ubicados dentro de la zona de contacto),
lo cual introduce un error al estimar Ia
distribucion de carga o los desplazamientos
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segun sea el caso. Sin embargo, debe tenerse en
cuenta que lo mostrado con respecto a esto en las
figuras 1d y 4 es una situacidon exagerada de lo
que realmente se presenta cuando se emplea el
método antes descrito. Gracias a la posibilidad
que ofrecen los computadores de hacer muchas
operaciones en poco tiempo, el tamafio del
espaciado e puede escogerse lo suficientemente
pequeiio, para que los elementos asi generados
se ajusten bastante bien a la forma de las cargas
con estas caracteristicas en su frontera.

Una gran ventaja de este método reside en el
hecho que la matriz C es una constante para un
valor de e especifico, y por lo tanto, si se
construye una buena matriz (e/a — pequeiio ),

ésta puede guardarse y emplearse para diferentes
problemas de estudio. De esta manera se reduce
todo a obtener bien sea el vector de distribucion

de la carga p o el vector de desplazamientos
superficiales normales v_, y determinar a partir

de estos, el vector incognita en cada caso
empleando la Ec- 3 6 la Ec-5.

La figura 7 muestra una representacion grafica
de una matriz C, construida empleando una
relacion ¢/q=0,01. La matriz C posee una alta

simetria y esto permite también ahorrar muchos
computos operacionales a la hora de calcular sus
coeficientes. Como puede deducirse de la figura
7, basta solo determinar practicamente la cuarta
parte de sus coeficientes para tener la matriz
completa.

5. APLICA(}I(’)N DEL METODO EN
SOLUCION DE UN PROBLEMA DE UN
CONTACTO HERTZIANO

Con base en el procedimiento descrito a partir de
la generalizacion del problema de Flamant y con
el uso de la matriz de coeficientes se encontrara
la solucidon de uno de los problemas estudiados
por Hertz, el problema del contacto entre dos
cilindros largos y alineados cuyos radios y
propiedades elasticas son conocidas.
Adicionalmente, esto permitira probar la
aplicabilidad del método desarrollado al

contrastar la solucidon numérica obtenida con la
solucion analitica dada por Hertz.

MATRIZ DE COEFICIENTES DE LAS CONTRIBUCIONES DE LOS ELEMENTOS DE CARGA TRIANGULARES

Figura 7. Grafica de la matriz de coeficientes C para
-a,=ar=a=1,e/a=0.01

Figure 7. Graphic of the Coefficient Matrix C
for a=-a,=ar;=1,,e/a=0.01

Un cuerpo de material isotropico perfectamente
elastico, con forma cilindrica, bastante largo y
cuya geometria se halla caracterizada por su
radio de curvatura R, es puesto en contacto
inicialmente bajo la accion de una carga normal
nula contra la superficie plana de otro cuerpo
que es totalmente rigido (figura 8a). En este
caso, el contacto tiene lugar a lo largo de una
linea recta. Si se incrementa la carga intentando
unir este cuerpo a la superficie, el cilindro se
deformara, convirtiéndose la zona de contacto en
una region rectangular de semiancho a unidades
de longitud (figura 8b).

Supdéngase que en este estado, la carga aplicada
por unidad de longitud P, es igual o inferior al
valor critico necesario para que se genere un
flujo plastico y los cuerpos se hallan en una
condicion de equilibrio estatico. Debido a que el
cuerpo deformable es lo suficientemente largo,
es posible alcanzar un estado de deformacion
plana. Suponiendo que a << R y despreciando
los efectos de la friccion debidos a los micro-
deslizamientos que tienen lugar durante el
tiempo de carga y mas aun, despreciando los
micro-desplazamientos que ocurren en la
direccion tangente a las superficies (es decir los
puntos en contacto so6lo se desplazan en
direccion perpendicular a la superficie plana), se
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puede elaborar un modelo sencillo y acorde con
la situacion real objeto de estudio, considerando
las siguientes variables (figura 8):

x : Vacio o distancia inicial entre puntos
correspondientes de la superficie del cuerpo
deformable y la superficie plana, ubicados a una
distancia y del eje X . Los subindices i y e
indican si el punto de la superficie cilindrica se
halla dentro o fuera de la zona de contacto
respectivamente.

v : Desplazamiento experimentado por un punto
de la superficie del cuerpo deformable desde la
situacion de cero carga hasta que alcanza su
equilibrio estatico una vez se ha aplicado la
carga P.

O : Desplazamiento de aproximacion de la
superficie plana hacia el centro de curvatura del
cuerpo deformable C.

h : Vacio o distancia final entre puntos
correspondientes de la superficie del cuerpo
deformable y la superficie plana ubicados a una
distancia y del eje X .

En ausencia de carga normal, al aplicar la ley de
cosenos al triangulo isésceles ACO mostrado la
figura 8a, se obtiene la siguiente expresion

40" =x*+y* =2R*(1-Cos0) (6)
donde Cos# =(R—x)/R)

Al simplificar esta expresion se tiene que

x*+ y2 =2Rx

donde x> — 0 dado que x es muy pequefio; por

lo tanto, al despejar x se tiene que
2

x=2 ()
2R

Este resultado muestra que en la zona de
contacto y sus vecindades, es posible aproximar
el perfil de la superficie circular del cilindro a un
perfil parabdlico sin cometer un error grave,
permitiendo  esto  simplificar bastante el
tratamiento matematico.

Y o

X

a) Situacion de contacto inicial: carga nula,
contacto a lo largo de una linea recta.
a) Initial contact situation: unload condition,
contact on a right line

C
\ R
\ /)
o' h‘ Xe
RN —— i A\
Y a [e) a \\}
Y Y
X-

b) Situacion final de contacto: cambios
geométricos por la aplicacion de una carga
P (lineas punteadas) con respecto a la
situacion inicial (lineas continuas); contacto en
una region rectangular de semiancho a
b) Ending contact situation: geometrical
changes cause by applied load P (broken
lines) with regard to the initial condition
(continuous lines); contact on a rectangular

area with semi width a

Figura 8. Contacto entre un cilindro deformable y
una superficie plana rigida
Figure 8. Contact between a deformable cylinder and
arigid plain surface

Al aplicar la carga compresiva por unidad de
longitud P, el centro del cilindro C se acerca a
la superficie plana una distancia 0 y los puntos
de la zona de contacto | y| <a, se desplazan y
entran en contacto con los puntos de la superficie
plana ubicados sobre una banda de ancho 2a(

figura 8b). Para estos puntos se tiene que sus
desplazamientos verticales v se relacionan con
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sus posiciones iniciales y el desplazamiento del
centro C de la siguiente manera

S=x+v (®)
de donde
2
y=8-x=0-2"— ©9)
2R

Para aquellos puntos de la superficie cercanos a
la zona de contacto, ‘ y‘ > a, las relaciones

anteriores se transforman en

X+v>0 (10)
osimplementeen oJ0+h=x+v  dedonde
2
h=x+v-86=2—4v-5 (11)
2R

A partir de las expresiones encontradas para el
sistema cilindro — superficie plana, se pueden
deducir expresiones mas generales que se
apliquen al caso de dos cilindros deformables de
radios R; y R, que se encuentren alineados y
sean puestos en contacto.

Al utilizar la Ec-7 y aplicarla a cada superficie
cilindrica, la Ec-9, que da cuenta de los
desplazamientos de los puntos superficiales al
interior de la zona de contacto, se transforma en

2 2
v +v,=06,+6,—x, —x, =06, +§2—2)}T—§ (12)
1 2

pudiéndose simplificar de la siguiente forma
2
v +v, =A- y* (13)
2R

al definir el acercamiento total entre los centros
de los cilindros como

A=5, +5, (14)

e introducir concepto de radio reducido del
sistema,

1_1. 1 (15)
R

Procediendo de manera similar, en las afueras de
la zona de contacto, la Ec-10 que da cuenta de
los desplazamientos de los puntos superficiales

en estas regiones, se transforma en
2

Vv, >A— y* (16)
2R

y por lo tanto, el espacio vacio que queda en las
afueras de la zona de contacto cuando se ha
aplicado la carga se puede describir con la
expresion

h=h+h,=x+x,+v,+v,—-06,-96, = 2);;* +v,+v, —A (17)

De la Ec-13 se puede observar que cuando los
dos cilindros se hallan en contacto bajo la accidon
de una carga P, la suma de los desplazamientos
experimentados por puntos de la superficie
correspondientes entre si, que pertenecen a la
zona de contacto, tiene una forma parabdlica, al
igual que las contribuciones de hechas por cada
uno de los cuerpos. Por lo tanto, para conocer la
distribucion de esfuerzos generados en la zona
de contacto y sus alrededores, es necesario
determinar primero la distribucion de la carga
aplicada en la zona de contacto, de tal manera
que satisfaga la condicién impuesta por los
desplazamientos de los puntos que entran en
contacto y sus vecinos.

Determinacién de la carga normal distribuida en
la zona de contacto:

Dada la simetria del problema, los
desplazamientos normales a la superficie y la
distribucién de carga exhiben un
comportamiento simétrico con respecto al plano
que contiene el eje X. Para determinar la
distribucion de la carga en la zona de contacto es
preciso definir claramente las condiciones de
frontera; para este caso, el valor alcanzado por la
presion en la frontera es nulo, es decir, en

p(y:ia) =0.

Si v, ¥ vy son los desplazamientos normales a

la superficie experimentados por los puntos de la
frontera de la zona de contacto, y, =— y y, =a,

entonces, por la simetria del problema sus
valores son iguales v, = v, y al hacer uso de
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la Ec-13 se tiene que ,_ = A - lylz/(zR*)J de donde
A=vg + [ylz/(ZR*)] , y por lo tanto, esta expresion
se puede reescribir asi:

VSj:V51+ﬂ(y12_yj2)’d0ndeﬂzl/(zR*) (18)

Al introducir el mdodulo reducido del sistema de
estudio £, la Ec-3 se puede modificar asi

Vs, =a-Cc, - p, para jk=1—>N (19)

donde,

a=2/(E") (20)
l* :1—V12+1—V22 1)
E°  E E,

Igualando Ec-18 y 19 se obtiene una nueva
expresion,

v + B0 - )=ac, b, (22)

que hace referencia a un sistema de ecuaciones
lineales. Esta, al escribirse en su forma
expandida para reorganizar sus términos
convenientemente, se transforma un sistema
equivalente de la forma

B

= Yyop x
a

NxN

.- Criop P MODy,, (23)

en el cual, la matriz C,,,,, es invertible y por lo
tanto, es factible hallar un unico vector P,

para un vector Y,,,, conocido,

p I
PMODNX] - E ‘ (CMOD NaN } X YMOD Nal (24)

Al construir este nuevo sistema de ecuaciones
lineales y resolverlo para un valor de a en
particular, se obtienen los valores de las

variables de interés en el vector P, . Hecho

esto y separando convenientemente sus
componentes, se determina el vector que

representa las cargas p,, y el vector de los
desplazamientos de los puntos superficiales _ .
J

La figura 9 muestra una grafica con los
resultados encontrados para a=1 y ¢=0,004.

Con base en los valores numéricos obtenidos se
tiene que:

DISTRIBUCION DE LA CARGA EN CONTACTO ENTRE CILINDROS, PLANO XY
08 T T

&

T

°

T
I

_Carga Distribuida en la Superficie, p

] 08 08 1

06 K 0 04 06
Distancia al eje de simetria de la carga, y/a

DESPLAZAMIENTOS VERTICALES SEGUN SU DISTANCIA AL EJE X
T T

L =

o

o

Desplazamientos Verticales Superficie,V/Beta

i I
06 08 1

-06 -04 02 0 02 04
Distancia al eje de simetria de la carga, y/a

Figura 9. Distribucion de la Carga 'y
Desplazamientos en la Zona de Contacto. Parametros
empleados: a=1; e=0.0040; N=501
Figure 9. Distribution of the load and the
displacements in the contact zone. Used parameters:
a=1; e=0.0040;N =501

y=xa==1
v=LB-Vyop = 479343
P="Puin =0
y=0
V=LV =579348
p=(Bla)-p,,.=06364-(B/a)

Pudiéndose mostrar facilmente que en cada caso
las componentes respectivas de los vectores p y

y se relacionan mediante la funcion eliptica,
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2
P=+p, 1—% (25)

quedando asi resuelto el problema de interés, al
determinar la distribucion de la carga en la zona
de contacto para el caso de dos cilindros
presionados entre si.

Adicionalmente, con base en los resultados
encontrados al variar el parametro a desde 0,5
hasta 4, se obtuvo que p’, . es proporcional al

semi-ancho de la zona de contacto,
P i =0,6364-a-9- 10 o

Despreciando el ultimo término de esta
expresion y sustituyendola en la Ec-26 se tiene
que,

ﬂj ’ ”E* g ﬂ-E*
=| —|. = mdx:i*'o,6364'a
pa (a p max 4R p 2 4R

dado que para una distribucion semi-eliptica, la
carga total aplicada por unidad de longitud se
puede expresar como

P= %apn (28)

se tiene que
p =2 _mE_ 6364 (29)
m 4R

de donde se deduce que

APR _ 2 -(” : 0,6364] ~0,9996 - a°
Vi) 2

resultado que puede aproximarse a

7k T

. -1
o _4PR :4P{1—V12 +1—v22H1+1} (30)

’ El E2

Relacion que concuerda exactamente con el
resultado hallado por Hertz en su trabajo. Ahora
bien, en esta expresion puede verse la relacion de
los cuatro elementos que inicialmente se querian
conjugar: geometria de los cuerpos en las

vecindades de la zona de contacto (R"),
geometria del contacto (a), propiedades

elasticas de los materiales (Ey v) y carga por
unidad de longitud impuesta al sistema ( P).

Se debe tener en cuenta que para el caso en el
cual, las superficies sean concavas, su radio seria
negativo; y si éstas son planas, entonces su radio
seria infinito.

Conocida la distribucion de la carga en la zoda
de contacto, basta utilizar las expresiones
asociadas al problema de una carga normal
distribuida para determinar las distribuciones de
esfuerzos en sus vecindades''. La figura 10
muestra la distribucion de esfuerzos de von
Mises sobre el plano XY y sus respectivas
curvas de nivel. El esfuerzo maximo tiene una
magnitud de o =0,3219- p, y se alcanza

VonMises
en la posicion (x;y)=(0,70-a;0). Si se usa el
criterio de flujo de Tresca, el esfuerzo maximo
obtenido, con los parametros de discretizacion
utilizados, tiene una magnitud de

O rosea =0,3003- p, 'y alcanza en la posicion

(x;)=(0,79-a;0). Para este ultimo caso, el
resultado de la ubicacion del punto de maximo
esfuerzo difiere un poco con el valor teorico,
(x;7)=(0,78-a;0); sin embargo el resultado
obtenido es muy bueno y puede mejorarse
disminuyendo el tamafio de los parametros de
discretizacion usados resolver las integrales
asociadas al problema.

[S0ESFUERZOS CORTANTES NORMALIZADOS DE VON-MISES, kVh/po

2 T 1 T 1 1 1

45 05
Distancia Normalizada del eje de simetria de la carga, wa

Figura 10. Esfuerzos de von Mises sobre el plano XY
y sus curvas de nivel
Figure 10. Mises’s stress on the plane XY and y its
level curves
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Segtin el criterio de von Mises, la carga critica a
partir de la cual se iniciaria el flujo plastico esta
dada por la siguiente relacion:

P=ap, ——T _ _i55qy (3D
2x0,3219
CONCLUSIONES

El método descrito para determinar los
desplazamientos o la distribucion de las cargas
en la zona de contacto con base en el empleo de
la matriz de coeficientes C, resulta ser un
método confiable y de facil uso para abordar
problemas mas complejos siempre y cuando
permitan ser tratados en dos dimensiones y sea
aplicable el supuesto de un estado de
deformacion plana.

La matriz C puede emplearse también para
calcular desplazamientos perpendiculares a las
superficies de puntos ubicados fuera de la zona
de contacto. Con ella también se pueden simular
problemas mas complejos como por ejemplo
algunos en los que se combinen varias zonas de
contacto espaciadas entre si por zonas donde las
cargas aplicadas sean nulas.

El método descrito puede ser complementado de
tal manera que sea posible tratar problemas
donde el efecto de la fuerza de fricciéon comience
a ser relevante. Sin embargo, en la forma como
se ha presentado este método, puede emplearse
como una buena aproximacion en aquellos casos
donde el coeficiente de friccion sea bajo, es
decir, inferior a 0,2 *'""'2,
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