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DERIVADA GENERALIZADA,

DAMNIEL BAEZ

Introduccion

Los finales del siglo XIX y los inicios del XX fueron en
extremo importantes para el avance de la ciencia en general y
particularmente de la Matematica. Grandes fueron los aportes de
las escuelas francesa, alemana, rusa e italiana.

Estas contribuciones se pueden ver en dos vertientes: en lo
Extenswu y en lo intensiva o lo que es igual, hacia la QFnemllza-
cion y hacia la delimitacion de los campos. En lo relaivo al ana-
Jms, por ejemplo: para tomar una area, pndruarnms hacer una aco-
tacion entre Cauchy y Sobolev. Fijemos el inicio en los trabajns
de Cauchy sobre convergencia uniforme de funciones lo que seria
mas tarde sistematizado por Riemann y Weierstras. Entr‘e los ele-
mentos de esa sucesion de personajes y hechos podr famos mencio-
nar entre otros, los trabajos de Arzels y Dini, qmenh determina-
ron las condiciones HECE‘;HPLH“ para que el limite de funciones
continuas sea continuo, asi como los de Ascoli sobre equiconti-
nuidad,

El nacimiento de la Tupulugla, con Riemann y la nocion de
espacio metrico con Frechet, mas tarde desarrollada por Hﬂusdl::rfl
crean el ambiente propicio para el nacimiento de la teoria gene-
ral de los Espacios Vecloriales Topologicos, Esta teoria general
ligada a la nocion de espacio metrico fue introducida por Banach
en el campo de los espacios fundamentales. Mo menos importan-
tes fueron los trabsjos de Hilbert, como no menos determinantes
los de Lebesque, Siguiendo esa lista casi interminable de persona-
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jes y aportes se llega a nuestros tiempos donde se introduce la
nocion de funciones generalizadas o distribucion sistematizadora
Subnlev, en el afio 1930.

La generalizacion del concepto corriente de funcion se hizo
necesaria en analisis, no solo por la matematica misma, sino por
la exigencia que de ello ha hecho la préctlca. Por ejemplo el
tratamiento de funciones pulsos en fisica o funciones de distribu-
cion en probabilidad, Ocurre que en estas areas y en muchas
otras ya no era suficiente el concpeto corriente de funcion como
la regla que asigna a cada elemento X del dominio un elemento
y de la imagen. Para el caso de la teoria de probabilidad, se
conoce que si +1:Ei}{ c’efme una funcion de distribucion de probabili-
dad, entonces ———' = P{x) donde la P(x) es la densidad de proba-

bilidad. Si la fun{:mn de distribucion de probabilidad ¢ (x) es dis-
continua en un numero finito de puntos, o si Emsten puntos de
picos en la grafica de ¢(x), entonces esto no seria posible por
el concepto corriente de funcion, pues en este caso se exige la
continuidad del dominio v la suavidad de la curva.

Para el caso de las funciones pulsos en Fisica, se tiene el
concepto de funcion impulso, denotada por &(t) (Delta de Dirac) Y
que se define cpmo un pulso de amplitud infinita y de duracion
cero. La dificultad estriba en que esta funcion no puede definir-
se, en la forma corriente de: asignacion de punto a punto,

Para solucionar los problemas anteriores se introdujo el con-
cepto de funcion generalizada (Distribucion).

Funcion de Prueba

Sea @ cR" (Espacio euclideo n dimensional) y sea F una fun-
cion definida sobre @ y evaluada sobre los complejos, entonces se
llama soporte de F, denotadg por SuppF a la clausura en Q@ de

= {xff{x) £ 0} L.lna funcion de prueba sobre @, es, por defini-
cion, una funcion de C™ (Q), espacio de funciones continuas cu-
yas derivadas de cualquier orden son tambien continuas. El espa-
cio vectorial de toda funcion de prueba se denota por C®* (Q) o
D(@). Un ejemplo muy clasico de este tipo de funcion es:"

i 2
HMHid-t2) seje ok

600

0 Si szl
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Esta es una funcion C® (@), lo que esta condicionado por el
exponencial, v ademas posee soporte compacto, ya que B (x) no r3
cero en fx/<a cuya clausura es [x/<ez y por Heine Borel (x/<a -3
compacta.

Funcion Generalizada

Sea Q@ R" se llama funcidn generalizada sobre Q a toda fun-
cional lineal continua (En el sentido T{a)+ T(g)) sobre el espacio
D(Q). El espacio vectorial de todas las distribucines se denota por
D'Q) y en consecuencia es el dual topologico de C*® (Q).

Por ejemplo: Sea B el espacio de funciones localmente in-

loc
tegrables sobre O, entonces la funcional T f@} B—'C definida por
la expresion:

Te(0) = () 0 ) ax, f€8, (@ yW ol €S (@
("}

define una funcion generalizada sobre Q. Por comodidad, reqular-

mente, estas distribuciones se denotan por <f, 8> y son llamadas

regulares, en upmlcmn a optras distribuciones gue no vienen defi-

nidas por la expresion anterior y a las que se les llama singula-
res, por ejemplo:

Sea f(x) = 1/x, esta funcion no gs localmente intégrable en
R; por tanto, no define una distribucion de acuerdno a la expre-
sion < f, 8 =5 vista anteriormente; pero sin embargo, para cada

(4] g o0 . ok
I L 1 ! % ist finita en el
H'EE‘{Q} a integra S—l}ﬂ a(x) ':Ed“ existe y es finita en e

sentido del valor principal de Cauchy, en efecto.

o0 b
i Bix) -:—dn -5 aix) %dx'. pues 8i{x) se anula fuera de (a,b).
00 a

00 b ] o-€ b
iwn:;} %4. - S. alx) %d: - E'_':_ {S. alx) %d; . go El':‘l"}

Integrado por parte EI'I cada termino. L

lim [H €y, €= Sn (x) ln fuidx - B(E)bn € vin (x) In .-'deJ
T
poniendo  8(x) = 8(0) + sp(x) : §(0) - &' (D)

y sustituyendo tendremos:

. 0(-€) = 8(0)-E5le) ; 8(E) = Bl0) +EGE)
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= IEE; nE”N -Egiiﬂl“--sf o' (x) tnsxtdx -[ol0) +E5(€)] 1ng

= ibi'hi In.i’u.fd:]

L b
= lim Eiigiillnﬁ- S @' (x)ininida -i uluil.nf:.fdaj
a

E-»0
E
- lim [—1&'5 (EYinE - S @' (x)infufdn = E E'{:Jln.fafdnj
E—=>0 3
o b b
- - S @' (x)in/nfdn - j @' (u)infufda = = S #'(n) Infuidn
a o a

la cual es una integral que existe y esta definida, Por tanto,
Fix) = = define una distribucion singular sobre D(R).

Otro ejemplo de funcion generalizada singular es:

La funcion delta (&) de Dirac, esta distribucion se define
para toda 6zD{Q)8: D (Q)+ C por &,(C) =@ (D) y mas generalmen-
te ¢a (8) = &(a), es la distribucion dada por la medida de Dirac
concentrada en el punto a. Estas funcionales se expresan gene-

ralmente por & @) :S'Dnes(xl'ﬂm dx y por alx) =500 Six-a)e(x)
o 00 0oQ

Sobre el espacio de las funciones generalizadas se pueden
realizar multiples operaciones, en especial dos de las operaciones
fundamentales del analisis que son: a) El paso al limite; se dice
que la sucesion de funciones generalizadas {fp}mrwarqeré f,
cuando para cada EE‘ (@) se cumple la rEJal:mn(fn_g?_)q .;)y
b) Derivada de funciones generalizadas.

Derivada de una Distribucion

Sea Tf €D' (@) la derivada parcial de Tlr con respecto a la
variable Xk,l: € k<n)es la dislribuciﬁnanfalk_dEFinida por la

3-I_k s lE, 3:_) Yo € cXa.

formula
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Muchas veces se identifica a la distribucion T por la funcion
f que la genera, asi al hablar deT {'ﬂ} .(f g7; podemos tam-
bien hablar de la distribucion f. DE este modo al definir la deri-

vada de T}%—-— , podemos simbolicamente representarla también

pm-.}T (an , #) s _(h 98 )Va EE

Esto pudr:a interpretarse de la siguiente manera, si T.(8) =<&F,8)
entonces

aT (a)

T - Kre) = Hte) = (-1,6) = {§.8) = n ()

g es la derivada de f en el sentido de la distribucion. Supnnga—
mos que f es clasicemente diferenciable sobre G, entonces:

(& . o) - Jg;—k  8ta)ax = raeta| - ) ‘g—ﬁ:n-
Q
Sf.g-g-d, =il %_:_> _ a(a)
k ¥

Como se ve la derivada en el sentido de las distribuciones
coincide con la derivada clasica de f.

para el caso de derivadas de urdentll.{gf “(t n(n}
de TE€D'(Q),se sigue por induceion que™ <a ¢.2) _”

. 3D.¥ o €20,

lo gue nos permite nbtener la derivada parcial de cualguier orden
de una funcion sin necesidad de pasar por las derivadas sucesivas.
Esta propiedad es importante, sobre todo para el caso de funcio-
nes clasicamente diferenciales.

Un ejemplo muy util, en el caso de derivadas, se presenta
con la derivada generalizada de funcion de Heaviside. Esta fun-
cion esta definida por la expresion:

] 5l =¥ 0
Tiz) =

y cuya representacion grafica es:
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Sea 8 (x) € cgﬂ{ql : QC R, entonces se define la distribucion
H.r{a} - {-,-_a) , La derivada en el sentido de la distribucion

d H (@)
- = - {ylx),0' (%))

Q 0
. "JD y({x}o'(x)dx -‘(g ylx)o'(x)dx +J£I y{x]E'{u}dn)
=00

-00

0 0
pero ylx)8"(x)dx = ' (x)dx = 1im @&(=x) T' lim
b —» 00 0 b—=00

(a(b)-8(0)) = -0(0)

¥ f y(x)8'(x)dx = ra,a'{n]d, - 0

-00 -00
0o
- S y(2)0' (x)dx = - (—atul) - 0(0) = So(e)
=00

De donde concluiremos que la derivada, en el sentido de la
distribucion de la funcion de Heaviside es la distribucion delta de
Dirac.

Explotemos un tanto mas el caso de la funcion de Heavisi-
de. Analizaremos lo que ocurre en el punto X=0, con la derivada
generalizada, Denotemos por [Y' (x]]suderiuada ¥y por Jo su sal-
to en la discontinuidad. La acotacion de la derivada clasica en
R - {0} garantiza que ella genere una distribucion aqui.

d H_ (@) 0
--—de'- - - (‘r[nl. ﬂ‘[x]) - § y(x) -j% dx = -

0o
0
d@
ﬁn "'{’}d_i dx + f ‘F':ﬂ'j%d"
~00 0
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0 b
de :
ylz) —dx = lim ylx) B(x) - 'r "{x))] Bix)d ]
g’ dx b - 00 [ E"r ] LLER o

0

- ' -
b4muu()mﬂﬁ)f [',r '[Jl-}] B(x)dx ylx+0)o{0)
= - f [y'[x}] 8(x)dx - y(x+0) 8(0)

0

¥ gﬂ }'{a]a—— dx = lim [',r{.le 8(x) ‘J[y'[!ﬂ] B(x)d= ]

200 b 500
0

- 11 (= - 0) a(0) - L B-d- 8
tim[ytx : [y xde(x) ax ‘74 (b)

0

b

- yix - 0)6(0) - f [y ) 00x) ax
=00

d H (8)

1]
+ - - {y{x}, B'{n}) - -(-i ['r"[x:l'] B(x)dx

- y(x + 0)8(0) +y(x - 0)e(0) - g ["r'ln]l] B{xldx)
oo

0
-i [y'{u}] B(x)dn + ylx + D}E{o} = ylx = 0)e(o) +

{ [y (0] etx)ox

'UD

d H [B}
f [v Ex]] 8(x)dx + 8(0) [yl:n +0)
o - d (&)
e U:j "‘;J__ (‘r'[x} fo}) = &JEE}JQ
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Este resultado podriamos interpretarlo diciendo que la deriva-
da en el sentido de las distribuciones, de la funcion Y(x) es igual
a la derivada clasica mas la funcion delta en el punto de discon-
tinuidad, por el salto en dicho punto. Observe que donde la fun-
cion es continua Jo = 0 y, la derivada generalizada coincide
con la derivada clasica. Donde es discontinua la clasica no existe
y el salto Jo = 1 y, la derivada generalizada sera So (a).

Conclusion

Hay un compromiso no escrito entre las diferentes areas del
saber y la Matematica, de tal modo que cualquier nuevo resulta-
do"en esta, se proyecta al campo de las ciencias _del mismao modo
que cualquier respuesta a los problemas en las areas no se hace
a expensas de la Matematica, de aqui que el papel del matemati-
co se ha tenido que ir conduciendo en estas dos vertientes. En
todo caso, la tendencia ha sido la generalizacion gque hemos estu-
diado, un tema gue tuvo su origen en la Fisica y que la Matema-
tica se ha encargado de sistematizar.

Indudablemente que las funciones generalizadas y las opera-
ciones que sobre ellas se han estudiado fueron en gran medida
una avuda para el planteo v solucion a problemas tales como:

a) Calculo de las respuestas al impulso en sistema de tiempo
continuo.

b) Convulsion del impulso con sistemas variables en el tiempo.
En este aspecto hay que destacar el uso que de las funciones ge-
neralizadas se ha hecho para resolver ecuaciones diferenciales
parciales, dado que ha sido el area de aplicacion que mas ha es-
timado la sistematizacion y desarrollo de las funciones genera-
lizadas.
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