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Introduccion

El trabajo expuesto mas adelante consta de cuatro Lopicos
fundamentales; tres de los cuales son metodos diferentes de ob-
tener las transformacines de Lorentz y el otro topico es sobre
una forma mas general de expresar dichas transformaciones: La
forma Vectorial.

Los tres metodos explicados en este trabajo son:

1. La Deduccion de las transformaciones de Lorentz usando
los Postulados de Einstein.

2. El meétodo del Intervalo Espacio-Tiempo.
3. E]l metodo del coeficiente "K',

Cada metodo tiene sus particularidades las cuales se pueden
inferir de la exposicion de los mismos.

1. Las transformaciones de Lorentz como una consecuencia
de los postulados de Einstein

Para obtener las transformaciones de Lorentz vamos a partir
de los siguientes postulados:

1) La uniformidad del tiempo y el Espacio; es decir que para
los sistemas inerciales las leyes de la Fisica son las mismas en
todos los puntos del Espacio y en todos los instantes d tiempo.

2} La.lsotropia del Espacio: Para los sistmas inerciales las
leyes de la Fisica son las mismas en todas las direcciones.
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3) El principio de la Relativided: Todos los sistemas inercia-
les son equivalentes.

4) La velocidad de la luz es la misma para todos los siste-
mas inerciales.

Supongamos que queremos estudiar el movimiento de una par-
ticula desde dos sistemas de coordenadas Iy I'y, los cuales se
mueven con velocidad constante relativa %, uno con respecto al
otro.

Para mayor comodidad vamos a considerar el caso particular
consistente en que el movimiento de £ con respecto a I' se rea-
liza sobre un eje comun, digamos el eje de las X,

Y ¥
Ver Figura 1

I ]

Vamos a investigar cual es la relacion existente entre las
coordenadas de la particula en movimiento sequn I y segun I'. Es
bueno aclarar gue para mayor generalidad cuando se habla de
coordenadas se debe incluir el tiempo, ya que en las transforma-
ciones que buscamos no podemos SUpoOnEr gue este es el mismo
para todos los sistemas inerciales.

Segun lo dicho anteriormente vamos a buscar relaciones de le
forma:

5 e ol o o 2 Y‘:FJE{X, Y, Z, t}
_-[;i} s Zot) 5 =ma N 2,08

Esta claro que habremos encontrado las transformaciones bus-
cadas cuando encontremos las expresiones de @, I;li #, v @,. Pa-
ra esto vamos a usar los postulados antes mencmnadn5. Vearmos.

Consideremos, por ejemplo el diferencial total de X':

dx!'

I
| ad
X&

+a|_|i!l|_d\r’+ﬂ|_ dZ + a@, dt
Y asl at
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Pero seqgun el postulado relativo a la uniformidad del tiempo
y del Espacio, las derivadas parciales 3@, , a8, , 28, , @, ,
ax @Y Vi at

deben ser las mismas en cada punto del Espacio y en cada ins-
tante de tiempo, ya que las transformaciones buscadas son leyes
de la Fisica, por lo que dichas leyes no deben depender del lugar
ni del tiempo en que se consideren. O dicho de otra manera
38, , a@p, , a@d, , 3d, , no deben depender de las coordena-
ax 3y a £ ER

das X, ¥, Z, t. Es decir que deben ser constantes.

For tal motivo pongamos, por ejemplo:

aﬂr =@y iﬂ = uz £l Eﬂ, :C‘} ’ aEIr —ﬂﬁ

ax ay a7 at

Q d X' = adx +|:12d\f + ujdz +|:|&|dt

Integrando la expresion anterior, tenemos:

! -ﬂ. D(l Y., Z: t]:-:x.)( *'{:2 Y+'1:52 +I:lat - I35.

Es decir que @ (X, ¥, Z, t} es una funcion lineal de sus ar-
gumentos.

De forma semejante se podrian obtener expresiones similares

para; ', L'y t':
‘l'l.ﬁll +ﬁl'r L PR NI Y. '
ALY % SN ASEN S IR ST 2
t'-/l,x W AR ANy ARV as
En todos los casos anteriores los términos independientes se
pueden evaluar si suponemos que en el instante t = 0, ambos sis-
temas de coordenadas coinciden, es decir que: X = Y = Z = O3

X' = ¥' = t' = 0 por lo gue si sustituimos estos valores en las
expresiones anteriores se tiene:

xt =X +&Y +2,7 + &t
Yo g X A +$I + pr
2' =) x o+ Py 212 + )t

R LR AR IR
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Donde los coeficientes ai, Bi.'r,,ﬂi son coeficientes que debe-
mos determinar. Para esto vamos a considerar primero las trans-
formaciones correspondientes a Y' y Z':

Como el movimiento eseneleje X, si ¥ =0, Z = 0 se tiene
que Y' = 0, Z' = 0. Sustituyendo esto en las expresiones anterio-
res correspondientes a ¥Y' y Z', tenemos:

0 =4 x +p7 +fu
0 -}’:I +fl.‘r +}",.:

Pero como estas relaciones deben de ser ciertas para todo
X, ¥, Z, v t se tiene:

A
A'ﬂt'ﬁ!' R % -}; = JA?.' J{L il
Luego las expresiones buscadas para Y' y Z' son de la forma:
e 'ﬁﬂ' L g -J"jz

" B
Donde los cnnﬁcientes/z,_ ¥ )jmdman las veces que las mag-
nitudes medidas en E' son mayores que las medidas en I.

Pero segun el principio de la relatividad:

Yo B, 2 -]4‘32'

Combinando las relaciones anteriores se obtiene:

ﬂ:- 1 ,)"';"- 1 6 A_-)’!,- 1

Esta claro que los valores negativos se excluyen debido a la
eleccion de ¥, ¥', Z, Z'.

Luego: ¥' =Y " PR

\eamos, ahora, como se obtienen las transformaciones para X
y t: Sequn el analisis anterior en las expresiones:

X' = Fx o+ Ay o+ Az os Ay
| % -/a,: * MY +/u,z + Ayt

Mo deben de estar ¥ ni £, lo que significa que :{l- nfj- o

A py=0 .

Es decir que:

X' =l x +dt (1)
¢! -/a'x + iyt (2)
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Usando la relacion (1) y suponiendo que en un instante dado
se quiere estudiar el maovimiento del origen de con respecto a
se tiene que X' = 0, X = wut; luego sustituyendo estos valores

en (1), tenemos: 0 =ave + ﬂ(‘ft 6 ,{?. - o)y

Luego sustituyendo el valor de n(fuhtﬁnidcr en la relacion (1)
tenemaos:
X' = ﬂ'ﬁl - d,vt = ﬂ{l“ - vt) (2)

Una expresion similar se obtendria si se estudia el movimiento
del origen de I respecto a I'. ’
X = o (X' 4 ve')

Vamos a ver gue relacion existe entre los coeficientes e, ¥
o
Para esto supongamos que en el sistema ' tenemos una re-
gla de longitud L = X', - ><'1, en reposo. Veamos gue longitud

tendra dicha regla seqgun®el sistema .

Los puntos X',i, X', gue determinan la longitud "de la regla
en E corresponden a lof puntos X, X medidas en el tiempo
t = ¢ segun el sistema I. Luego usando™la formula {2)

I',*ﬁtlll = we ) Kfye D(,[xz - vt )

] - ] L - -
de m simni dra: x!, - x'a
de manera similar se tendra: g 2 J.'l L-ﬁ(:

Claro que sequn el principio de la relatividad sr.»J tiene gue:
I
_ Lo, = L. @ o = o,
Es decir que % 'd;tl = \l't-]'. x _'{IExl + vtl} {3}

Vamos a encontrar ahora el valor deof,. Para esto vamos a
considerar que en los instantes t = t' = 0, cuando J y | ' coinci-
den se envian sefiales de luz. Como la velocidad de la luz es la
misma para todos los sistemas inerciales se tiene gue la distancia
recorrida por dichas sefiales segun ambos sisemas de coordenadas
es: X = ot , X' = ct' luego sustituyendo estos valores en (3), te-
nemos:

CI‘,' - MI. {t - 'U] t
£ =9 I + v} "
6 cltry = <f{c2 - uzl t't
de donde se obtiene ques :

I —
1-vZ/c2
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Luego e X - wt
" —
1-vly/e2

Por otra parte sustituyendo
' = "'(I{I = wt) en X% -aﬂ{x* + wt'},

tenemos: L L
X = x' 4o vt = nflx -dut + A vt
de donde: % 1 '
e o X (1 -d) + eve G0/t - 1) X+ ve)
o,V v
6t' o [( 1 - visc? - 1) x 4 ve] _afve - visclx)
v 2 v
S W A
1= ¥*/JC

Es decir, que las transformaciones buscadas son:

["{x-u}. ¥ e v, 2'=2, v e Pl swsetn

dunde P. ki LAk et
¥ -zl

Observacion: Si v<< O entonces v J"c'--—lrl:l y las transformaciones
obtenidas se convierten en las transformaciones de Galileo: X' =
WorWt oY =Y F = Z il =k

Es decir gque las transformaciones de Galileo usadas en la
Fisica clasica son un caso particular de las transformaciones de
Lorentz.

2. Las Transformaciones de Lorentz como una consecuencia
de la Invariabilidad del intervalo Espacio-Tiempo

a) Definicion de Intervalo Espacio-Tiempo.

Supongamos que sequn el sistema I, en el instante t, se emi-
te una sefial de luz desde el punto p(X,, Y. Z,0 al punto

PZ Xz, Y ZEJ’ se tiene gue dicha sefial recorre la distancia:

d = ﬁlz'xllz + (vg - vp)te (z2-21)?

Pero tambien como dicha sefial viaja a la velocidad de la lue
durante el intervalo de tiempo &t = t, - t, se tiene que la dis-
tancia recorrida es d= C(tz—t1:.

Combinando las relaciones anteriores se tiene:

T L T .. TR
(x, X, )"+ {vz ?,! + tzz 2% L Pyl

& Ezl:tz - t]}z - {:n{2 - xl:lz- {'rz-'r..}z- [zz—zllz.u“}
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Esta claro que una expresion similar se obtiene si se estu-
dian los sucesos anteriores desde el sistema I, el cual se muevr
con una velocidad ¥ respecto al sistema I Es decir que:

1 1 2
tztlhz‘lllj - Il'i-l'|11 - [f'z"“-l] Lo, {:‘2'1'11 -0 :!1
Las expresiones (1) y (2) se llaman cuadrados de los interva-

los Espacio-Tiempo para los sucesos indicados, con respecto a los
sistemas de coordenadas E y I'respectivamente,

b) Invarianza del Intervalo Espacio-Tiempo entre sucesos.

i las expresiones antes mencionadas se representan por 5212

y § 12* respectivamente, se tiene:
H 2 12
$220 .8y LT B PP T

Surge la siguiente pregunta: ;Se mantendra !a igualdad ante-
rior para cualquier otro par de sucesos que no sean enviar y re-
cibir sefales de Luz?

Para contestar la pregunta anterior, supongamos gque los su-
cesos a considerar ocurren en puntos e instantes infinitamente
cercanos, es decir ques X,-X, = dXx, ¥ -Y1 I o A -21 —71 it
t,-t, = dt. De esta man&ra 1Ias expresic?ncs (1) y (2) ?I'ansinrman
el Y T R S i B R e
en: ds” = Vidt =dX -d¥Y -dt™ , d5'" = Cdt'"-dX'""-d2'

Como debe de cumplirse que cualguier Eelaciﬁn entre dSz

n:IS'2 debe satisfacer el hecho de que si d5° = D se tiene d5'
= 0, vamos a suponer que los intervalos estan relacionados por la
formulasz 2

ds? - ads'? (3)

Donde "a" no puede depender del tiempo t ni de las coorde-
nadas X,Y,Z, ya que en este caso se violaria el postulado de la
uniformidad del tiempo y el Espacio. De lo anteriormente dicho
se_desprende que el coeficiente "a" puede depender solamente del
modulo de la velocidad relativa entre I y E'. Para ver si esto es
cierto vamos a hacer las siguientes consideraciones:

Supongamos la existencia de un tercer sistema de coordena-
das " y definamos las siguientes Velocidades relativas entre los
tres sistemas considerados:

v 2 el modulo de la velocidad de I' con respecto a L V.,
el muéulu de la velocidad de I" con respecto a L.V 3 el modu1]n
de la velocidad de I" con respecto a I', luego ussndd (3) se tie-

nen las siguientes relaciones: 2 2
ds” = a (v ,)ds’

as? = & {uiaids--’
. e {vzjldS"z
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Combinando las relaciones anteriores se Ltiene:
alv
i e A LI
aluzjl

Si se usa el diagrama siguiente:

A "

- &y, 57"

Vs

nos damos cuenta de si "-."12 dependo de '\-’” y de "-;"23 esto implica

que V‘IE depende no solamente de los modulos de "-."13 ¥ VZE’ sino

que depende tambien del angulo entre dichos vectores. Pero como
dicho angulo no entra en la relacion (4), esta relacion solamente
puede ser valida si los coeficientes "a" no dependen de los modu-
los de las Velocidades relativas consideradas.

Es decir que son constantes. Por lo que se Liene gue a = i
6 dsE = g
Lo gue significa que d5 = d5' o tambien que S = §' + cons-
tante pero si 5 = 0, 5' = 0, se tiene que la constante es nula.
Luego:
5. =5}

Es decir gue el intervalo Espacio-Tiempo entre sucesos es in-
variante.

¢) Obtencion de las transformaciones de Lorentz.

Para mas facilidad supongamos gue el sistema de coordenadas
$'se mueve con respecto al sistema Isegun esquema siguiente:
&

¥ ¥
=
5 T
i o I;. X
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Supongamos, ademas, que en (1) y (2) se tiene:
tl-"ul 11 - ﬂ,‘l"‘-ﬂjzi-ﬂ; t;"‘ﬂ, X - ﬂ,‘l" - I‘.l, .= 0

L ROCTE R I S  TRE APTL J C T
Pero segun el metodo anterior se tiene: ¥ = ¥* , 7 = 72!
De donde se obtiene que:

ceZ-x? - ¢ 2axr? g xr2c¥pr2ay2 ¢, 2

Vamos, ahora, a encontrar las transformaciones que satisfa-
cen la relacion anterior:

Para esto vamos a tener presente, sqgﬂln el metodo anterior,
que las transformaciones para X' y t' seran lineales:
X' = a X + all
t' = b,X + b,t
Sustituyendo las relaciones anteriores en la relacion (5), tene-

!'2-:1:'2- (a,x + & :12 s i (b,Xx + hzt}: -

2,2 2 2 2,2 2 2.2.2
X%+ 2a,8,Xt + -212 - €°biX% - 2¢7b,b,Xt - C bt
- x2-c2,?

5 i s 2 2.2
De donde se obtiene: a - C BT (6)

2 )
2,1 2 i -
- ehi- et o v - () "

2,8, - C'b,by= 0 (8)

Como se podra notar las relaciones (6) y (7) tambien se sa-
tisfacen si ponemos: &, = Ch®, , Cb, = She, (9)

a
b, = Ché, , “2 _ she, (10)

a, Ehi
Pero si tomamos en cuenta la relacion (B) se tiene:

b, <22 . the, = the, = th® es decir que 8, 8,
&g I:h2
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De donde usando las relaciones (9) y (10) se desprende que:

a, = chg , az-uhﬂ ; hz-"l:h'ﬂ'. b,= Shé
c

Luego sustituyendo estns valores en las formulas:

X' = a2, X + azt
t' = b, X + hzt
' = XCh® + CtShe (11)
Tenemos:
t' = X ShB+ tChe (11}
C ;
Ahora bien si hacemos X' = 0 se tiene que usando la relacion

{11) X = vt, lo cual nos permite encontrar a the, vearmnos:
0 = vtChe + Ctsh = VChe + CShe , de donde tho = - ¥
C
Teniendo el valor de la the podemos expresar los valores de
Sh y Ch en funcion de esta. Esto lo hacemos usando las rela-
ciones conacidas de las Funciones Hiperbaolicas:

Che 1 , 5h® = ChOth8, es decir que:

: V 1-th2e

Che_ 1 , 5he . -v/C

Vi-vt/c2 Vi-vc?

Luega sustituyendo estos valores en las formulas (11) y (12)
se tiene:

X' . X - vt Lottt - v/
Vi-v2/c2 iy - vic?

Es decir que las transformaciones halladas son:

x* =[x - ve), Y=y, 20wz, vt o= - vse?x)

Donde r—. . 1

Vi - w22

3. El metodo del Coeficiente "K"

Este metodo se basa en el hecho experimental consistente en
que si dos observadores se mueven und con respecto al otro con
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una Velocidad Relativa V, y uno de ellos envia dos sefiales con-
secutivas de luz con un intervalo de tiempo T, entonces el obser-
vador que recibe dichas sefiales las recibira con un intervalo de
tiempo KT.

Donde "K" es un coeficiente gque depende solamente de V,
Puesto que si "K" dependiera de la posicion, la direccion o del
tiempo en gue los observadores envian y reciben las sefiales esto
estaria en contraposicion con las propiedades atribuidas al Espacio
y al tiempo: La Uniformidad y la Isotropia del Espacio asi como
la uniformidad del tiempao.

Veamos, ahora como se calculo "K" parauna V dada entre dos
observadores en movimiento:

Supongamos que A y A' se mueven con una Velocidad Relati-
va V. Se puede suponer que en el instante t. = 0 ambos observa-
dores coinciden y que ademas en dicho instante A le envia una
sefial a A'. 5i luego en el instante t, A le envia otra sefizl a
A', se tiene que A ha enviado dos sefiales en un intervalo de
tiempo T = t, - t. = t, y A' recibira dichas sefiales con un inter-
valo T' = Kt,, pero si A' dispone de algun medio (un espejo por
ejemplo) para reftﬁjnr dichas sefiales, estas volveran a A con un
intervalo t, = KT°, donde t, es el instante en que A recibe la
sefial reﬂej%l:la por A'.

Basandonos en el analisis anterior y en el postulado de la
velocidad de la luz, se tiene que la distancia recorrida por la luz

ara llegar a A' sequn A es:
e o ? X =7Cty-t)

o tambien x = %C (KET—T} = Jf CT {Kz =1k

Por otro lado, supongamos que en el instante t, A envia una
sefial hasta el observador A' si dicha sefial llega a A' cuando A’
esta en la posicion X, se tendra que segun A, este suceso ha
ocurrido en el instante t) + TT, donde 'I':, es el tiempo usado por
la sefial en alcanzar a A'. Lo mismo ocurrira si la sefial es en-
viada por A en el instapte t; > t}, llegando dicha sefial a la posi-
cion X, ocupada por A en el instante t, + T, donde T, es el
tiempo usado por la sefial en alcanzar a A'.

Supongamos, ademas, que cada vez que una sefial alcanza a
A' ze refleja de nuevo hacia A. S5e tiene que la sefial enviada en
el instante t,' regresa en el instante t} y la sefal enviada en el

t, regresa en el ty-

Se podria encontrar el tiempo en que (segin A) A' se mueve
ne la posicion X, a la posicion X,.
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L] [
Veamos el siguiente tt T i T
diagramas
i L]
A 2 4
o Xy X
* *
Sk & t. T,
Como se ve en el diagrama en el instante t; - T,, A' debe

de DELIFIEII‘ la pustcmn we {segun Al y en el t
ocupar la posicion X, {tambner: sequn A

T T,, A' debe de

Siguiendo el analisis anterior se tiene que el tiempo “t" usa-
do por A' en moverse de la posicion Xf a la X, ess

b (b ST s D

te(t, T - (g =T (2)
Sumando las dos expresiones anteriores se tiene:
2t = t.+t2-tf-t; o (b, - t3) » (e - t;}

* *
Perocomo T = ¢, - &, ., Ly-ty, = KZT. Lenemos:

¥t = T 2 K%Y

6 t_.i. %)
2
* *
Ahora bien sit, = 0, t2
decir que:
Tw g, ;: KT= 1
Cgue ¢ wm |

(t,
T + lz]

De todo lo anterior se concluye gque segﬁn A. A' recorre l=

= [0 se tiene qUEIT = 0 -,-rrf: 0, es

£
= X,=X, = X,

2 w

2
‘-—;—“z”l}-—{.— T{K2+|]-

F
distancia y= _1 C{tz‘l.] = 1 CT(K=1) en el tiempo
2

Luego la Velocidad de A con respecto a A sera:

2
T, 3 CT(K =1 e o)
. ITl:I\'.Z-l-I} Ki-l-l
6 % - 1 7
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de la expresion anterior se puede despejar a ki

K @ S

Veamos ademas, otras formulas que luego vamos a necesitar:

r‘_ 1 _lf.z+1
v 2 2K

1 - B
TSN GO W S
2K ks 1 2K

Observacion: el metodo del coeficiente "K" se puede usar
para obtener las principales consecuencias de los postulados de la
teoria de la relatividad, pero nosotros lo vamos a usar para ob-
tener solamente las transformaciunes de Lorentz. Veamos:

Supongamos que se estudia el movimiento de una particula
"P" desde los sistemas de coordenadas I y I' los cuales se mue-
ven con velocidad relativa v en la direccion del eje X.

Supongamos, ademas que “F‘“ tambien se mueve en dicho eje
y que las sefiales que I envia a "P" pasan, primero por L' si-
guiendo hacia "P'". Pero luego que llegan a "P" =e reflejan hdua
I pasando primero por I'. 5i en wun instante dado "t," se envia
una sefial hacia "P" esta pasara por I' en el instante t, ¥ segui-
ra hacia "P" luego vendra de vuelta pasando por ' en ei instante
2 y finalmente llegara a I en el Eoe

De lo dicho anteriormente se tiene gue:

Segun ¢+ X _ 1 . el eyt 1) [3)
7 Clty, = 1y) R !

Donde X es la distancia del origen a "P"
t es el tiempo en que "P" recorre la distancia X
t, es el instante en que I envia una sefial hacia "P"
tz es el instante en que I recibe la sefial enviads
a HP“.
De forma semejante se tendria EEgl:II'I i
1 [ ' 1 ' ] L
i - H = [t + 1
Jt-~2~i::{,t2 tlJ. 1-2[1 ,}[]

Usando las relaciones (3) y (4) se pueden despejar los valores

debyy oy kL N _ X i + X
12’?21.. t :.tz L c
! ! X!
1 m b s ! - —
t t T A t2 k7 i
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Por otro lado sequn la definicion de "K" se tiene:

f; = Kty , 1, = Ktj

E= decir que:

"':—'“‘-'Ht-%} (5)

t o+ - Kt!

R S RLEEY %Ll (6)

o] =

Pero multiplicando (5) v (8) de manera cruzada:

. Lk & X X
K (t =) (% =gl Klr= ) (x5}
8 tI'Z Lox o IZ _ II
‘ [
Que es lo mismo que Iz—tztz es invariante.

Ahora bien, si se usan de nuevo las expresiones (5) y (6) se

Liene:
' X
g AL w KR 2 )
C c
B AT o X
aal O

For lo que sumando las formulas anteriores se obtiene:

Kz-t'lt = X

R L = T AT )

6 ¢ =Pt - ¥ x)

De forma similar se tendria que:

L I e Rl T

4. A modo de apendice:
Las transformaciones de Lorentz en forma Vectorial

Supongamos gue desde los sistemas de coordenadas E y I' se
quiere estudiar el movimiento de una partf-:u]a segun el siguiente
diagrama:
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Agqul se liene que:

f es.el Veclorposicion de la particula segun I.
+* e ™
r' es el Vector posicion de la partfcu]a sequn E'.
R es el Vector posicion del origen de ' segun I.
-l
T.r" 4R
dt

Para aplicar los resultados obtenidos anteriormente vamos a
descomponer ¥ y T' en dos componentes:

Una paralela a E‘, y otra perpendicular a ﬁ.

e + -+ + -s. +r -
Es decir que : F = Tyytobpd T =Tyt B
Dande:
* * ﬁ
T, s Ty son los componentes paralelos a R.
-+ - -+
r, , r son los componentes perpendiculares a R.

- L L . ’
Entonces segun las formulas obtenidas se tendria gue:

Bo= T, - Vt), Ty= Freth = T(E = To %) (1)

_cl‘.!.—

pero comos

+ 4 -+ -+ +* 4
rad o= (rv) = {rgos ke ¥ os Tyev. (2}

o+ +

TyeV = T,V de donde [ _ (F V) - (rv)

v v
ey +* - - k4
o, tambien ry = (r !"'":' LA {L‘_\;}' v (3}
" v
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Se tiene: Do (L gy . FJ_

B o= M e v e rer,cr-ToE+ (I T

Tambien usando (3) se puede poner: X _ = (34 ., (1.9) (Fu) v

De forma semejante: t' =7 [t~ (Fv) ]
=

Las couales son las transformaciones buscadas.
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