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EL USO DEL ALGEBRA MATRICIAL
EN LA INGENIERIA

DANIEL COMARAZAMY

Durante mucho tiempo se considerd que el dlgebra de matrices era
una de las herramientas mas poderosas con que contaba el ingeniero,
pero que dada la complejidad de sus operaciones, resultaba muy dificil
su puesta en operacion, especialmente cuando el orden de la matriz
aumentaba considerablemente como ocurre en muchos casos de la
ingenieria de estructuras.

Sin embargo, hoy dia con el advenimiento del computador, los
ingenieros hemos tenido que desempolvar y repasar, unay otra vez, esta
importante rama de las matematicas.

Gracias a este formidable instrumento, encontrar la determinante
de una matriz de 40 x 40, su inversion, trasposicién, multiplicacidn,
solucién y demds operaciones del algebra ordinaria, son tareas
realmente sencillas y rutinarias.

En estas breves cuartillas trataremos de demostrar la validez de
nuestra aseveracién tomando como ejemplo la creacion de los
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momentos del area y sus consecuentes transformaciones ocasionadas
por rotaciones y/o traslaciones de los ejes.

A pesar de que en este estudio s6lo nos limitaremos a esta parte de
la mecanica de sélidos, es bueno apuntar que las ecuaciones matriciales
y las consecuentes transformaciones, que trataremos de explicar en lo
que sigue, son aplicables a otros campos de la ingenieria tales como la
Teoria de Elasticidad, la Ingenieria de Estructuras, Topografia,
Agrimensura, Hidraulica, Vial, etc...

Para empezar debemos recordar que para poder efectuar el
producto de dos vectores cualesquiera, uno de los dos, el multiplicador
y el multiplicando, debe estar de forma transpuesta, de la siguiente
manera:

{p}T{q} o {p}{q}T, obviamente en el primer caso el resultado es
un escalar, pero en el segundo se trata de una matriz.

Abhora bien, si el vector en cuestién se multiplica por si mismo, en
el primer caso obtendriamos la magnitud del vector, pero en el segundo
caso formariamos una matriz llamada la *diddica’ del vector.

Imaginemos un érea infinitesimal (dA) contenida en el plano X-Y
e identificada por las coordenadas de posicidon (x,y) las cuales
pudiéramos expresar mediante el vector,

X
w=[3]
1

si construimos la diddica de este vector posicional, obtendriamos el
siguiente resultado:

[x v 1]
x| | %2 X
11 | x vy 1

Si esta diddica la multiplicamos por el escalar dA y la integramos en
toda el drea del elemento, tendriamos el siguiente resultado:

x2 xz X Ixx Iy Qx

xy ¥y oyl (@A) = |y Iy Qy

X y 1 Qx Qy A
A

38



la matriz formada se conoce como el Tensor de Inercia donde Ix € Iyy
representan Momentos de Inercia rectangulares, Ixy se define como el
Producto de Inercia, Qx y Qy representan los Momentos de ler orden
(Momentos Estéticos) y A, el 4rea de la seccion en cuestion.

Noétese que en el caso anterior hemos podido describir, de un solo
plumazo, todo un capitulo de la Estatica de Sélidos, simple y llanamente
con un analisis matricial sencillo.

Veamos ahora como se afecta el Tensor de Inercia al realizar sobre
él, transformaciones de coordenadas por rotacion y por traslacion.

Si observamos la Fig. 1, notaremos que en la misma hemos rotado
un cierto dngulo 6, los ejes rectangulares X-Y a una posicién U-V, de
forma tal que podamos expresar las coordenadas originales en funcion
de las nuevas, teniéndose,

X Cos#  -Senf Of]|u
y = Senf Cosf 0| |v| oenotras palabras {x} = [R]{u}
1 0 0 1111

siendo [R] la Matriz de Transformacién de Coordenadas por Rotacion.

Ahora bien, para efectuar la transformacion rotacional del Tensor
de Inercia hacialos ejes nuevos, procedemos a realizar el triple producto
matricial que gobierna a las cantidades tensoriales:

(Tu] = [R}'IX|R]

para una mayor comodidad de espacio, llamaremos C=Cos6y S = Senb

| 1 [ | A
o by | c s 0
oy ' Iy , @ S ! C 10
x ! g 1 A 0 \ 0 b1
| | ] [PE—
— ' ' ) I
i ! | |
Cso| |bxC+iys ! LyC+IyyS 1 OxC+Qys | | b +2pysC+ xC+
IS  BCHS | S| | g amdpse
SCO| | yClas ! yClyS | QyC-QxS | DaS>2IxySC+ | QyC-QxS
R S T 2L s
i ! i 1
oo1 x | Q 1 A C+QS 1 QTS | A
AL , 1
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Delo anterior podriamos concluir que el Tensor de Inercia, referido
a los nuevos ejes U-V, se lee como sigue:

! 20 |

bxCos’8 + IyySen’® IxyCos28 - '
FhySendesd | 1 -GclpSenfCod | QrCosd + QySend
IxyCos20 - | bo(Sen29+15yc°s . —: - - - T °°
Pul=|  -(ocly)SenbCosh 1 -2bySenfCostl | QyCosf- QuSend
QxCosl + QySenf i QyCosf-QaxSend | A

Si los ejes son centroidales, obviamente Qx y Qy serian nulos, y si a
la vez quisiéramos encontrar el dngulo que produce valores maximos o
minimos del tensor nuevo, bastaria con diagonalizar la matriz, lo que
significa anular los términos (1,2) y (2,1). En otras palabras, Iuv = 0;

Tuv + IxyCos26 - (Ixx - Iyy) Sen26 = 0
ey P

despejando tenemos que:
tan260 = 2Ixy

Siahora evaluamos las funciones Sen28 y Cos28y sustituimos en los
valores Juu, obtendremos la conocida expresidn para valores maximos
del Momento de Inercia:

Imax/min = Ixx + Iy + Jm Tyy? + (Txy)>

Si por el contrario, la transformacién de las coordenadas se esta-
blece mediante una traslacién de ejes, como se observa en la Fig. 2,
podriamos expresar las nuevas coordenadas en funcién de las originales
de la siguiente manera:

u=x-a
v=y-b
expresado de forma matricial,

u 10 -al|x
[VJT- I—E 1 E‘ [yjl osimplemente {u} = [T]{x},
1 001 1

[T]
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donde [T] representa la Matriz de Transformacién de Coordenadas por
Traslacion.

Siahora efectuamos el triple producto matricial, tomando en cuenta
la naturaleza contravariante del Tensor de Inercia, es decir, que su
transformacion esté asociada a la matriz usada para definir las nuevas
coordenadas, tenemos que:

[1u] = [T)[Bx][T]*

bk | Qe 1 too 0
]
by | Iy , Q 0 Lo : 0
| |
& ! o _A a Loe 1
10 boxaOx | | Do+ a?A- | Dy + abA- |
a - i ! Ox. a’A- a
Do Ry xaa | oy | aQyob0x | Ox-aa
1 =G =
01 b + abA- | Iyy + bA-
Drion %) orva | oy ter | M andy | gyeb
00 1| | Tox oy 1 A Q-aA 1 gy-bAa | AT ]
! . '

La nueva matriz que identifica el Tensor de Inercia transformado
por traslacion de ejes, queda formulada de la siguiente manera:

] ]
boc + a2A-22Qx |, Dy +abA-aQy-bQx Qx-aA
S U U
(Blu= | Ixy + abA -aQy-bQx } Iyy + b2A - 2bQy t Qy-bA
.______...__|_._______'_______.__
Qx -aA : Qy-bA : A
t »

Si los ejes originales fueran centroidales, donde los Momentos
Estaéticos son nulos (Qx = Qy = 0), tendriamos lo siguiente:

Tuu=Ix + a’A

Iw=lyy + b%A

Iuv=Ixy + abA

lo que se conoce en la Estatica como Teorema de los Ejes Paralelos,
Formula de Transferencia de Momento de Inercia o simplemente el
Teorema de Steiner.

Nétese que en las dos transformaciones que hemos presentado
asociadas al Tensor de Inercia, el término (3,3), que corresponde al
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valor del Area de la Seccidn, no se alterd ni con la rotacion ni con la
traslacion, tal y como se esperaba.

Otro aspecto que consideramos importante sefialar sobre el Tensor
de Inercia, es que su primera invariante (la asociada a la traza de la
matriz, es decir la suma de los términos de su diagonal principal),
permancce inalterado cuando se transforma al rotar los ejes. Dicha
traza se conoce como el Momento Polar de Inercia.

De igual manera la segunda invariante, que se refiere al deter-
minante de la matriz, se mantiene constante.

Y
\)
v sen &
I v cos © u
¢ e Y usenod
2]
> X
(o] L—ucose
Fig |  Rotacion de ejes
x=ucosO - vsenb X cos® -sen O 0]
y=usen8 + v cos 0 y|=lsen® cos© 0O
| 0] (0] i
v
Y
u
dA

° |
i Lb
[¢} - X
4 X ..__.__,L
u I 0 -a X
Fig 2 Traslacion de ejes U= x-n vi=10 | -b|ly
v =y =b il o o 1 |
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