UNIVERSIDAD SANTO TOMAS Comunicaciones en Estadistica

PRIMER CLAUSTRO UNIVERSITARIO DE COLOMBIA Diciembre 2011, Vol. 4, No. 2

Analisis de sensibilidad de la prueba de Student
para una muestra

Sensitivity Analysis for Student-Test in one sample

Jorge Ortiz Pinillaf] Heivar Yesid Rodriguez Pinzénl
jorgeortizQusantotomas.edu.co heivarrodriguez@Qusantotomas.edu.co
Resumen

La estadistica ¢ de Student no es monétona en funcién de la diferencia entre T y
1o, pues ésta se modifica mediante alteraciones en los datos que también afectan
el valor de la varianza. En este trabajo se utiliza esta propiedad para analizar la
estabilidad en las pruebas cuando se encuentran valores-p cercanos del nivel de
significacion dado por el investigador.
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Abstract

Student’s ¢ statistic is not a monotonic function of the difference between T and
1o, since it is modified by alterations in the data that also affect the value of the
variance. In this paper the property is used to analyze the stability of the test
when the p-value is close to the significance level.

Key words: t Statistic, Monotonicity, Stability.

1. Introduccion

En la aplicacién de la prueba t, la decision de rechazo de la hipétesis nula se toma
con base en el valor-p, calculado con los datos de la muestra observada, o a partir
de la posicion del valor de la estadistica fuera del intervalo conocido como la region
de aceptacién. Por lo general, los estudios que abordan el tema de la calidad de las
pruebas se centran en el comportamiento de la funcién de potencia. En algunos,
sélo se trata el caso particular correspondiente a pux = po, considerando que la
prueba se comporta bien si la proporcion de rechazos de Hy : ux = po coincide
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con el nivel de significacién utilizado. Mas detalles y referencias adicionales se
encuentran en (Montilla 2010).

En ocasiones, el investigador desconoce en su aplicacion especifica que su decision
puede verse afectada por un simple cambio en la cantidad de digitos de sus datos
o por un cambio muy pequeno en uno solo de ellos. Se encuentran casos mas
complejos cuando se rechaza la hipdtesis nula con una muestra cuyo promedio se
encuentra a una distancia d; del valor de la media poblacional especificado en Hy
y una alteracién del valor mas extremo de la muestra lleva a no rechazar Hy y el
valor del promedio con los nuevos datos se encuentra a una mayor distancia de del
mismo valor poblacional mencionado.

En este trabajo proponemos la aplicacion de un andlisis de sensibilidad para los
resultados de la prueba ¢t para una muestra y su presentacién como parte del
informe respectivo para que el investigador tenga un mejor conocimiento de las
condiciones en las que toma sus decisiones.

2. Notacién y cambios en un dato

Se supone que X7, X5, ..., X,, es una muestra aleatoria de una distribucién nor-
mal N(u,0?) y que x1,29,...,7, es una realizacion. X y S% son las estadisticas
conocidas como la media y la varianza muestrales y T y s2 son los valores respec-
tivos calculados con los datos obtenidos. Ademds, z(1), Z(3), - - ., () Tepresenta el
conjunto de valores ordenados de menor a mayor.

Si se establece la hipotesis Hy : i = po versus alguna de las alternativas conocidas,
se utiliza la estadistica Tx = (X — po)/(Sx//n), cuyo valor para la muestra ob-
servada se denota como t,. Como de costumbre, para una probabilidad «, ¢,,—1(«)
es el percentil correspondiente de la distribucién ¢ de Student con n — 1 grados de
libertad, pero si no hay lugar a confusién, se escribe solamente .. Con la simetria
de la distribucién con respecto a cero se tiene que t, = —t1_4.

Se considera d, una constante que se utiliza para modificar aditivamente uno de los
datos, por ejemplo, :Ca) = z(;) + d, donde ¢ puede ser cualﬁliera de 1,2,...,n. El
promedio y la varianza afectados por esa modificacién son z} y s2. y se representa
el valor correspondiente de la estadistica de Student como t:.

3. Efecto sobre la media y la varianza

Si el dato x(;) se reemplaza por x’(*i) = x(;) + d, siendo d una constante, entonces:
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A partir de () se concluye que el cambio ocasionado en el promedio no depende
de cudl fue el dato transformado.

Para la varianza, se tiene:

Haciendo los reemplazos y los desarrollos convenientes, se llega a:
2
2 2 L) d
R A VI 2

A diferencia de lo encontrado para el promedio, en (2] se observa que el cambio
ocasionado en la varianza depende del valor afectado. Ademas, si x(;) —T y d tienen
el mismo signo, la nueva varianza toma valores mayores que cuando z(;) —Z y d
tienen signos contrarios.

4. Efecto sobre el valor de la estadistica ¢,

Los efectos del cambio generado en un dato sobre el promedio y sobre la varianza
tienen consecuencias en el valor de la estadistica de prueba. Con los resultados de
la seccién anterior, se tiene:
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Como consecuencia de () y @), puede verse en [Bl) que el cambio generado por
d en el numerador no depende del dato z(;) afectado, pero si el ocasionado en el
denominador.

Con un mismo valor de d se puede afectar a t2. en mayor o menor medida de-
pendiendo de la diferencia que presente el dato que se modifica con respecto al
promedio. De esta manera, con un mismo valor de d, ¢2. toma el valor més grande
si se modifica x (1) cuando d > 0 o x(,) cuando d < 0, es decir, acercando uno de
los extremos.

De manera andloga, si se busca el valor mas pequefio de 2. habiendo fijado d, se
debe aplicar la modificaciéon a x (1) si d < 0 0 a x(,) si d > 0, es decir, alejando
alguno de los extremos.

De manera similar se tiene la siguiente relacion entre t;« y t5:

_ d
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El valor mas extremo que puede tomar la estadistica con esta transformacion se

encuentra derivando ¢, con respecto a d e igualando a cero. Asi, el maximo o el
minimo, segun el caso, se encuentra en:

(Li) _ft — Ls )s
N L (4) -z 1 Sgty

n—l% n

5. Efecto sobre la decision sobre H,

Facilmente se demuestra que lim t2. = lim t2. = 1, independientemente de la

d——oco "t d—oo
muestra observada, de su tamano, de a y de . Esto implica que sin importar el
resultado obtenido para t,, se puede encontrar un valor para d que lleve a que ¢2.,
quede suficientemente cerca de 1 como para que la prueba realizada con los datos
transformados no rechace Hy, sin importar tampoco la alternativa con la cual se
contraste.

Como consecuencia, cuando una prueba realizada con una muestra observada
T1,%2,...,Ty, lleva a rechazar Hy, siempre es posible encontrar una constante
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d, que agregada a ;) conduzca a no rechazar Hy con la muestra transforma-
da. Cuando no se rechaza Hj con la muestra observada, no siempre es posible
encontrar una constante d que lleve a la decision contraria.

Si t,, es el percentil « de la distribucién ¢ con n — 1 grados de libertad, entonces,
se puede buscar d tal que:

ti’f :ti (8)
es decir,
d2
s7 2 +2 (T — po) d+ —
i) — T d? “
52 +2(u)d+ —
n—1 n

Multiplicando por el denominador de la izquierda y reagrupando los términos, se
obtiene la siguiente ecuacion de segundo grado en d:

2 —1 Ty — T
- d2+2(Lti — (f—uo)) d+s2(t2 —t2) =0 (9)

n—1

Renombrando como a, b y ¢ los coeficientes respectivos de d?, d y el término
independiente en ([{), se encuentran las soluciones

—b— Vb?% — 4ac

dy =
4 —b+ Vb?% — 4ac
2= —F0
2a

siempre y cuando se cumpla que b? > 4ac.

El planteamiento de la ecuacion
tyr =to (11)

lleva a la misma ecuacién de segundo grado ([@).

Teniendo en cuenta que para los niveles de significaciéon usuales t2 > 1, si se
rechaza Hp con la muestra observada, es porque t2 > t2 y se tiene garantia de
encontrar un valor real para d que hace cambiar la decisién sobre Hy, como se vio
antes.

Si t2 > t2 y no se rechaza Hp, no siempre es posible encontrar valores para d
que hagan cambiar la decisién. Sin embargo, si t2 < t2, pero con una diferencia
pequena, de manera que 4ac sea pequeno y si x(;) — Ty fio — T tienen el mismo
signo, para que b tome un valor mayor que 4ac, entonces se encuentran soluciones
para ([@). Esto se facilita si se toma ¢ = n cuando g > T o ¢ = 1 cuando py < T.
Es claro que si el valor més extremo posible de ¢+, calculado con d dado en @, es
menos extremo que el punto critico de la prueba, entonces no existe la posibilidad
de cambiar la decisiéon de no rechazar Hy.
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6. Indicador de estabilidad de la prueba

Cuando no existen soluciones reales para d, la prueba se considera estable para
este tipo de modificaciones, pues con ellas no habra manera de cambiar la decisién.
Si existen, la magnitud de d puede interpretarse como el “intervalo de seguridad”
donde x(;) puede moverse sin generar cambios en la decisiéon tomada con la muestra
observada originalmente. En este sentido, la soluciéon de menor valor absoluto es
un indicador de la estabilidad de la prueba para el tipo de modificacién planteado,
siendo los valores pequenos los que corresponden a poca estabilidad.

Si el valor de la solucién encontrada es muy pequeno, el escaso margen de movi-
miento indica que la decisién tomada es inestable y es bueno que el investigador
lo sepa, no para que cambie su decisién, que ya no esta en juego, pero si para que
tenga en cuenta este aspecto en sus interpretaciones.

La figura [[[(a) ilustra una situacién de inestabilidad para una prueba unilateral
izquierda (Hy : px > po contra Hy : u < po). El valor de la estadistica observada
con los datos originales corresponde a la posicion d = 0, sin alterar ningtn valor
de la muestra y la prueba no rechaza la hipétesis nula.

No se rechaza Ho Se rechaza Ho No se rechaza Ho

No se rechaza Ho y existe una solucién d > O

------------- R e e (2)
0 d>0
t t*
Se rechaza Ho y existe una solucién d < 0
———————————————— R B ©)
d<o 0 :
t* t
Se rechaza Ho y existe solucién d > O
———————————————— Rl e e e e O
0 d>0
t t*

Figura 1: Situaciones inestables para la decision sobre Hy.

Si, para el caso, existe una solucién d > 0, el promedio modificado por un cambio
d; ligeramente mayor que esta solucién es mayor que el observado, es decir, més
cercano numéricamente del valor dado en Hy, pero con el cual se obtendria un
valor t* conducente a rechazar esta hipdtesis.
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En la figura[Dl(b) la posicién de la estadistica, correspondiente a d = 0, esta en la
region de rechazo y se tiene una solucién d < 0. Si x(;) hubiera tomado el valor
x(jy + di, con di < d, no se hubiera rechazado Hp. Se tiene una incomodidad
similar a la del caso anterior, en el sentido de encontrar ahora que un promedio
numéricamente mas lejano del especificado en Hy llevaria a no rechazarla.

Las “incomodidades” mencionadas en los casos (a) y (b) se explican por el hecho
de que la prueba ¢ no examina las diferencias numéricas entre T y o en bruto,
sino en unidades del error estandar, lo que se constituye en el patrén para evaluar
su comportamiento probabilistico.

La figura [[l(c) ilustra el caso en que con el valor obtenido de la estadistica se
rechaza Hj y en el andlisis de sensibilidad se encuentra una solucién d > 0, cuyo
efecto hubiera sido acercar el promedio al dado en Hg. Asf que si en lugar de x(;
se hubiera observado x(;) + d1, no se hubiera rechazado Hy.

Puede ser conveniente presentar tanto el valor bruto, que indica el tamano de
la alteracién que seria necesario aplicar, como el valor en unidades de desviacion
estandar para tener idea de la magnitud de la modificacién en funcién de la dis-
persién de los datos.

Con el siguiente cédigo en R se encuentran las soluciones de la ecuacién ([@). Si no
son soluciones reales, la funcién retorna el valor Inf para indicarlo.

Ceros = function(x, alpha, MO, i) {

# --- Resuelve la ecuacién (9)
n = length(x)

xb = mean(x)

Vx = var(x)

xo = sort(x)

ta = qt(alpha, n - 1)
tx (xb - MO) / sqrt(Vx / n)

A (ta”2 - 1) / n
B =2 % ((x0[i] - xb) / (n - 1) * ta~2 - (xb - MO))

C=Vx *x (ta"2 - tx"2)
dl = Inf
d2 = Inf

Dt = B"2 - 4x%AxC

if (Dt >= 0) A
dl = (-B - sqrt(Dt)) / (2*A)
d2 = (-B + sqrt(Dt)) / (2%A)

}
ceros = c(dl, d2)
return(ceros)
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Ejemplo: Para probar Hy : ux > 10.5 contra H; < 10.5, con o = 0.05 y con los
siguientes datos: 4.9,6.4,7.0,7.9,8.6,9.5,9.5,9.6,10.0, 10.3, 10.6, 11.8,12.0, 12.0, 12.3,
se tiene:

T = 9.493333, s, = 2.205988, t, = —1.7674, gl = 14, valor-p = 0.04947.

Para x(;) se encuentran las constantes —0.785986 y 0.945172 que corresponden a
—0.3562966 y 0.4284576 desviaciones estandar, respectivamente.

Cualquier valor tomado del intervalo [—0.785986,0.945172] y que se agregara a
x(1) generarfa un valor de t* que llevarfa a rechazar Hy en favor de H; : pp < 10.5,
si se tomara t* para decidir. Fuera de este intervalo, no se genera rechazo de Hy.

Por ejemplo, si en lugar de z(1) = 4.9, se hubiera tenido z(;) = 4.1, los resultados
hubieran sido: T = 9.44s, = 2.331094,¢t = —1.7611, gl = 14 y valor-p = 0.05002
y si z(1) = 5.9, entonces: T = 9.56, s, = 2.068056,¢ = —1.7604, gl = 14 y valor-p
= 0.05008.

Para x(,), el indicador de estabilidad es de 0.03192084. Si en la muestra original
se hubiera encontrado z(,) = 12.7 en lugar de z(,) = 12.3, la decisién hubiera
cambiado.

7. Conclusiones

1. Cuando la ecuacién (@) tiene soluciones reales, es posible encontrar cons-
tantes d que al ser agregadas al dato x(;) de la muestra observada llevan a
modificar la decisién tomada sobre Hy.

2. Cuando se rechaza la hipotesis nula, siempre es posible encontrar constantes
d que al ser agregadas a uno de los datos de la muestra observada acercan T
de o y al aplicar la prueba t a los datos modificados ya no permiten rechazar
Hy. La de menor valor absoluto se reconoce como indicador de estabilidad.

3. Cuando se rechaza la hipdtesis nula, la ecuacién (@) siempre tiene soluciones
reales y, por lo tanto, se pueden encontrar constantes d que al ser agregadas
al dato x(;) de la muestra observada, alejan = de pg y, sin embargo, al aplicar
la prueba t a los datos modificados ya no se rechaza H.

4. En cualquier caso, a menor valor del indicador, menor sera la estabilidad del
resultado obtenido con la muestra observada.

5. Cuando la ecuacién ([@) no tiene soluciones reales, el resultado se considera
absolutamente estable.

6. Una misma constante d genera modificaciones mas grandes en la estadistica
de prueba si se agrega a x(1) 0 a T(p)-

Es importante no descontextualizar el andlisis propuesto, que se aplica exclusiva-
mente al resultado observado. No se pueden trasladar las conclusiones a la prueba
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t de manera general. Lo estable o inestable es el resultado y no la prueba, pues
lo que hemos llamado la muestra modificada no es ya una muestra aleatoria sino
una muestra manipulada, en el contexto de analisis de sensibilidad, para examinar
condiciones que pudieran afectar la estabilidad de las decisiones tomadas.
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