UNIVERSIDAD SANTO TOMAS Comunicaciones en Estadistica

PRIMER CLAUSTRO UNIVERSITARIO DE COLOMBIA Junio 2009, Vol. 2, No. 1

Estimadores de regresion logistica para
tratamiento de no respuesta en el caso de
cocientes de variables dicotomicas

Logistic Regression Estimators for the Treatment of Nonresponse for
the Ratio of Dichotomic Variables

Pedro César Del Campo Neira®

pcampo@icfes.gov.co

Resumen

Para la estimacién de un cociente de variables dicotémicas en un disefio M AS? se
utiliza informacion auxiliar para los elementos de la segunda etapa. La informacion
auxiliar se usa en el numerador y el denominador a través de regresion logistica.
Para distintas funciones de enlace en el modelo de regresién y tratamiento de la no
respuesta, se compara la eficiencia del uso de distintos tipos de informacién auxi-
liar binaria en el numerador y el denominador. Usando el proceso de simulacién
de Monte Carlo se realiza la comparacion de estos distintos escenarios.

Palabras clave: muestreo, estimacion de cocientes, modelos lineales generaliza-
dos, regresién logistica, tratamiento de la no respuesta.

Abstract

To make the estimate of ratio with dichotomic variables in a ST.ST design is used
auxiliary information for the second stage elements. Auxiliary information is used
in the numerator and denominator with the use of logistic regression. To dif-
ferent link functions in the logistic regression model and the treatment of the
nonresponse, it is compared the efficiency of the use of different types of binary
auxiliary information for numerator and denominator. Through of a Monte Carlo
Simulation process is made the comparison of the different approaches.

Key words: survey sampling, estimate of ratio, generalized linear model, logistic
regression, treatment of nonresponse.
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1. Introduccion

Para muchos estudios de muestreo se tiene interés en estimar razones de totales
de variables dicotémicas. Un ejemplo son las encuestas de tipo electoral, donde se
desea estimar la razon entre el total de personas que votan por un determinado
candidato sobre el total de personas que votan. También son un ejemplo las en-
cuestas de tipo médico, donde se desea estimar la razon entre el total de personas
que sufren de una determinada enfermedad y que viven en una regién sobre el
total de personas que viven en esa region.

En particular se desea formular estimadores de cocientes de variables dicotémicas
que se obtienen con el uso de informacién auxiliar y modelos de regresion logistica
para un disefio M AS? con distintas funciones de enlace y teniendo en cuenta la
no respuesta para elementos de la segunda etapa. Se trabaja con estimadores de
cocientes sin informacion auxiliar, con informacién auxiliar para el denominador,
informacién auxiliar para el numerador e informacién auxiliar para el denominador
y el numerador. La informacion auxiliar se trabaja a través de regresion logisti-
ca para las funciones de enlace Logit y Probit. Posteriormente, se comparara su
eficiencia en términos de sesgo y varianza a través de procesos de simulacién.

2. Estimacion de cocientes de totales asistidos por
modelos

Sea U un conjunto considerado como una poblacién con N elementos {e1,ea,...,ex}.
Se tienen dos variables dicotémicas yi y z; para cada elemento de U. Sea U, :=
{ex |yr = 1} y U, := {ex| zx = 1}. En particular se tiene que U, C U, C U. El
objetivo es estimar el cociente C representado en la ecuacién (1).

C_ZUZk_E M

Debido a que U, C U, se puede ver claramente que C' representa la proporcion
de elementos de U, en U.. Para el caso de diseno muestral M AS? la estimacién
del cociente C' depende de la informacion disponible para la variables Y y Z. La
varianza y el estimador de la varianza del estimador del cociente C se obtienen
mediante el método de linealizacién de Taylor (Sdrndal et al. 1993)

2.1. Estimacién de cocientes en un modelo M AS?
Para un disefio muestral M AS? se tiene en particular que el estimador de un

cociente de variables dicotémicas sin el uso de informacion auxiliar esta dado por
la ecuacién (2).
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Para la estimacion de totales bajo un diseno muestral en dos etapas se debe tener en
cuenta qué tipo de informacién auxiliar se tiene. En particular cuando se dispone de
informacién auxiliar sélo para los elementos de la segunda etapa, y en particular
de sus totales poblacionales, se plantea la estimacién del total de una variable
mediante la ecuacién (3), segin Séarndal et al. (1993) muestra en el capitulo 8. Es
decir se dispone de t, = >, .

(2)

™
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donde,
,t\ t
o zim 1Tk
9ksB = 1 + ZUI tzi ij I T 0_]% (4)

Luego con el uso de informacién auxiliar se determina que el estimador de un
cociente es como indica la ecuacién (5), donde se dispone de informacién auxiliar
para el numerador y el denominador.

O R DO S -

R mr T Tk
Cow = — ()

twi7r ~—lwg Yk
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Se asume que el vector xi es informacién auxiliar para los elementos y;, y el vector
wy es informacion auxiliar para los elementos z.

La informacién auxiliar también puede ser utilizada en solo uno de los términos del
cociente, en el numerador o en el denominador, dando como resultados estimadores
de los cocientes, como se representa en las ecuaciones (6) y (7).

~ t
tein 1Ty Yk
1 - T "2k gk
Zm + ZU{ tll Zm] Tri r 0']% Tk

Cp = =
N
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. N,
Cw = t (7)

~
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En particular @}, = (1,z;) y w!, = (1, wy) son los vectores de informacién auxiliar.
Las variables xj, y wj son variables dicotémicas que poseen un grado de correlacion
con las variables y y zx respectivamente.

2.2. Modelo Lineal Generalizado (MLG)

Los modelos lineales generalizados extienden el caso de los modelos lineales, incor-
porando de esta manera la posibilidad de modelar variables respuesta con distribu-
ciones no necesariamente normales segin estudios de Nelder y Wedderburn (1972,
citado por Dobson, 1990). Para este trabajo en particular las variables provienen
de una distribucién bernoulli.

Sea 1, Y2, - . . Y, valores muestrales de variables aleatorias que provienen de una
distribucién binomial. Para un modelo lineal generalizado se considera un conjunto
de pardmetros 8 = (f1, B2, . . ., ﬁp)t donde p < n tal que una combinacién lineal
de estos parametros sea igual a una funcién que dependa del valor esperado p; de

Yi-
p
g(m) =m =xiB=>Y xlB (8)
j=1

Los pardmetros del modelo lineal generalizado, representados en la ecuacién (8),
se estiman a través de un proceso iterativo descrito en la ecuacién (9). El proceso
iterativo se da porque la matriz W de tamano nan y el vector z y el vector n
dependen directamente de los parametros del modelo.

th(m)Xb(erl) _ th(m)z(’rn) (9)

La matriz W es una matriz diagonal con los elementos dados por la ecuacién (10).

)

El vector z tiene los elementos representados en la ecuacién 11.

P

m a 7

2=y auby" + (4 - ui)an
k=1

(11)

7
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Para efectos de este trabajo se van a considerar grupos de un solo individuo que
provienen de una distribucién binomial Z; ~ bin(1,p;) o distribucién Bernoulli.

A continuacion se va a presentar la forma de estimacién de los pardametros del
modelo de regresion lineal generalizado teniendo en cuenta los dos tipos distintos
de funcién de enlace Logit y Probit.

2.2.1. Estimacion de parametros funcion de enlace Logit

Teniendo en cuenta que los datos y1,y2, ...,y se distribuyen Y, ~ bin(ng, p,) se
tiene que Elyg] = pg = nghg v Vyy] = nghg(1 — pgy). Luego se desea determinar
los pardmetros de la matriz diagonal W y del vector z segin las ecuaciones (10)
y (11) respectivamente. Como primera medida se determina la derivada 9ny/0p,
donde 7, estd representado con la funcién de enlace Logit.

Opsg a 0pg Opig

ang_%%_{1+ 1 }1 [1—pg+pg]1_ 1 1
ng  nghg(l—pg)  V(yg)

E l_pg N pg(l_pg) -

Ng

Luego, utilizando este resultado se obtiene el resultado de los elementos de la
matriz diagonal W para la iteracién m-ésima.

2
wm — L (O
99 V(yg)(m) 8779 (m)

_ (V)
V(yg)
=ngpg(l —py)
exp {mzb(m)} exp {mgb(m)}
— 1+ exp {w‘;b(m)} e 1+ exp {wgb(m)}
. exp {m;b(m)} 12)

(1 + exp {wgb(m) })2

Luego, utilizando en parte el resultado de la ecuacién (12) se obtiene la forma de
los elementos del vector z reflejados en la ecuacién (13).
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0
2™ =g + (yy — 1 —
9 9 ( g " ) Mg ) ()

exp {méb(m)} (1 + exp {wgb(m) })2

1+ exp {wgb(m)} Ng exp {wgb(m)}

= wtgb(m) + | yg — g (13)

Finalmente, se estima 3 utilizando las ecuaciones (12) y (13), y el método iterativo
dado en la ecuacién (9) partiendo de un valor b,

2.2.2. Estimacion de parametros funcion de enlace Probit

Teniendo en cuenta que los datos y1,y2, ...,y se distribuyen Y, ~ bin(ng,p,) se
tiene que Elyg] = pg = nghg v Vyy] = nghy(1 — pgy). Luego se desea determinar
los pardmetros de la matriz diagonal W y del vector z segin las ecuaciones (10)
y (11) respectivamente. Como primera medida se determina la derivada Opug/0n,
usando el teorema de diferencias de Lebesgue. 1, estd representado con la funcién
de enlace Probit.

Org _ Oy Opg

_ _ t
On, ~ Opy o, "o I (M) =g I (z50)

Donde fy representa la funcién de distribucién normal estandar. Luego, utilizando
este resultado se obtienen los elementos de la matriz diagonal W para la iteracion
m-ésima.

2
wm — L (3/@)
99 V(yg)(m) ang (m)

n’ fn (wgb(m)f

= (14)
@ (24p) (1- @ (ap))
Luego se obtienen los elementos del vector z reflejados en la ecuacién (15).
0
() — o6 + (3, — ™) < 779)
Z z +{yg — 1
g g 9~ Hg g ) ()

Yg — NP (wt b(m)>

L I A (15)

ng fn (mgb(m)>
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Finalmente se estima (3 utilizando las ecuaciones (14) y (15), y el método iterativo
dado en la ecuacién (9) partiendo de un valor b(?).

2.3. Estimacién de cocientes bajo modelo logistico

Teniendo en cuenta los desarrollos de la estimacién de un total asistido por re-
gresién dado en la ecuacién (3) se puede obtener otra manera de escribir esta
estimacion segun la ecuacién (16).

n JksBYk
typr = Zm Tk

:Zm 1+

~ t
trin 1Ty Yk
St 70|
U my T o, | Tk

I

~ t
Yk toin | 21Tk Yk
SDCED o (DOES i -+

ot
triﬂ' 1 LT Yk
PIEDS T 2.5

_ Yk
B Zm;k—'— my T
:Z yk+[Z Z wk_z wk}t
m T Ur U, m Ty
~ t B
B Zm 7:%: * Zml ZUi wZB B Zm w7]:'k (16)

Teniendo en cuenta que en un modelo lineal generalizado se relaciona el predictor
lineal z} 3 con el valor esperado de la variable respuesta E[yy] = pi mediante la
funcién g(py) = x} 3. Se obtiene que el estimador del total de la variable Y asistido
por un modelo lineal generalizado estd dado por la ecuacién (17), el cual es una
generalizacién de la ecuacion (16).

us))

—1(nt B
n Yk -1( . tD y (ka)
lygLm = E o + E . E 0,9 (ka) - E . - (17)

1

En particular g~ (wié) es la probabilidad estimada pj de que un individuo tome

el valor y, = 1, dado que posee un vector de informacién auxiliar x) bajo el uso de
las funciones de enlace Logit y Probit. La estimaciéon de § dada por B se obtiene
mediante la ecuacién (18).

(m) ~ (m+1)

X'wW 'n'XB = xwimmzm (18)
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En un modelo lineal generalizado la estimaciéon de los parametros del modelo se ob-
tiene mediante un proceso iterativo como se refleja en la ecuacién (9). La ecuacién
(18) es un caso general de la ecuacién (9), donde IT es una matriz cuadrada dia-
gonal con las probabilidades de inclusién 7 para los elementos de la muestra. Los

elementos de la matriz diagonal ﬁ\/(m) para la iteracién m se calculan sobre los
elementos de la muestra como indica la ecuacién (10), y los elementos del vector
z(m) para la iteracién m se calculan sobre los elementos de la muestra como indica
la ecuacién (11).

Luego para estimar el cociente de dos variables dicotémicas en un diseno muestral
de dos etapas se propone el estimador dado por la ecuacién (19), el cual utiliza
toda la informacién auxiliar del universo..

Yk 1 (ot B g (wiﬁ)
_ e (a1 B) -
e DBy, S (wB)-Y,
GLM = = = —
N.crm 971 (w}iB)

z ~
Zm 7772 * Zml ZUi 971 (’UJZB) B Zm Tk

(19)

3. Medidas de asociacion de variables binarias

En estimacion de totales, el nivel de asociacién de las variable de interés y las
variables auxiliares es importante para determinar la precisién del modelo. Por lo
tanto, es de interés conocer cudl es el nivel de asociacion de las variables yi v zx
con las variables xj y wy respectivamente. Teniendo en cuenta que el conjunto de
variables es de cardcter dicotémico, se establece su nivel de asociacion a través
de un distinto conjunto de medidas. La siguiente tabla ayuda a determinar los
coeficientes que se explican a continuacion.

Tk
0 1
Yk 0 | noo | mo1 | Moe
1| nio | n11 | nie
Ne0 Nel n

Tabla 1: Tabla de contingencia de dos variables binarias yi y i

3.1. Coeficiente de contingencia

En el caso de variables dicotomicas se obtiene el coeficiente de contingencia a partir
de la Tabla 1. En primer lugar, se calcula el estadistico de Ji-cuadrado como se
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muestra en la ecuacién (20), y finalmente se obtiene el coeficiente de contingencia
como indica la ecuacién (21).

X = ZZ ’ ni.n.r; (20)

(21)

En el caso de variables dicotomicas, el coeficiente de contingencia tiene un rango
entre 0 < CC < /1/2. El coeficiente de contingencia es un pardmetro importante
en el que se busca un estimador éptimo en este trabajo.

3.2. Coeficiente ¢

El coeficiente de asociacién ¢ es una medida de asociacion derivada del estadistico
de Pearson Ji-cuadrado. El coeficiente ¢ tiene un rango en [—1, 1] para tablas 2x2.
El coeficiente ¢ es calculado como:

NoppN11 — No1N10

Ve0Te170e 10

(22)

3.3. Coeficiente de Yule

El coeficiente de Yule se basa en el nimero de concordantes y discordances en
los pares de observaciones. El coeficiente de Yule es apropiado solo cuando las
variables son de escala ordinal. El rango del coeficiente de Yule esta entre —1 y 1.
Si las dos variables son independientes, el coeficiente de Yule se acerca a cero. El
coeficiente de Yule se calcula como:

NopopT11 — No1MN10
Cy = ——F— —— (23)
Nn11Noo + No1M10

En este trabajo se utiliza en particular la medida de asociaciéon dada por el coe-
ficiente de contingencia, ya que esta medida tiene en cuenta la asociacion indife-
rentemente si la tendencia es creciente o decreciente.

4. No respuesta

La no respuesta es una caracteristica frecuente pero indeseable de un estudio y
puede afectar severamente la calidad de los estimativos que se calculan y se publi-
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can. La idea es utilizar técnicas estadisticas que se desempenen bien en presencia
de no respuesta, ya que las inferencias estadisticas que se hacen basadas en datos
afectados por tal fenémeno, corren un alto riesgo de ser invalidas. Hay dos caminos:
evitar la no respuesta antes de que ocurra, o utilizar las técnicas de estimacion
adecuadas para manejar la no respuesta que ocurre. Esto ultimo se conoce como
ajuste por no respuesta (Sdrndal & Lundstrom 2005).

En particular para las variables y, y z; se tiene no respuesta por item, bajo
distintos modelos de distribucién de la respuesta. El tratamiento de la no respuesta
se realiza mediante el proceso de imputacién.

Dada una muestra m se define r como el conjunto de los datos respondientes.
Para todo ej € U se define 6 como la probabilidad de respuesta del individuo ey,
Donde 6; € [0, 1]. Generalmente la probabilidad de respuesta 6 es desconocida.
La distribucién de la respuesta generalmente depende de variables de factores
desconocidos. En particular Sdrndal & Lundstrom (2005) muestran dos formas de
modelar la respuesta: 0, = cte para todo e, € U o distribucién constante de la
respuesta, e incremento exponencial de la distribucién de la respuesta evaluado
como 0 = 1 — exp(—cby), donde by es una variable desconocida. La tasa de
respuesta se evalia como el promedio de los valores 0 en el universo.

La imputacién es el procedimiento mediante el cual los valores faltantes de una o
mas variables de estudio son sustituidas. Esta sustituciéon puede ser construida en
gran variedad de formas. En particular, entre la imputacion por reglas estadisticas
se utiliza la imputacion por regresion. Si e, € m — r su imputacién es de la forma
que indica la ecuacién (24).

/y\k = h(wiﬁm) (24)

El coeficiente de regresion Bm es el resultado de regresion usando (yy, @y ) disponible
para e € m.

5. Comportamiento empirico del sesgo y la varian-
za de estimadores asistidos por modelos

Con el fin de evaluar la precision y la exactitud de los estimadores de cocientes,
se genera una poblacién con un diseno de dos etapas. La primera etapa con
N; = 240 conglomerados de muestreo. Cada conglomerado posee aproximada-
mente N; = 1900 elementos para generar una poblacién de N = 450.000 elementos
aproximadamente. En cada poblacion se generan variables binarias yi y zi tal que
si zk = 0 entonces yr = 0. Se fija un tamano muestral de n; = 15 y n; = 0.2N;
para todo U; € Uy, buscando obtener valores comparables de la precisiéon de los
estimadores de cocientes.

Se realizan dos simulaciones de Monte Carlo con las siguientes caracteristicas: la
primera para obtener un escenario deseable segin las asociacién de las variables
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auxiliares utilizadas, la segunda incluye la no respuesta para dos escenarios de
distribucién de la no respuesta para numerador y denominador.

5.1. Escenarios de variables auxiliares segin coeficiente de
contingencia

Se generan variables auxiliares binarias zp y wy que guardan un cierto grado
de asociacion con las variables y; y 2, respectivamente. La asociacién entre las
variables se define como alto, medio y bajo segun el coeficiente de contingencia
dado en la seccién 3. Siendo C¢, = 0.7, C¢,, = 0.3y Cc, ~ 0.001.

Lo anterior se realiza para establecer la asociacién entre yi, xr ¥ 2k, Wi, originando
nueve escenarios posibles para comparar. El parametro de interés para el universo
generado es C' = N, /N, = 0.321. Para este universo se extrajeron 1500 muestras
mediante disefio muestral M AS2.

En particular para cada uno de los nueve escenarios de informacién auxiliar se
trabajé con 6 estimadores de cocientes que se presentan a continuacién.

1. Estimador convencional del cociente @r = Nyr/N.x

2. Estimador con uso de informacién auxiliar en el numerador dado por el
modelo y, = By + (1 xx. Cociente C, = yreg/Nzﬂ.

3. Estimador con uso de informacién auxiliar en el denominador dado por el
modelo 2z = [y + B wg. Cociente Cw = yﬂ/sz,g

4. Estimador con uso de informacién auxiliar en el numerador y el denominador
dado por los modelos yi, = Sy + S1 2k y 2 = Bo + B1 wy respectivamente.
Cociente CM, = yreg/Nzreg

5. Estimador con uso de informacién auxiliar tanto en el numerador como en
el denominador dado por los modelos lineales generalizados con funcién de
enlace Logit, Logit(pyx) = Bo + B1xx y Logit(p.r) = Bo + B1 wy, respectiva-
mente. Cociente éLogit = ]vyGLMl/J/\LGLMl.

6. Estimador con uso de informacién auxiliar en el numerador y el denomi-
nador dado por los modelos lineales generalizados con funcién de enlace
Probit, ®(pyr) = Bo+ 512k y P(p2) = o+ F1 wi, respectivamente. Cociente

Cprovit = NyarLmp/N-cLmp-

Para las 1500 simulaciones dadas por el método de Monte Carlo en los seis esti-
madores, se toma el promedio de las estimaciones como estimador de la esperanza
del estimador del cociente dado en la Tabla 2, la varianza muestral como estimador
de la varianza del estimador del cociente. Se obtiene el cédlculo del sesgo relativo
estimado en la Tabla 3 y el coeficiente de variacion estimado en la Tabla 4.
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Asociacion Asocia.cién aﬁ éz éw azw aLOgit apmm
numerador denominador
Alta 0.323 0.323 0.323 0.321 0.321 0.321
Alta Media 0.323 0.322 0.323 0.321 0.321 0.321
Baja 0.321 0.323 0.320 0.321 0.321 0.321
Alta 0.320 0.321 0.320 0.320 0.320 0.319
Media Media 0.321 0.322 0.322 0.321 0.321 0.320
Baja 0.320 0.322 0.319 0.319 0.319 0.318
Alta 0.322 0.323 0.323 0.322 0.322 0.322
Baja Media 0.323 0.325 0.322 0.323 0.323 0.323
Baja 0.322  0.325 0.322 0.322 0.322 0.322

Tabla 2: Estimaciones de la esperanza de Cocientes de método Monte Carlo por
tipo de informacion auxiliar, segin estimador de Cociente ( C' = 0.321)

En la Tabla 2, los promedios de las estimaciones son practicamente iguales al valor
poblacional del cociente C' = 0.321. No hay cambios significativos segun el tipo
de informacion auxiliar en el denominador y el numerador. El promedio de las
estimaciones no tiene cambio por el tipo de estimador utilizado.

Asociacion Asociaf:ién 6’,, ax 6,w éxw 6’Logit éP'robz’t
numerador denominador
Alta —-3.46 —7.72 -3.13 2.60 2.60 —0.10
Alta Media —3.38 —5.45 —3.20 7.29 7.29 4.47
Baja 0.47 —8.33 1.55 4.45 4.45 1.17
Alta 2.74 —0.15 1.73 4.27 4.27 7.39
Media Media —0.73 —-2.32 —-0.96 1.90 1.90 5.50
Baja 2.74 —1.63 3.78 5.59 5.59 9.67
Alta —1.25 —-3.37 —-292 —-195 -—1.95 —2.83
Baja Media -3.62 —781 —227 =371 -—-3.71 —3.32
Baja —2.94 —-752 —-0.85 —2.93 —2.93 —2.50

Tabla 3: Estimaciones del sesgo relativo porcentual de método Monte Carlo por
tipo de informacion auxiliar, segun estimador de Cociente

En la Tabla 3 de sesgo relativo se puede observar que hay una ligera sobre-
estimacién por parte de los estimadores que no utilizan regresion logistica y para
los que utilizan informacién de mala calidad en el numerador, observado en los
sesgos relativos negativos. Los estimadores asistidos por regresion logistica con
uso de informacion auxiliar alta y media para el numerador muestran una ligera
sub-estimacion observada en los signos positivos del sesgo relativo. Sin embargo,
ningiin sesgo relativo porcentual sobrepasa el 10 %, por lo que se considera que el
sesgo es insignificante.

En la Tabla 4 se puede ver que los estimadores asistidos por regresion logistica
son mas adecuados que el convencional C}; y los asistidos por regresion lineal. En
particular, los mejores escenarios en cuanto a precisién se observan cuando existe
la informacién auxiliar para asistir el total del numerador, ya que ésta es alta.
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Asociacion Asociacién ~ ~ ~ ~

. Cr Cy Cw Cow aLogit Crrobit

numerador denominador
Alta 12.94 7.52 15.54 0.80 0.80 0.64
Alta Media 12.90 7.62 14.81 1.21 1.21 1.68
Baja 13.04 7.67 14.83 1.38 1.38 2.01
Alta 13.15 12.76 15.47 10.66 10.66 9.75
Media Media 13.37 12.62 15.10 9.98 9.98 9.21
Baja 12.95 12.26 14.56 9.46 9.46 8.86
Alta 13.03 15.44 15.50 14.09 14.09 14.29
Baja Media 13.10 15.36 15.20 13.31 13.31 13.68
Baja 13.27 15.61 14.62 13.27 13.27 13.56

Tabla 4: Estimaciones del coeficiente de variacion porcentual de método Monte
Carlo por tipo de informacion auxiliar, segin estimador de Cociente
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Figura 1: Comparacion de estimadores de cocientes segun tipo de informacion
auxiliar.

La Figura 1 ilustra claramente que el sesgo no es relevante para ninguno de los
estimadores en ninguno de los escenarios de uso de informacién auxiliar. Sin em-
bargo, se observa una clara diferencia de variaciéon en los estimadores asistidos
por regresion logistica cuando la informacion auxiliar para el denominador es al-
ta. Bajo estas condiciones se selecciona de los mejores escenarios el més simple:
informacién auxiliar de alta calidad para el numerador e informacién auxiliar de
baja calidad para el denominador.
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5.2. Imputacion por regresion logistica

El objetivo de esta simulacién es dar un ilustracion del comportamiento de los
estimadores asistidos por regresién logistica bajo condiciones de no respuesta. El
tratamiento de no respuesta elegido es la imputaciéon mediante uso de regresiéon
logistica como lo indica la ecuacién (24).

A partir del universo generado en la seccién 5.1, en la vida real la distribucién
de la respuesta es desconocida. Por lo tanto, la simulacién cubre dos tipos de
distribucién de la respuesta posibles.

= Distribucion de respuesta constante: esta se basa en que la probabilidad que
un individuo conteste es constante para todos los individuos del universo
0, = cte.

= [ncremento exponencial de la respuesta: esta probabilidad es calculada por
0 = 1 —exp(—cbg). Bajo esta estructura con ¢y by mayores que cero, se ve
claramente que la probabilidad de ser respondiente es mayor a medida que la
variable b, aumente. La variable by es un valor desconocido en las encuestas
reales.

Para la no respuesta de z; se tomaron las dos distribuciones de la respuesta tal
que la taza de respuesta sea del 82%. En particular para la distribucién de re-
spuesta constante 6, = 0.82 para todo e, € U, para el Incremento exponencial
de la respuesta 0, = 1 — exp(—c, bg,) se genera una variable ordinal v, de seis
categorias tal que si z; = 1 la variable categoérica toma con mayor probabilidad
los valores 4, 5 y 6 que 1, 2 y 3; cuando z;, = 0 la variable categérica v,; toma
con mayor probabilidad los valores 1, 2 y 3 que 4, 5 y 6. Luego by es una variable
continua de valores positivos que toma valores grandes a medida que la categoria
toma valores numéricos mas altos. La Tabla 5 da una idea de la relacién de las
seis categorias y la variable zj.

1 2 3 4 5 6 | Total z
0 18313 14058 13994 13801 4606 4553 69325
26.42% 20.28% 20.19% 19.91% 6.64 % 6.57 % 100 %
1 26030 26205 78409 78084 78187 104366 391281
6.65 % 6.70% 20.04% 19.96% 19.98% 26.67% 100 %

Total 44343 40263 92403 91885 82793 108919 460606
Categorias 9.63 % 8.74% 20.06% 19.95% 17.97% 23.65% 100 %

Tabla 5: Tabla de contingencia variable v,y contra zg

Luego con el uso de método de Newton-Raphson para solucién de ecuaciones se
obtienen que ¢, = 0.0113. Andlogamente se establecen dos modelos de distribucién
de la respuesta para la variable y;, esperando una taza de respuesta del 70 % bajo
el modelo de distribucién constante e incremento exponencial de la respuesta.
Obteniendo un valor ¢, = 0.0188.
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En particular se manejan cuatro escenarios que dependen de la distribucién de la
respuesta para el numerador y el denominador.

Se toman 1500 muestras con n; = 15 y n; = 0.2 N; para cada conglomerado U; €
my. Para cada muestra se crea la no respuesta para el numerador y el denominador.
Para cada elemento e de la muestra m se origino un experimento Bernoulli con
parametro 0. Esto es, el elemento pertenece a la muestra con probabilidad 6y y
a los no respondientes con probabilidad 1 — 0, donde 05 es conocido para todo
erx € U en ambas distribuciones. Asi, se realizé6 un experimento Bernoulli para
cada individuo de la muestra m, obteniendo un conjunto de 1500 muestras de
respondientes; para cada conjunto escenario de distribucién de respondientes en el
numerador y el denominador, se calculan cinco diferentes estimadores.

~

= (o estimador convencional de un cociente con no respuesta imputada de la
forma simple g, =0y 2 = 0.

= (1 estimador convencional de un cociente con no respuesta imputada me-
diante regresién logistica, funcién de enlace Logit.

~

= (o estimador convencional de un cociente con no respuesta imputada me-
diante regresién logistica, funcion de enlace Probit.

. éLogit estimador con uso de informacién auxiliar en el numerador y el de-
nominador dado por los modelos lineales generalizados con funcién de enlace
Logit, Logit(pyr) = Bo + Brxr v Logit(p.r) = Po + B1 wy, respectivamente.
Estimador con no respuesta imputada mediante regresion logistica, funciéon
de enlace Logit.

. 6p,,obit estimador con uso de informacién auxiliar en el numerador y el de-
nominador dado por los modelos lineales generalizados con funcién de enlace
Probit, ®(pyx) = Bo + frxr y P(p2x) = Bo + 1wy respectivamente. Esti-
mador con no respuesta imputada mediante regresién logistica, funcién de
enlace Probit.

Andlogamente a la simulacién de Monte Carlo bajo distintos escenarios de infor-
macién auxiliar, se obtienen resultados de esperanza del cociente estimada (Tabla
6), sesgo relativo estimado (Tabla 7) y coeficiente de variacién estimado (Tabla 8).

Distribuciéon Distribucion

respuesta respuesta CA'Tro 6'”1 6'772 6 Logit 5 Probit
numerador denominador

Constante Constante 0.263 0.320 0.320 0.321 0.321
Exponencial 0.244 0.321 0.321 0.324 0.324
Constante Exponencial 0.264 0.312 0.312 0.311 0.311
Exponencial 0.245 0.313 0.313 0.313 0.314

Tabla 6: Estimaciones de la esperanza de Cocientes de método Monte Carlo por
tipo de distribucion de respuesta, segin estimador de Cociente ( C' = 0.321)
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En los cuatro estimadores y los cuatro escenarios de distribucién de la respuesta, el
estimador con imputacién simple subestima el cociente de las variables dicotémi-
cas.

Distribucién Distribucién R R R R R
respuesta respuesta Cro Cr1 Chro Crogit  Cprrobit
numerador denominador

Constante Constante 171.04 2.04 2.04 —0.58 —-3.21
Exponencial 241.70 1.20 1.20 —50.99 —40.86
Constante Exponencial 165.06 2297 2297  253.72 178.92
Exponencial 232.85 20.07 20.07  191.08 130.33

Tabla 7: Estimaciones del sesgo relativo porcentual de método Monte Carlo por
distribucion de la respuesta, segun estimador de Cociente

El sesgo relativo es mayor de diez en todos los escenarios y estimadores. Aunque
es menor en los estimadores que utilizan imputaciéon por modelo logistico y esti-
madores convencionales.

Distribucion Distribucién R R R
respuesta respuesta Cro Cr1 Cra C Logit  CProbit
numerador denominador

Constante Constante 13.03 1294 12.94 1.49 2.07
Exponencial 13.10 12.85 12.85 1.52 2.14
Constante Exponencial 13.25 13.39 13.39 1.28 1.80
Exponencial 13.26 13.26 13.26 1.28 1.84

Tabla 8: Estimaciones del coeficiente de variacion porcentual de método Monte
Carlo por distribucion de la respuesta, segun estimador de Cociente

En la Tabla 8 se puede ver que la precisién es mejor para estimadores asistidos por
regresion logistica que sin el uso de informacién auxiliar. Bajo imputacién logistica
la precisién no cambia en comparaciéon con el estimador con imputacién simple.

En la Figura 2 el estimador que utiliza imputacion simple subestima el cociente.
La alta variabilidad de los estimadores que no usan informacién auxiliar amortigua
el efecto causado por el sesgo; sin embargo, los estimadores asistidos por regresion
logistica tiene un sesgo visible debido a su baja variabilidad.

6. Resultados

Este trabajo compara inicialmente distintos estimadores de un cociente de variables
dicotomicas, asistidos por regresién lineal simple y modelos lineales generalizados.
Estos estimadores se utilizan bajo distintos escenarios de informacion auxiliar para
el numerador y el denominador. Luego, para el mejor escenario se generan distintos
escenarios de no respuesta para el numerador y el denominador con el uso de
estimadores de cocientes asistidos por modelos lineales generalizados. El proceso
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Figura 2: Comparacion de estimadores de cocientes segin tipo de distribucion de
la respuesta

de programacién de generacién y obtencion de estimadores mediante simulaciéon
de Monte Carlo se realizé en SAS (2004), el proceso de andlisis de resultados se
realizé en lenguaje de programacién R Development Core Team (2006) versién
2.5.1.

Como resultado de los ejercicios realizados en este trabajo, se propone, para la
estimacién de un cociente de variables dicotémicas con un disefio muestral M AS?,
el uso de un estimador que utilice informacién auxiliar de tipo binario en el nu-
merador tal que discrimine practicamente la variable y;. Se recomienda el uso de
informacién auxiliar para el denominador sin importar su nivel de asociacién con
la variable z;. Esto reducird drasticamente el coeficiente de variacién del estimador
como se puede ver en la Tabla 4, donde los coeficientes de variacién méas bajos se
encuentran con el uso de buena informacién auxiliar en el numerador. También la
Figura 1 muestra que los cambios de variabilidad de los estimadores se ven refleja-
dos en estimadores con buen uso de informacién auxiliar en el denominador. Segtiin
la Tabla 3, el sesgo relativo porcentual no es mayor de 10%, en valor absoluto,
para ninguno de los estimadores. Ademds la Figura 1 muestra que la media de
todos los estimadores estd muy cercana al cociente verdadero a estimar, reflejado
en la linea horizontal que atraviesa cada grafico. Por lo tanto, el sesgo relativo es
insignificante para cualquiera de los escenarios propuestos de informacién auxiliar
en el numerador y el denominador.
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Bajo no respuesta el estimador con imputacion simple muestra una subestimacion
significativa que se puede ver en la Tabla 6 y la Figura 2. La imputacién soluciona
problemas en la exactitud del estimador. La asistencia de un modelo logistico
soluciona problemas de precision. El estimador que utiliza funcién de enlace Logit
es ligeramente mejor que el estimador que utiliza funcién de enlace Probit en
términos de precision.

El estimador asistido por regresién logistica con funcion de enlace Logit es lige-
ramente mejor que el de funcién de enlace Probit bajo condiciones de respuesta
completa como de no respuesta. El sesgo relativo es relativamente el mismo bajo
las condiciones de respuesta completa y bajo la no respuesta.
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