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Resumen

En este articulo de caracter divulgativo, se busca mostrar algunos resultados rela-
cionados con las curvas de sobrevida bajo el método de Kaplan-Meier (K.M.), y
su aplicacion a los datos censurados por métodos de remuestreo, especificamente
Jackknife y Boostrap.
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Abstract

The purpose of this paper is to communicate some recent results about survival
analysis under the Kaplan-Meier curve and its aplication to censored data by
resampling methods such as Jackknife y Boostrap.
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1. Introduccion

El estimador Jackknife de la varianza, se puede considerar como una aproximacioén
al estimador Bootstrap, cuando el estadistico de estudio es suficientemente suave';
pero esto no implica, que el estimador Bootstrap, sea siempre mejor que el esti-
mador Jackknife. Puesto que el método Jackknife, requiere menos calculos que el
método Bootstrap, realizar procedimientos de tipo Bootstrap puede resultar in-
necesario en estimacién de varianzas, cuando se han utilizado los procedimientos
de Jackknife.
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1Se dice que un estadistico es suave, cuando su funcién de distribucién lo es. Una funcién de
distribucién F' es suave, si es continua o tiene una funcién de densidad f. Una discusién mas
profunda acerca de este concepto, puede encontrarse en Shao & Tu (1995, p.113)
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El método Bootstrap (Efron 1979), es una técnica de estimacién de la distribucién
muestral de un estadistico. El procedimiento Bootstrap, consiste en hacer una
serie de replicaciones a cada miembro de una muestra, gran cantidad de veces.
Una forma corta, se hace tomando una nueva muestra de la misma muestra con
reemplazo, ya que cada vez que se selecciona una observacién para la muestra, se
permite a cada elemento de la muestra original tener la misma probabilidad de
ser seleccionado. Por lo tanto, seleccionar una muestra es equivalente a reproducir
cada elemento gran cantidad de veces y realizar un muestreo sin reemplazo.

En este articulo, se considera una situacion llamada datos censurados a derecha
y se hace uso de las técnicas Bootstrap para responder a cuestiones relacionadas
con la estimacién de curvas bajo el método de Kaplan-Meier (K.M.), como:

1. ;Cuél es el error estandar de la curva K.M.?
2. ;Cual es el error estdndar de un parametro de localizacién, basado en K.M.?

3. ;Cuadl es el intervalo de confianza para la estimacion?

Con respecto a la primera pregunta, se sabe que el método Bootstrap provee
una nueva justificaciéon para la formula de Greenwood y sugiere que el método
Bootstrap, puede realizarse en situaciones de censura mas complejas.

La segunda cuestién ha sido abordada por Miller (1964), quien propuso soluciones
mediante el método de Jackknife. Finalmente, para la tercera cuestién se tienen
los intervalos de confianza para muestras no-paramétricas pequenas que son bien
conocidas para la mediana (Lehman 1975), pero no para otros estimadores. Otras
exposiciones para esta situacién incluyen los trabajos de Johnson (1978) acerca de
intervalos de confianza basados en la distribucién t-student.

2. Bootstrap en datos censurados

El Bootstrap para datos censurados es extremadamente simple y la teoria necesaria
para su realizaciéon es minima. Supongamos que se observa.

X; =x;,parai=1,2,3,...,n, donde X; ~ iid
Acorde a alguna funcién de distribucién de probabilidad F' desconocida. La rea-
lizacién x; puede ser un valor real, bidimensional o tomar valores en R™.

Entre los pardmetros (F') estdn: la media, la mediana y la correlacién. Este puede
ser estimado, si se usa el estimador 6(F), donde F' es la funcién de distribucién
empirica agregando 1/n en cada valor observado ;.

Sea o(F), alguna medida de precisién que se usa, si F' es conocida. Por ejemplo:
o(F) = 8D; = (0(F)), la desviacién estandar de 6, cuando X,..., X, ~ F. El
estimador Bootstrap de ”precisién”, es simplemente Gpoor = 0(F).
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En otras palabras, Gp.0t €s una medida de precision si el verdadero F' es equi-
valente a F. De la misma forma, Gpoor = a(ﬁ ) es el estimador mdximo verosimil
no-paramétrico de (F). Efron (1979), muestra que el estimador de Jackknife de
las desviaciones estandar es un aproximacién lineal para p,0; bajo las siguientes

condiciones:

= Una muestra Bootstrap X7,..., X, es extraida de F, en la cual cada X/,
independientemente toma los valores x;, con probabilidad 1/n, j =1,...,n.
En otras palabras X7,..., X, es una muestra independiente de tamano n,
extraida sin reemplazo del conjunto de observaciones x1,...,x,.

» Estos dan una funcién de distribucién empirica Bootstrap F*, la distribucién
empirica de los n valores X{,..., X, y un correspondiente valor Bootstrap
0+ = 0(F*)

= Los dos anteriores pasos se repiten independientemente un gran nimero de
veces N y sus resultados son los valores Bootstrap 6*1,...,6*N,

= El valor de 6p00¢ €s aproximadamente la desviacién estandar de los 8* valores,

. X2 - (064)* /N

Oboot = N _1
Los datos censurados a derecha, son de la forma (x1,d1),. .., (zs,dy), donde z;,
es la j — esima observacién, censurada o no, y

4 — 1 si z; no censura
=

0 six; censura

Por conveniencia se asumird que x1 < 23 < ... < Z,.

Si tenemos algtin estimado funcional § = 0(datos), basado en {(z1,dy), ..., (€n,dn)},
se argumenta que el estimador apropiado Bootstrap, 6peo: €s €l mismo para el caso
en donde los datos no presentan censura, excepto que los datos individuales son
ahora las parejas (z;,d;). En este caso, el procedimiento es el siguiente:

= Se extrae una muestra Bootstrap (X7, D7),...,(X,, D), por muestras in-
dependientes n veces con reemplazo de F'.

. SAea data™, que representa el conjunto de datos artificial, con el cual se calcula
0* = 6(data*)

= Independientemente se repiten los pasos anteriores, N veces , obteniendo
g1 o=
n

= Se calcula Gpp0r COMO: Gppor = \/Z(G*j)zj}(g 679)* /N
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Ahora, si consideramos estadisticas de la forma 6 = 9(3’0), donde SO(t), es la

curva de K.M, es posible escribir S0 = ®(F), donde & , es un cierto plano de
distribuciones en R x {0, 1}, para distribuciones en R, descrita por Pettereson
(1977).

Por otro lado, considerando el mecanismo aleatorio de censura propuesto por Efron
(1967) y Gilbert (n.d.), se tiene que

Donde X¢ es la variable de interés y W;, es alguna variable independiente cen-
surada. La observacién es la pareja (X;, D;), con D; =1 0 0 como X; = X} o W,
respectivamente.

La curva de K.M. §0(t), es un estimador insesgado de la verdadera curva de so-
brevida X°, es decir SO(t) = Pr(X° > t) y esta dada la formula:

§ot) =TI (”_J>d (2)

Aqui k; es el valor de k tal que t[z xp4+1) ; en otras palabras, el valor mas grande
observado censurado o no, es igual a o menor que ¢. (Si no hay censuras entonces

todos los d; = 1, y SO(t) = ”*ka , conocida como la funcién de distribucién
acumulada ordinaria (cdf)). Kaplan & Meier (1958), mostraron que SO(t) es el
estimador maximo-verosimil no-paramétrico para SY. Si d,, = 0, entonces S°(t) >
0.

Una observacién no censurada de X corresponde a una observacién censurada de
W, y vice-versa, luego la verdadera curva de sobrevida para W se denota R(t) =
Pr(W >t), teniendo un estimador méximo verosimil no-paramétrico dado por la
siguiente expresion:

j=1

Ahora (1), implica que la verdadera curva de sobrevida para X, denotada por
S(t) = Pr(W > t), es el producto de S(t) = S°(t)R(t). Luego el estimador

méximo-verosimil no-paramétrico para S(t) es:

ki o n—k
s = Somn =[ (52 ) =" 0

ot n—j+1 n
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Esta expresion representa la distribucién adicionando 1/n en cada z; observado,

censurado o no. (Nétese que (3) no es afectado en SO(t), si d, = 0; o correspon-
diente a R si d,, = 1).

Una versién obvia para datos censurados de 1 procedimiento Bootstrap para aleator-
izar datos censurados, es obtener independientemente X?* ~ S% y W ~ RO y
definiendo X} = min(X>*, W?*), Df =100 como X} = X?* o W/ respectivamente.

Nétese que X = z; con probabilidad 1/n para j = 1,2,...,n. Sin embargo, si
X} = x;, entonces D = d; debido a:

1. §0(t) agrega solo los z; , teniendo d; =1

2. R agrega solamente estos x; , teniendo d; = 0

3. se asume que no hay empates

3. Discusion

Aleatorizar censurando es matematicamente conveniente, debido a que esta situa-
cién puede ser completamente irreal en algunos casos. Por ejemplo, en una situacion
podemos encontrar que los tiempos de censura wy, ..., w, toman valores fijos, de
los cuales todos son conocidos por la estadistica, siendo o no las z; censuras.
Un método Bootstrap obvio en este caso es calcular S°(t) como (1), escogiendo

29%, ..., 2% ~iid SO(t) y definiendo X} = X%* o w;.

Esto no es lo mismo que muestrear n veces con reemplazo a partir de {(z1,d;), .. .,
(Zn,dn)}, pero mediante simulaciones de Montecarlo se puede ver que los resulta-
dos pueden ser muy similares.
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