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4] para la parte de conjuntos parcialmente ordenados; y en las notas de clase de Michelle
Wachs [8] para la parte de topologia de conjuntos parcialmente ordenados.
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1. Conjuntos parcialmente ordenados

En esta seccién estudiaremos las definiciones y construcciones bdsicas en la teoria
de conjuntos parcialmente ordenados. Existen multiples referencias en la literatura en
combinatoria que tratan sobre el tema y en estas notas de clase no pretendemos ser exhaus-
tivos. Algunas de las demostraciones de los teoremas, lemas y proposiciones presentados
han sido incluidas y otras se han dejado al lector o han sido omitidas pensando en que la
presentacion de los temas sea lo suficientemente clara. El lector interesado en profundizar
en el tema puede visitar [1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8].

1.1. Definiciones basicas

Definiciéon 1.1. Un conjunto parcialmente ordenado, también llamado po-conjunto o poset
(por su nombre en inglés), es un par (P, <) en donde P es un conjunto y < es una relacion
de orden, o sea una relacion binaria que es:

(1). (Reflexiva) Para todo x € P se tiene x < .
(11). (Antisimétrica) Para z,y € Psetieneque z < yyy < x implicaz = y.

(11). (Transitiva) Para z,y, 2z € Psetieneque z < yyy < z implicaz < z.

Uno de los ejemplos mas simples que se puede dar de un conjunto parcialmente
ordenado es el de una coleccién C de conjuntos relacionados por la relacién de inclusion
no estricta “C", en donde A C B quiere decir que todo elemento de A es también un
elemento de B. En esta relacion tenemos que para todo conjunto A es cierto que A C A,
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verificando la relacién reflexiva. Adicionalmente se verifican facilmente la antisimetria, ya
que A C By B C Aimplican que A y B tienen los mismos elementos (0 sea A = B),
y la transitividad , yaque A C By B C C claramente implican A C C. Nétese que en
una clase de conjuntos C pueden existir dos conjuntos A y B para los cuales A ¢ By
B ¢ Ay entonces Ay B no estén relacionados o son incomparables, de ahi el nombre
de orden parcial. Un conjunto parcialmente ordenado P se llama orden total o cadena si
para cualquier par de elementos =,y € P tenemos que x y y son comparables,oseaz <y
oy < x.

Se usa frecuentemente la notacién x <p y para aclarar que la relacién de orden es
la asociada a (P, <). Cuando la relacién de orden es clara en el contexto normalmente
abusaremos de la notacién y diremos que P es un poset sin hacer referencia a la relacién de
orden. También decimos que < y cuando x < y pero x # y. Si z < y en Py no existe
un z € P tal que z < z < y entonces diremos que y cubre a x y lo denotamos x < y.

Ejemplo 1.2. Denotemos B al conjunto potencia (algunas veces se usa P([n]) o 2[") de
un conjunto S, es decir el conjunto de subconjuntos de S. En particular cuando S = [n] :=
{1,2,...,n} denotamos B,, := Bg. Usando el mismo orden dado por inclusién descrito
anteriormente podemos considerar B,, como un poset y llamaremos este poset el dlgebra
de Boole sobre [n] o el poset de subconjuntos de [n]. El diagrama de Hasse de un poset P
es un grafo dirigido cuyos vértices son los elementos de P y cuyas aristas dirigidas son las
relaciones de cobertura en P. En la figura 1 se ilustra el diagrama de Hasse de Bs.

Ejemplo 1.3. Una cadena es un poset cuyos elementos estan totalmente ordenados. En
particular los reales R, los enteros Z y los naturales N son cadenas con respecto a sus
ordenes usuales correspondientes. Estas cadenas son cadenas infinitas. Vamos a denotar n
o C,, ala cadena que sus elementos son [n] y en donde x < y en n de acuerdo al orden
usual de los enteros. Diremos que n es la cadena de orden n (o la cadena de longitud
n — 1, razén que es aparente en el diagrama de Hasse de la figura 1).

Ejemplo 1.4. El conjunto D,, de divisores enteros positivos del entero n puede conside-
rarse como un poset con la relacion de orden parcial dada por z < y siempre que x|y (x
divida a y). D,, se conoce como el poset de divisibilidad de n o el poset de divisores de n,
ver la figura 1.

Ejemplo 1.5. Una particién de un conjunto S es una coleccién {By, Ba, ..., B} de
subconjuntos disjuntos (también llamados bloques) de S tal que UleBi =S5.Seall, el
conjunto de particiones de [n] y para w, " € II,, decimos que 7 es un refinamiento de 7’
si para cada bloque B € 7 hay un bloque B’ € 7’ tal que B C B’. Podemos verificar
que II,, tiene la estructura de poset con la relacién dada por refinamiento, o sea, m < 7’
siempre que 7 sea un refinamiento de 7’. Llamamos a I1,, el poset de particiones. La figura
1 ilustra el diagrama de Hasse de II5.

Observacion 1.6. Si en la definicion 1.1 la relacion < solamente satisface las propiedades
(D y (), el par (P, <) es llamado un preorden o preposet. Si en un preposet consideramos
la relacion de equivalencia x ~ y siempre que z < y y y < x en P, entonces < induce un
orden parcial en el conjunto de clases de equivalencia. En la Figure 2 se ilustra un ejemplo
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Figura 1. Ejemplos de posets.

del diagrama de Hasse de las clases de equivalencia de un preposet sobre el conjunto
{a,b,c,d,e, f,qg,h}. En este caso tenemos por ejemplo que b < cy ¢ < b pero b # c.

{e, f.g} h

N

d {b,c}

Figura 2. Diagrama de Hasse de un preposet.

Observacion 1.7. Decimos que un poset P es finito si |P| < co. En un poset finito es
suficiente con describir las relaciones de cobertura para describir todo el poset (véase la
figura 1). Esto no es cierto para un poset infinito, por ejemplo en R con su relacién de
orden total cldsica no existen relaciones de cobertura. En este minicurso trabajaremos con
posets finitos a no ser que se especifique lo contrario.

1.2. Funciones entre posets

Definicion 1.8. Una funcién mondtona, preservante de orden, funcion de posets o morfismo
de posets es una funcién f : P — () en donde P y () son posets y siempre que = <p y
tenemos que f(z) <¢g f(y). Un isomorfismo entre los posets Py ) es una biyeccién
monétona f : P — @ tal que su inversa f~! : ) — P también es monétona. En el
lenguaje de la teoria de categorias diriamos que un isomorfismo de posets es un isomorfismo
en la categoria Poset formada por posets y funciones monétonas.

Definicion 1.9. Para un poset P definimos su poset dual P* como el poset formado por el
mismo conjunto de elementos que P pero tal que  <p- y siy solo siy <p x. La figura 3
muestra los diagramas de Hasse de un poset y su dual.

Proposicion 1.10. El algebra de Boole B,, es auto-dual, es decir, B,, = B.
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p* 3

Figura 3. Un par de posets duales.

Demostracion. La funcién definida como A — [n]\ A para cada A C [n] es una biyeccién
que claramente es mondétona y su inversa es mondtona, o sea es un isomorfismo de
posets. O

Ejemplo 1.11. Una composicion de n es una sucesion finita de enteros positivos cuya
suma es igual a n. Por ejemplo (2, 1,1, 3, 1) es una composicién de 8. Denotemos COMP,,
al conjunto de composiciones de n. Para v,y € COMP,, definimos la relacién de co-
bertura v < p si v puede ser obtenido de v sumando entradas adyacentes, por ejemplo
(2,1,1,3,1) < (2,1,4,1).

Proposicion 1.12. Tenemos que COMP, = B,,_;.

Demostracion. Sea f : COMP,, — B} _; la funcién definida por f(u) = {p1, p1 +
fho, i1 + fi2 + f13, ..., i1 4 pi2 4 - 4 p),)—1 } en donde || es el nimero de elementos
en p.

= f es una biyeccién: f tiene una inversa f~! : BX _, — COMP,, definida como
YA = (a1,a2 — ay,a3 — as, . .. ,aja] — ajaj—1,1 — aj4)) para A = {a; <
ag < --- <a|A|}.

= f es monétona: Sea ;1 < v, para algiin r € [|u| — 1] tenemos que v; = p1; siempre
quet < 7T,V = [y + [r41 Y Vi = iy1 siempre que ¢ > 7. Entonces Z;Zl vj =
23:1 wjcuando i < 7,y 23:1 vj = Z;J:l w; cuando ¢ > ry entonces f(u) 2
f(v). Como estamos trabajando con posets finitos solo tenemos que chequear que f
es mondtona en relaciones de cobertura ya que a la conclusién se llega por induccion.

= 7! es monétona: Sea A = {a; < az < --- < au} 2 B = {a1 < a3 <
- < @y < -+ < aja} una relacién de cobertura en B}, ,, en donde a, indica

que el elemento a, ha sido removido de A. Entonces por definicién tenemos que
fﬁl(B)i - fﬁl(A)Z PafaZ <r, fﬁl(B)r = Qr41 — Ar—1 = Qp41 — Ay + ap —
ar—1 = f7HA)r + [T A1y FTH(B)i = [ (A)igr parai > . O

Proposicion 1.13. Si f : P — P es una biyeccion mondtona y P es un poset finito
entonces f es un automorfismo de posets.

Demostracion. Si f es la funcién identidad entonces la conclusion es trivial. En cualquier
otro caso, como f es una biyeccion sobre el mismo conjunto, entonces es una permutacion
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de P. Como P es finito entonces f tiene orden finito en el grupo permutaciones de P, o
sea para algtin k > 1 tenemos que f* = Id. Tenemos entonces que f~' = f*~! esuna
funcién mondtona ya que la composicidn de funciones monétonas es monétona. O

Ejemplo 1.14. La conclusién de la Proposicién 1.13 no se cumple cuando P no es finito.
Consideremos por ejemplo el poset infinito P de la figura 4 y la funcién f : P — P dada
por f(i) =iy f(i') = (i + 1)’ para todo ¢ € Z. Esta funcién es una biyeccién monétona
pero su inversa no es mondétona.

Figura 4. Poset infinito en donde no toda biyeccién monétona es un automorfismo.

Definicion 1.15. A un poset () lo llamamos subposet en el sentido débil de un poset P si
@ C P como conjuntos y para cada x,y € () tenemos que x <o y implicaque z <p v,
en otras palabras, la funcién de inclusién ¢ — P es una funcién monétona. Si @ = P
como conjuntos entonces decimos que P es un refinamiento de (). Decimos que () es
un subposet (inducido) de P si (Q C P como conjuntos y para x,y € () tenemos que
x <@ ysiysolosiz <p y. En otras palabras, un subposet de P se obtiene al tomar un
subconjunto () de P junto con todas las relaciones que tienen los elementos de ) en P.

Dos ejemplos particulares de subposets son los invervalos cerrados [z,y] := {z €
P | x < z < y} y los intervalos abiertos (z,y) := {z € P | * < z < y}. De un
poset en el cual todo intervalo es finito se dice que es localmente finito. Por ejemplo la
cadena infinita Z de enteros con su orden natural es localmente finita. Las cadenas de
subposet P son todos los subposets de P cuyo orden inducido es total. Una cadena C' C P
es saturada si no hay un z € P\ C tal que z < z < y para todo par de elementos
z,y € C tal que C'U {z} es también una cadena. Una cadena es mdxima si no hay un
z € P\ Ctal que C U {z} es también una cadena. La longitud de un poset se define
como £(P) := {|C] | C C P esunacadena}. A un poset se le llama puro, graduado o
ranqueado si todas las cadenas maximas tienen la misma longitud. A un elemento z € P
se le llama minimal (maximal) si no hay un elemento z € P tal que z < z (z > x).
Denotaremos Min(P) (Maxz(P)) al conjunto de elementos minimales (maximales)
de P.
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Proposicion 1.16. Si P es un poset finito graduado entonces existe una funcion bien
definida p : P — Ny (llamada funcién de grado) tal que p(x) = 0 siempre que x €
Min(P) y si x <y entonces p(y) = p(x) + 1.

Cuando P es graduado con funcién de grados p decimos que el grado de un elemento
x es p(x). La funcion generadora por grados de P es el polinomio

F(Pt) =Yt/

zeP

1— tn+1

Ejemplo 1.17. (a) F(C,,t)=1+t+ -+ t" = STl [n+ 1];.

() F(B,,t) =(1+1)".
(c) F(II,,t) = Z;é S(n,n — k)t* en donde S(n, k) es el nimero de particiones de

[n] en exactamente k bloques. Los nimeros S(n, k) son conocidos como los niimeros
de Stirling del segundo tipo.

1.3. Construcciones y operaciones entre posets

Definicion 1.18. Entre posets P y () también tenemos las siguientes operaciones:

(1) (Uniédn disjunta) La union disjunta o suma directa P+ (@) se define como el poset cuyo
conjunto de elementos es P LI () y cuya relacion de orden estd dada por x <p_ g y
siysolosiz <pyozx <qgy.

(11) (Producto directo) El producto directo o producto cartesiano P x @) es el poset
cuyo conjunto de elementos es P x @ y cuya relaciéon de orden esta dada por
(xz,2") <pxqg (y,y')siysolosiz <pyyz' <gy.

(111) (Sum ordinal) La suma ordinal P ® @ es el poset en P U @) cuya relacion de orden
estd dada por x <pgq ysiysolosiz <py,z <gyozx € Pyy € Q.

(1v) (Producto ordinal) El producto ordinal o producto diccionario P ® @) es el poset con
elementos P x () y cuya relacién de orden estd dada por (z,2') <pxg (y,y') siy
solosiz <pyozx=yya' <gvy.

(V) (Potencia) Denotamos Q¥ al poset formado por todas las funciones monétonas
f: P — Q con relacién de orden dada por f < g para f,g € QF si f(t) < g(t)
paratodo ¢t € P.

Ilustraremos algunas de estas operaciones para los posets Py @) de la figura 5. Las
operaciones entre P y () se muestran en la figura 6.
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Figura 5. Posets Q y P.
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(a,1) (a,2)
PxQ

Figura 6. Operaciones con los posets de la figura 5.

2. Reticulos
2.1. Definiciones basicas

Sea P un poset. Para un subconjunto A C P decimos que v € P es una cota superior
de Asiu > x paratodo x € A. A u le llamamos cota superior minima, supremo o juntura
(en inglés se usa comtinmente la palabra “join”) de los elementos de A si para cualquier
otra cota superior z se cumple que z > u. De la misma manera, definimos el concepto de
cota inferior de A como un elemento [ € P tal que ! < x paratodoz € Ay allellamamos
cota inferior mdxima, infimo o concurrencia (en inglés se usa comtinmente la palabra
“meet”) si cualquier otra cota inferior z cumple que z < [. Usaremos la notacién VA y
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AA para la juntura y concurrencia de A respectivamente siempre que existan, y cuando
A = {x,y} tenga solo dos elementos usaremos la notacién = V y y « A y. En el poset de
la figura 7 tenemos que y V w = r pero el conjunto {y, w} no tiene una concurrencia ya
que z y z son ambos cotas inferiores de {y,w} pero z y z son incomparables. En un poset
P denotamos 1 = AP y 0 = VP en caso de que estos elementos existan y los llamamos
respectivamente elementos tope y base. A un poset que tenga ambos, un elemento tope y
un elemento base, le llamamos acotado.
,
y/ \w

X

xz z

Figura 7. El conjunto {y, w} no tiene concurrencia.

Definicién 2.1. Un reticulo es un poset P en el cudl todo par de elementos x,y € P tiene
una juntura x V y y una concurrencia x A y.

Observacion 2.2. En lo que sigue, frecuentemente usaremos la letra L en lugar de la letra

P para denotar a un poset que adicionalmente posee la estructura de reticulo.

Ejemplo 2.3. (a) Nesunreticuloenel cudl x Ay = min{z,y} y x Vy = méx{z, y}.
(b) B,, esunreticuloenelcudll ANB=ANByAVvVB=AUB.

(c) II,, es un reticulo en donde r A7’ = {BNB' | Ben,B en'}ynva
es la particién mds fina con la propiedad de que si B € my B’ € 7’ tienen una
interseccién no vacia B N B’ # () entonces ambos B C X y B’ C X para algin
bloque X € 7wV 7.

(d) D, esunreticuloenel cudl x Ay = med(z,y) y z Vy = mem(z, y).

Definicion 2.4. A un poset P se le conoce como semireticulo por concurrencia (semire-
ticulo por juntura) si todo par de elementos en P tiene un infimo (supremo).

Observacion 2.5. Noétese que un poset finito P es un semireticulo por concurrencia
(semireticulo por juntura) si y solo si todo subconjunto de P tiene un infimo (supremo).

Proposicion 2.6. Un semireticulo por concurrencia finito con un 1 es un reticulo.

Demostracion. Para mostrar que cada par de elementos x,y € P tienen también una
juntura en P consideremos el conjunto

A={zeP|z>zyz>y}

(nétese que A # () y |A| < 00). Entonces | := \ . 4 a es una cota superior minima para
xyy. O
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Observacion 2.7. La Proposicién 2.6 falla cuando P no es finito, considerese por ejemplo
el poset {0} & (Co + Cp) & N*.

Ejemplo 2.8. El poset B<, formado por los subconjuntos de [n] de cardinalidad a lo sumo
k o exactamente n es un reticulo.

2.2. Reticulos distributivos

Definicion 2.9. Un reticulo L se dice que es distributivo si satisface las leyes distributivas:

(D1l 2V (yAz)=(xVy)A(zV z)paratodo x,y,z € L.
D2) A (yVz)=(xAy)V(zAz)paratodo z,y,z € L.

Observacion 2.10. Un reticulo satisface la propiedad (D1) si y solo si satisface la propiedad
(D2).

Ejemplo 2.11. Las operaciones sobre conjuntos A = Ny V = U cumplen con las
propiedades (D1) y (D2) entonces B,, es un reticulo distributivo.

Un ideal de orden (inferior) I es un subconjunto de un poset Ptalquesiz € [yz < x
entonces z € [I. Similarmente un ideal de orden superior o filtro U es un subconjunto
de Ptalquesiz € I y x < z entonces z € I. Como estamos trabajando con posets
finitos, podemos caracterizar un ideal de orden I por su conjunto de elementos maximales
Mazx(I). Nétese que todo par de elementos en Max(I) es incomparable, un conjunto con
esta propiedad se conoce como una anticadena. Como cada anticadena también describe
un ideal de orden entonces hay una biyeccion entre anticadenas de P e ideales de orden de
P. Para un subconjunto A C P denotamos I(A) :={z € P | z < z paraalginx € A}
el ideal de orden generado por A y si |A| = 1 este ideal se le llama principal. El conjunto
J(P) de ideales de orden de P tiene la estructura de un poset cuando consideramos la
relacion de inclusion (ver la figura 8).

{a,b,c}

Figura 8. Ejemplo de J(P) para un poset finito P.

Proposicion 2.12. Sea P un poset finito, entonces J(P) es un reticulo distributivo.

Demostracion. Noétese que siempre que I e I’ son ideales de orden en J(P) entonces
INI" e IUI' también lo son. Entonces J (P) es un subposet del dlgebra de Boole Bp en los
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elementos de P cerrado al tomar uniones e intersecciones (también llamado subreticulo).
Y sabemos que uniones e intersecciones en Bp satisfacen (D1) y (D2). O

Observacion 2.13. Nétese que si P es un poset con n elementos, entonces J(P) es
graduado de grado n.

Definicién 2.14. A un elemento = # 0 de un reticulo L le llamamos irreducible (con
respecto a juntura) si x = a V b implica que a = x 0 b = z, es decir, x no se puede
expresar como la juntura de dos elementos estrictamente menores.

Lema 2.15. Si x € L es irreducible entonces cubre exactamente un elemento de L.

Proposicion 2.16. Sea P un poset finito. El subposet de J(P) formado por los elementos
irreducibles es isomorfo a P.

Demostracion. Sea I € J(P) irreducible. Gracias al lema 2.15 sabemos que I cubre
exactamente un elemento, y esto es verdad si y solo si I = I(z) es un ideal de orden
principal, en donde x € P. Tenemos entonces una biyeccién entre los elementos € Py
los irreducibles (ideales de orden principales) I(z) € J(P). Adicionalmente I (z) C I(y)
siysolosiz < y. O

Teorema 2.17 (Teorema Fundamental de los Reticulos Finitos Distributivos). Sea L un
reticulo finito distributivo. Entonces existe un tinico poset finito (salvo isomorfismo) P tal
que L = J(P).

Bosquejo de la demostracion. Sea P el subposet formado por los irreducibles de L. Que-
remos mostrar que L 2 J(P). Para esto consideramos la funcién ¢ : L — J(P) que para
cada z € L estd dada por

Y()={2€P | z<z}

Esta funcién es claramente mondtona y cuenta con una inversa dada por

o) =\/ =

zel

que es también claramente mondtona. O

2.3. Reticulos geométricos

Definicion 2.18. A un reticulo graduado L se le llama semimodular (superior) si su
funcién de grados p cumple que

p(x) + p(y) 2 p(x Ny) + plxVy) Vo,ye L 2.1

El concepto de semimodular inferior se define de manera similar cambiando la direccién
de la desigualdad y decimos que L es modular cuando la relacién es dada por la igualdad.
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Proposicion 2.19. Sea L un reticulo finito. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) L es graduado y su funcion de grados satisface la ecuacion (2.1).
(11) Para todo x,y € L si x cubre x N\ y entonces x \ y cubre y.

(111) Para todo x,y € L si x y y ambos cubren x A\ y entonces x V' y cubre ambos x y .

Demostracion. Probamos primero (I) = (II). Podemos reescribir (2.1) de la siguiente
manera:

p(z) — plz Ay) > plz Vy) —ply).

Siz > x Ay entonces p(z) — p(x Ay) = 1y por consiguiente p(x V y) — p(y) puede
ser solamente 0 o 1. Si este valor fuera 0 entonces p(z V y) = p(y) lo que implicaria que
x < yyax =z Ay, una contradiccién. Entonces p(x V y) — p(y) = 1 lo que implica que
TVy>uy.

Como (II) se desprende facilmente de (II) nos queda dnicamente por mostrar que
(IIT)=- (I). Demostraremos primero que L es graduado. Supongamos que no y escojamos
un intervalo [z, y| de longitud minima en L que no sea graduado. Entonces tienen que
existir dos elementos z, w € [x,y] y enteros positivos ¢; # {5 tal que x < z, x < w 'y que
toda cadena mdxima en [z, y] sea de longitud ¢; y toda cadena mdxima en [w, y] sea de
longitud /5. Pero (IIT) nos dice que z V w cubre ambos z y w implicando que toda cadena
saturada de la forma z V w = ty < t; < --- <t} = y tiene ambas longitudes ¢; — 1y
{5 — 1, una contradiccion. Asi que L tiene que ser graduado.

Ahora, asumamos que L falla en satisfacer la ecuacién (2.1) y escojamos un par z, y
tal que

p(z) + p(y) < p(z Ay) + p(z Vy),

con las propiedades de que el intervalo [z A y, 2 V y] sea de longitud minima y la cantidad
p(x) + p(y) sea minima. Nétese que ambos  y ¢ no pueden cubrir 2 A y al mismo tiempo
ya que por (IIN) p(x) + p(y) = p(z Ay) + p(z V y), que seria una contradiccién. Entonces
asumamos sin pérdida de generalidad que hay un elemento 2’ tal que x A y < 2’ < .

Por la minimalidad de ¢(x Ay, z V y) y p(x) + p(y) tenemos que
p(@') + p(y) > p(a’ Ay) + p(a’ Vy).
Como z Ay = x’ Ay concluimos de las dos desigualdades que
p(x) + p(z" Vy) < p(a’) + p(z Vy).
Comoz V(' Vy)=xzVyyzA(x' Vy) > 2 tenemos que el par z, z’ V y satisface
p(x) +p(z’ Vy) < p(x A (@ Vy)+p(x V(' Vy))

yl(xz A (2’ Vy),zVylx' Vy)) < l(xAy,zVy), que es una contradiccion. O
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Proposicion 2.20. Un reticulo finito L es modular si y solo si cumple:

Vx,y,z € L tal que x < z, tenemos x V (y A z) = (x Vy) A z. (2.2)

Demostracion. (=) Sea L modular y x,y, z € L sean tal que x < z. Primero notemos
quez < zyquex < xVyasiquez < (xVy)A z De manera similar tenemos que
yANz<y<zVyyyAz<zasique (yAz) < (zVy)Az Combinando estos dos
hechos concluimos que

xV(yAz) <(xVy)Az. (2.3)

Ahora, por hipétesis sabemos que L es modular, por tanto se cumple que
p(zV (yAz) =plx)+plyAz)—plaA(yAz)

para todo z,y,z € L. Como x < z tenemos que p(z A (y A z)) = p(z A y). Utilizando
esto, la definicién de modularidad en p(y A z) esta ecuacién queda

p(x Vv (y Az)) =p(@)+py) + p(z) = p(y V z) — p(x A y).
Por otra parte, utilizando un procedimiento similar al anterior obtenemos
p((xVy) Az) =p(x) + p(y) +p(z) = ply V 2) = p(z A y),
que al combinarlo con lo anterior nos lleva a concluir que
p((xVy)Az)=plaV(yAz). (2.4)
Las ecuaciones (2.3) y (2.4) implican, usando la definicién de la funcién p, que

(xVy)Az=zV(yAz).

(«=) Tenemos por hipétesis que para todo z,y, 2 € L tal que x < z se cumple que
xV(yAz)=(xVy)Az. (2.5)

Vamos a demostrar primero que L es semimodular superior usando la Proposicién 2.19
parte (II).

Tomemos x e y no comparables en L (ya que el caso comparable es trivial) tal que
x Ay <y y supongamos que x V y no cubre x. Entonces existe z € [z,z V y] tal que
T Ay <z <z<zVy.Nétese que y y z no pueden ser comparables ya que z e y no lo
son. Como z < y V z tenemos que

(xVy)ANz=z. (2.6)

Como z < ztenemos que x Ay < 2 Ay < y. Por otra parte el hechodeque z Ay <yyz
e y no son comparables implica que y A z = y A x. Usando la ecuacién (2.6) tenemos que

(xVyhz=z>x=aV(yAx)=aV (yAz),

lo cual contradice la ecuacién (2.5) y por lo tanto concluimos que L es semimodular
superior. El hecho de que L es semimodular inferior se obtiene usando el mismo argumento
en el dual. O
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Observacion 2.21. Nétese que la Proposicién 2.20 implica que todo subreticulo de un
reticulo modular es también modular.

Observacion 2.22. Es un corolario de la Proposicién 2.20 que todo reticulo finito distri-
butivo es también modular. En la figura 9 se muestra un ejemplo de un reticulo que es
semimodular pero no es modular.

Ejemplo 2.23. El édlgebra de Boole B,, es un ejemplo de un reticulo modular ya que para
todo par de conjuntos A y B se tiene que

|A|+ |B| =|AUB|+|ANB.

TVy

AN
L\

TAY

Y

Figura 9. Reticulo semimodular pero no modular.

Definicién 2.24. En un poset P con 0 llamamos dromo a un elemento a que cubre al 0.
Decimos que un reticulo L es atémico si todo elemento x € L se puede expresar como
una juntura z = \/, 4, a en donde A’ es un conjunto de dtomos. Un reticulo atémico
semimodular finito se conoce como un reticulo geométrico.

Observacion 2.25. Larazén detrds del nombre reticulo geométrico es que estos precisa-
mente son los reticulos de conjuntos cerrados de matroides simples (también conocidas
como geometrias combinatorias).

Ejemplo 2.26. B, es atémico y modular asi que también es geométrico.

Proposicion 2.27. Un reticulo finito L es geométrico si'y solo si satisface la siguiente
condicion:

r<y<=3Ja>0ralquey=zVa. 2.7

Ejemplo 2.28. En II,, un atomo es una particiéon en donde todos los bloques excepto
uno son singuletes y el bloque que no es singuelete contiene dos elementos. Para cada
relacién de cobertura 7w < 7’ en II,, podemos considerar los dos bloques By, By € 7 que
se combinan en un solo bloque en 7’. Seleccionemos cualesquier elementos x € By y
y € By y llamemos a, , al dtomo cuyo tnico bloque que no es singulete es {x,y}. Es
facil de chequear que 7’ = 7 V a . Entonces por la Proposicién 2.27 concluimos que IT,,
es geométrico. Nétese que esto en particular implica que II,, es a la vez semimodular y
atémico.
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3. Algebras de incidencia y la funcién de Mobius
3.1. Algebras de incidencia

Sea k un campo. En esta seccién estaremos trabajando con espacios vectoriales con
coeficientes en k. Para un poset finito P denotaremos Int(P) al conjunto de intervalos
cerrados en P.

Definicion 3.1. El digebra de incidencia de P es la k-dlgebra I(P) generada por todas
las funciones
f:Int(P) — Kk,

con la operacién de convolucion definida para funciones f, g € I(P) por

Frgllzy) = > = 2Dg((z ).

r<z<y

Proposiciéon 3.2. I(P) es un dlgebra asociativa con unidad dada por la funcion e :
Int(P) — k definida por

e<[x,y1>:{1 =y

0 en cualquier otro caso.

La siguiente proposicion nos describe cuales son los elementos invertibles de I(P).

Proposicion 3.3. Las siguientes condiciones son equivalentes para f € I1(P):

1. f tiene una inversa por la derecha, o sea, existe g € I(P) tal que f * g = €.
2. f tiene una inversa por la izquierda, o sea, existe h € I(P) tal que hx f = e.
3. f tiene una inversa bilateral tinica.

4. f(z,z]) # 0 para todo x € P.

Demostracion. La ecuacion f x g = e se lee como

Frgayl) = > fllx,2Dg(lzy) = {1 Hr=

vsaey 0 en cualquier otro caso.

Si & = y entonces tenemos que f([z, x])g([z, x]) = 1 y esta ecuacién se satisface si y
solo si f([z,]) # 0. En este caso g([z, z]) = f([x,z])~ . Si x < y entonces tenemos

g(le,y)) = —f(z,2) ™" D f(lw 2D)g([z9),

r<z<y

y entonces g([z, y]) es definida recursivamente y existe si y solo si f([x, z]) # 0. El mismo
argumento aplica con la ecuacién h x f = €. Entonces si se tiene la inversa por un lado se
tiene la inversa por el otro y finalmente si tenemos que f x g = € y h x f = € entonces
h=hxe=hxfxg=€exg=g. O
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3.2. Algunas funciones en /(P)

Definicion 3.4. La funcidn zeta ¢ es la funcién en I (P) definida para todo < y en P
por (([z,y]) = 1.

Ejemplo 3.5. Nétese que las potencias de ¢ cuentan ciertos invariantes de P. Por ejemplo,

¢y =y = D (e 2C(ey) =z € Pl e <z <y}l

z<z<y

Definicion 3.6. Una multicadena de orden k en un poset P es una sucesion de la forma
mi < mg < --- < my endonde m; € P para todo i.

Proposicion 3.7. Sea P un poset acotado finito, entonces

C*k(P):l{():xnglSSmk:i}|,

es decir, (*k cuenta multicadenas de orden k + 1.

Si lo que queremos contar son cadenas en lugar de multicadenas podemos usar una
funcién un poco modificada.

Proposicion 3.8. Sea P un poset acotado, entonces

C—e"P)={0=2¢ <21 <--- <), = 1}].
Demostracion. Notese que

1 six <y
0 siz =1y.

(€ =)z, y]) = {

Proposicion 3.9. Sea P un poset acotado, entonces

(2= ¢) Y P)=|{0=20 <x1 <--- <), =1 | para algiin k € N}|.
Demostracion. Notese que

-1 sixz <y

(2e = ) ([, 9]) = {

1 six =1y

entonces (2¢ — () es invertible y podemos expresar (2¢ — ()~ = (e — ({ — €))~!. Ahora
consideremos la funcién Y, (¢ — €)** en donde ({ — €)° = e. Esta es una funcién
vélida en I(P) ya que P es finito y entonces (¢ — €)*N = 0 paratodo N > £(P). Ademds
tenemos que
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e—(C—e)*> ((—oF=e¢

k>0
0 sea que
2=t =) (C-o™
E>0
Finalmente el resultado se concluye usando la Proposicién 3.8. O

Notese que ¢([z,z]) = 1 para todo 2 € P. Sabemos entonces por la Proposicién 3.3
que ¢ es invertible en I(P).

Definicién 3.10. La funcion de Mébius i es la inversa de ¢, o sea p := (1.

3.3. Calculando la funcién de Mobius

Proposicion 3.11. La funcion de Mébius p puede definirse recursivamente para un inter-
valo [z, y] como

1 siz=1y
[z, y]) = . (3.1
=D w<aay M, 2]) en cualquier otro caso.

Demostracion. Como p es la inversa de (, tenemos que i+« ( = €, lo que implica que

px ([, 2]) = plle, 2))C([2, 2]) = ez, 2]) = 1,

o sea que u([z,z]) = 1. Y si < y entonces

pr ) = D ullw 2)C([z0y) = e, y)) =0,

<2<y

lo que implica la férmula que buscamos. O

/.i\
o +1 e 0

Figura 10. Valores 1([0, z]) de la funcién de Mdbius.
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Ejemplo 3.12. Sea n la cadena con n elementos. Tenemos entonces

1 sin=1
pu(n) =< —1 sin=2
0 sin > 3.

Por inspeccién podemos calcular 11(1) = 1, u(2) = —1 'y 1(3) = 0. Ahora por induccién
y usando la férmula recursiva 3.1 tenemos que paran > 3

Proposiciéon 3.13. Sean Py Q posets localmente finitos y (z,y) < (2',y') en P x Q
entonces

w([(z, ), (", y")]) = p(lz, ")y, y']).

Demostracion. Procederemos por induccién en £([(z, y), (2, y')]). Si€([(z, v), (', y')]) =

O entonces = 2’y y = 3’ y la conclusion es trivial. Ahora consideremos £([(z, y), (', y')]) >
1 y obsérvese que todo intervalo cerrado [(x,y), (2’,y’)] en P x @ es un producto de
intervalos [z, 2] x [y, y']. Tenemos entonces

p(((z,y), (@, y")]) = — > w([(z,y), (z,w)])

(z,y)<(z,w)<(z',y")

- > [z, 2] [y, w))

(z,y)<(z,w)<(z',y")

=- > ([, 2) [y, w]) + p([z, 2Dl [y, y'])

(z,y)<(z,w)<(z',y")

== > ullz2) Yo wllyw)) + ullz 2Dy y')

r<z<wx’ ySw<y’

= p(lz, N[y, y'])-

Ejemplo 3.14. Como B,, = 2" tenemos que

n(B,) = n(2") = u(@)" = (~1)".

De igual forma si A C B en B,,, es facil verificar que [A, B] = Bp\ 4, asi que
w([A, B]) = p(Bpya) = (—1)/FI=1AL

La estructura adicional de un reticulo facilita la siguiente férmula recursiva de Weisner
para calcular los valores de la funcién de Mdbius.
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Teorema 3.15 (Teorema de Weisner). Para todo x < w < y en un reticulo L tenemos que

> wllzy)) =0 32)

<2<y
WAzZ=x

Ejemplo 3.16. En II,, escojamos w como el codtomo 12-- - (n — 1)|n. Nétese que los
valores de z € II,, tales que w A z = 0 son z = 0 o elementos de la forma z =
1/2]---|i| - - - (n— 1)|in, para los cuales se verifica que [z, 1] 2 II,,_. Usando el Teorema
de Weisner tenemos entonces que

p(ILy) 4+ (n — 1)p(Il,—1) = 0.
Resolviendo ésta ecuacién en diferencias tenemos que u(I1,,) = (=1)""1(n — 1)L

3.4. Laférmula de inversion de Mobius

Proposicion 3.17 (La férmula de inversion de Mobius). Sea P un poset en el cudl para
todo x € P tenemos que |I(x)| < ooy sean f,g: P — k un par de funciones en P. Las
siguientes dos aserciones son equivalentes:

y)=Y fl@) VyeP (3.3)
<y
Zg ([x,y]) VyeP. 3.4
<y

Demostracion. El espacio vectorial k”” formado por las funciones f : P — k tiene una
accién por la derecha del dlgebra de incidencia I (P) dada por

([ ara todo f € k¥ y para todo ¢ € I(P
) p yp

<y

Entonces la ecuacién (3.3) se lee en este lenguaje como g = f( y entonces como (1 = p
tenemos que f = g que es la ecuacién (3.4). O

Proposicion 3.18 (Forma dual del teorema de inversiéon de Mobius). Sea P un poset en el
cudl para todo x € P tenemos que |I1(x)| < ooy sean f, g : P — k un par de funciones
en P. Las siguientes dos aserciones son equivalentes:

=> flx) VyeP (3.5)
y) = ully.«])g(x) VyeP. (3.6)

2>y
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Ejemplo 3.19. (a) En la cadena n el teorema de inversion de Mobius es una version
discreta del Teorema Fundamental del Calculo. Las siguientes dos aserciones son

equivalentes:
gn)=>_f(k) V¥neN (3.7)
k=0
fn)=g(n)—g(n—-1) VneN. (3.3)

(b) En el dlgebra de Boole B, el teorema de inversién de Mobius es conocido como el
Principio de Inclusién-Exclusion. Las siguientes dos aserciones son equivalentes:

g(A) = f(B) VAC ] (3.9)
BCA

FA) = (~)-IBlg(B) VA C [n). (3.10)
BCA

(c) Si en el dlgebra de Boole las funciones g(A) y f(A) solamente dependen de la
cardinalidad del conjunto A entonces obtenemos un teorema de inversion conocido
como Teorema de Inversién Binomial. Las siguientes dos aserciones son equivalentes:

g(n)zZ(Z)f(k) VneP:={1,2,...} 3.11)

k=0

fln)=>" (Z) (~1)"*g(k) VneP. (3.12)

k=0

(d) En el reticulo de divisibilidad D,, el teorema de inversion de Mobius es un teorema
clasico en la teorfa de niimeros. Las siguientes dos aserciones son equivalentes:

gn)=>_f(d) VneP (3.13)
d|n

fln) = Zu (%) g(d) VneP, (3.14)
d|n

en donde p(n) es la funcién de Mobius clésica de teoria de nimeros dada por:

(—1)* sin = pips...ps es libre de cuadrados
p(n) =

0 en cualquier otro caso.

Ejemplo 3.20. Dado un alfabeto A de tamafio |A| = m, Una palabra circular de longitud
n es una clase de equivalencia de palabras lineales w = wiws . . . w, bajo la accién de
la operacion de desplazamiento o shift 7w = w,wiws ... w,_1. Una palabra circular es
llamada primitiva si su clase de equivalencia contiene exactamente n palabras lineales
distintas. Denotemos por a(n) al nimero de palabras circulares primitivas de longitud n y
b(n) al nimero de todas las palabras circulares de longitud n (primitivas y no primitivas).
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Nuestro objetivo serd encontrar una férmula para determinar el niimero de palabras circu-
lares b(n). Nétese que una palabra circular es primitiva si y solo si no es una potencia de
otra palabra asi que tenemos la relacién

b(n) = Z a(d).

d|n

Noétese también que hay c palabras lineales distintas en la clase de equivalencia de una
palabra circular w de longitud ¢(w) = d de la forma w = u* en donde u es una palabra
circular primitiva de longitud ¢(u) = c. Asi que contando todas las palabras lineales de

longitud d tenemos
m? = Z ca(c).
cld

El teorema de inversion de Mobius nos dice que

da(d) = p (i) me.

cld

Entonces concluimos que

b(n) — dz;ilzﬂ (Ccl) e

cld

4. Topologia de posets

Definicién 4.1. Un complejo simplicial A C 2["] en [n] es una clase de subconjuntos de
[n] tal que si F € Ay F' C F entonces I/ € A. A cada F' € A lo llamamos una cara
y a las caras maximas por inclusion las llamamos carotas o caras maximales. Definimos
dimF = |F| — 1y dim A = méxpea dim F. Existe un dnico complejo simplicial de
dimensién —1 (A = {0}).

Definicion 4.2. Para un poset finito P definimos su complejo de orden A(P) como el
complejo simplicial cuyas caras son las cadenas de P.

Definicién 4.3. Para un poset acotado P denotamos P := P\ {0, 1}. De una manera
similar denotamos P := P U {0, 1} al poset P luego de afiadirle elementos minimos y
maximos tnicos.

Ejemplo 4.4. Sea P = 3, la cadena con tres elementos en [3], entonces A(P) =
{0,1,2,3,1 < 2,1 < 3,2 < 3,1 < 2 < 3}. En las figuras 11 y 12 se ilustran los
complejos de orden de dos subposets de Bs.

Definicion 4.5. Dado un complejo simplicial A sea f; el nimero de caras de dimension .
Definimos la caracteristica de Euler reducida de A como:

dim A
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P A(P) 2)
{1,2,3}

1 X 2N P

{1,2,3}

{1 {1,3} {3}

Figura 11. Complejo de orden de B3 \ {0}.

Ejemplo 4.6. Para el complejo de orden de la figura 12 tenemos que
XABs)=—fa+fo—fi=-1+6-6=—1

Teorema 4.7 (Teorema de Philip Hall). Sea P un poset finito y acotado tal que £(P) > 1.
Entonces,

u(P) = X(A(P)).

Teorema 4.8 (Teorema de Philip Hall version 2). Sea P un poset finito. Entonces,

Demostracion. Tenemos que = (1 = (e + (¢ — €)) ™!, entonces

u(P) =Y (=D~ o™ (P)

k>0
= 2¢(P —1+Z V0 =20 <ay < <ap =1}
k>2
= —1+Z )k fe_a(A(P))
k>2
-y - (P))
AP,
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por

P A(P) 2

{2y {13} {2.3}

L2} (2.3}
| XX

{1} {2 {3}

{1} {1,3} {3}

Figura 12. Complejo de orden de Bs.
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6. Ejercicios

Ejercicios sesion niimero 1

1.

Dibuje todos los posets sin etiquetas (clases de isomorfismo) que hay en un conjunto
de uno, dos, tres o cuatro elementos. ;Cudntos posets diferentes hay en los conjuntos

(1], 2], 3] y [4]?
Verifique que el conjunto IT,, de particiones del conjunto [n] junto con la relacién de

refinamiento forman un conjunto parcialmente ordenado. Describa las relaciones de
cobertura.

. Sea GG un grafo conexo con n vértices y sea Il el subposet inducido de II,, formado
por el conjunto de particiones w € II,, con la propiedad de que para cada bloque
B € 7, el subgrafo inducido G| g es conexo. Muestre que cuando G = T es un drbol
(un grafo conexo sin loops ni ciclos) II = B,,_1, o sea Il es un poset isomorfo al
algebra de Boole B,, ;.

. Verifique que si f : P — Qy g : Q — R son funciones mondtonas entonces
go f: P — Rtambién lo es.

. D€ un ejemplo de una biyeccién monétona f : P — () que no sea un isomorfismo
de posets. D€ un ejemplo de una biyeccion mondtona f : P — P que no sea un
automorfismo de posets. ;Qué condicién tiene que cumplir P en este caso?

Dé un ejemplo de un poset finito que no sea graduado.

. Demuestre la siguiente proposicion:

Proposicion Si P es un poset finito graduado entonces existe una funcion bien
definida p : P — Ny tal que p(x) = 0 siempre que © € Min(P) y si x <y entonces
p(y) = p(z) + L.
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8.

Encuentre una férmula en términos de productos de polinomios para la funcién
generadora por grados del dlgebra de Boole F'(B,,, t).

Ejercicios sesion niimero 2

1.

Dé€ un ejemplo concreto (utilizando diagramas de Hasse) de cada una de las ope-
raciones P+ Q, P® Q, P x Q, P® Q y QF. ;Cuales de estas operaciones son
simétricas, o sea, P® Q = Q ® P?

. Muestre que B,, = 2 x 2 x --- x 2 = 2". Calcule F'(B,,, t) usando esta relacién y

la conclusién del ejercicio 7.

3. (Cudles de los posets en uno, dos, tres, cuatro o cinco elementos son reticulos?.

10.
11.

. Determine la estructura de J(P) cuando P es una cadena, una anticadena o la suma

directa de cadenas.

. Muestre que II,, es un reticulo. Describa para un par de particiones 7, 7’ € II,, su
)

concurrencia m A 7’ y su juntura 7 V 7.

. Muestre que en todo reticulo, las operaciones V y A cumplen con las leyes de

absorcionx N (xVy)=zyzV(xAy) =z.

Ejercicios adicionales

. Muestre que F(P x Q,t) = F(P,t)F(Q,t).

. Sea n un entero positivo con descomposicion en primos n = pi* py? - - - p,*. Muestre

que D, 2 n; +1Xng + 1x---xny + 1. Encuentre F'(D,,, t) usando esta relacién.

. Muestre que las operaciones fundamentales entre posets satisfacen las siguientes

relaciones:
" PXx(Q+R)=(PxQ)+ (PxR).
» POtE >~ pQ y pE
o (PO)R = pOxE,

Muestre que J(P + Q) = J(P) x J(Q).

Muestre que en un reticulo L las operaciones V y A son asociativas (asi expresiones
como x A y A z tienen sentido), conmutativas e idempotentes (x V z = x).

. Verlﬁque que si L y M s M son reticulos entonces también lo son L*, L x M, L& My

L+ M, endonde L + M ={0} @ (L+M)a{i}.

Ejercicios sesion niimero 3

. Calcule los valores 1([0, z]) de la funcién de Mobius para B3 y IT;.

Calcule varios ejemplos de los valores ([0, z]) de la funcién de Mbius para D,,.
Conjeture y pruebe una férmula para p(D,,). Sugerencia: Use el siguiente hecho
demostrado en la sesion 2

1 ,.nN2

Sea n un entero positivo con descomposicion en primos n = p1 py* - - pp*. Enton-
ces es un producto de cadenas D,, Zn; +1 xng +1 X --- Xng + 1.
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3.

4.

4.

Utilice las leyes de absorcion x A (xVy) =z yz V (x Ay) = x que se cumplen en
todo reticulo para mostrar que un reticulo satisface la ley distributiva (D1) si y solo si
satisface la ley distributiva (D2).

D) zV(yAz)=(xVy) A(zV z)paratodo z,y,z € L.
D2) zA(yVz)=(xAy)V(zAz)paratodo z,y,z € L.

Sea P un poset. Muestre que existe una coleccion C de conjuntos que si los ordenamos
por inclusién, o sea A < B siempre que A C B, tenemos que P =~ C.

Ejercicios sesion niimero 4

. Utilice la formula de Weisner para calcular los valores de la funcién de Mobius en

B,.

. Sean ( la funcién en I(P) definida para todo < y en P por (([z,y]) = 1yela

funcién en I(P) definida por

dhwb={1 Se=y

0 sixz < y.

Encuentre una férmula para los valores de (2¢ — ¢)?([z,y]) cuando ¢([z,y]) = 1,
([, y]) =2y €([z,y]) = 3.

. (Esla funcién

1 six <y

(€ =)z, y]) = {

invertible en I(P)? ;Por qué?

0 six =y.

a) Demuestre la siguiente férmula recursiva alternativa para calcular la funcién de
Mobius:
Proposicion (Definicion dual recursiva de la funcion de Mobius) La funcion de
Mobius p puede definirse recursivamente para un intervalo [z, y| como

thhz{l =y

— Zx<z<y w(lz,9]) en cualquier otro caso.

Sugerencia: recuerde que p es la funcién definida como la inversa de ¢, es decir,
satisface (x u = ey ux( = €.

b) Utilice la férmula alternativa de la primera parte para calcular u(By4) y p(Ily).
(Son estos valores los mismos que si hubiéramos calculado p con la definicién
recursiva original?

c) Utilice lo observado en las dos partes anteriores para concluir que para todo
poset finito acotado P (recuerde que acotado significa que P tiene un elemento
base 0 y un elemento tope i, es decir, P es el intervalo cerrado [0, ﬂ)

u(P) = p(P?).

Sugerencia: Haga uso de las dos definiciones recursivas de .
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(1]

(2]
(3]
[4]
(5]

(6]
(7]

Ejercicios sesion niimero 5

. Determine cudl es el complejo de orden A(n) de la cadena con n elementos. Calcule

la caracteristica reducida de Euler ¥(A(n)) utilizando el Teorema de Philip Hall.

. Un desarreglo es una permutacién de [n] (una biyeccién o : [n] — [n]) que no

contiene puntos fijos, es decir puntos tal que (i) = 4. Teniendo en cuenta que hay
n! permutaciones de [r], demuestre que el nimero d(n) de desarreglos de [n] puede
ser calculado con la férmula

n'z( k!) .
k=0

(Sugerencia: Utilice el teorema de inversién binomial y la férmula (Z) = 7')

 El(n—k)!

. Para un complejo simplicial T" definimos su subdivision baricéntrica por A(L(T')\ 0),

en donde L(T") \ () es el poset formado por las caras no vacias de T" ordenadas por
inclusion.

a) Determine cual es la subdivision baricéntrica del simplex Ao de dimension 2
(Dibuje el complejo simplicial resultante).
b) Calcule la caracteristica de Euler de As.

¢) Calcule la caracteristica de Euler de A(L(Az)
(Sugerencia: agregue un 0 y un 1 a L(Ay) \
Hall.)

\ @) usando la funcién de Mobius.
() y utilice el Teorema de Philip

d) ;Qué conclusién podemos conjeturar de las partes (b) y (c)?
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