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Buen planteamiento local de una extension
bidimensional del tipo Kadomstev-Petviashvili
para la ecuaciéon Benjamin-Ono

On the local well-posedness of a bidimensional version
Kadomstev-Petviashvili type of the Benjamin-Ono equation

Germéan Preciado Lépez!:?

Resumen. El propésito de este articulo es estudiar la buena colocacién del
problema de Cauchy asociado a una extensién bidimensional de la ecuacién
Benjamin-Ono en el espacio X *(R?).
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1. Introduccién

En este articulo nos proponemos examinar el buen planteamiento del problema
de Cauchy:

w(0;2,5) = 9(z,y) W

en el contexto de los espacios Sobolev. Se puede probar que

{ (uy + uPuy + HO?u + o/Hagu)z —Yuyy =0 peN

uPt2

(p+1)(p+2)

EW):A;%<@€M2+a@5%@m2+7@f@mf)— dr (2)
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56 Germaéan Preciado Lépez

son conservadas por el flujo de (1).
Este problema es una extension bidimensional de la ecuacién Benjamin-Ono

(BO)
Opu + HO?u + udyu = 0. (4)

La ecuacién de BO fue introducida por Benjamin y Ono como un modelo de
propagacién de ondas largas en fluidos estratificados de gran profundidad. Al-
gunas propiedades interesantes asociadas al flujo de la BO son: es un sistema
completamente integrable, puede escribirse en forma Hamiltoniana, tiene solu-
ciones de tipo solitones y posee infinitas cantidades conservadas.

En este sentido, resulta interesante examinar las extensiones de la ecuacion
Benjamin-Ono (4) a R?.

Usando el método de regularizacién parabdlica probaremos que (1) es lo-
calmente bien puesto en el espacio X *(R?).

Notaciéon
En este articulo hacemos uso sistemético de las siguientes notaciones.
1. S(R™) es el espacio de Schwartz. Si n = 2, escribiremos simplemente S.

2. §'(R™) es el espacio de las distribuciones temperadas. Si n = 2, escribi-
remos simplemente S’.

3. Para f € §'(R"), fes la transformada de Fourier de f y f es la transfor-
mada inversa de Fourier de f. Recordamos que

f©) =@m % [ f@)ede,

R'Vl
para toda £ € R™, cuando f € S(R™).

4. H es la transformada de Hilbert. Si f € S(R),
2 e 1
Hf(x) =/ = (V.p. / f(y) dy) -

0 Coo YT

5. Para s € R, H* = H*(R?) es el espacio de Sobolev de orden s.
El producto interno en H? es (f,g)s = fR2(1 +&2 4+ nz)sﬁdgdn.
X ={f € H*(R?) | f = 0.9, para alguna g € H*(R?)}.

A = (1 - A)s/2,

Ly(R") = {f € S'(R") [ A*f € Ly(R™)}.

10. Para f € Ly(R?), |£lp,s = [IA*fllz, 2)-

11. [A, B] notaré el conmutador de A y B.

© o N &
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2. Preliminares

Presentamos a continuacion algunos resultados que seran utilizados a lo largo
de este articulo.

2.1. Propiedades basicas de X*

En esta seccion exponemos algunos resultados acerca de los espacios X?®, mu-
chos de ellos pueden ser encontrados en la literatura, especialmente aquella que
se ha dedicado al estudio de los problemas de Cauchy de ecuaciones relaciona-
das con la ecuacién KP (Kadomtsev-Petviashvili).

Definicion 2.1. Sea s € R. Los espacios X® son definidos por

1 ~
x={rempfi+ G e 12},

Observacion 2.1 X*® es un espacio de Hilbert cuando es dotado del producto
interno

1 s~ s
(f,9)x- =/2 <1+§2> (I+&+n*)°fgdedn f, g€ X°.
.
Proposicién 2.2. Para todo s nimero real y n entero positivo, 97S es denso
en X°.

Demostracion. Sean s numero real y n un entero positivo. Es evidente que
05'S esta contenido en X°.

Supongamos que f € X°, y sea g, = ((i€) et +n*+1/€*) F)V_ Eg claro que
gr € H™™" y 9"g; — f en X*, cuando t — 0+. Ahora bien, para todo € > 0,
existe ¢y € S tal que ||9)y — g¢||gs+n < €/2. En particular, || 074 — fllx: <,
para t positivo suficientemente pequeno. Esto era lo que queriamos probar. [

Observacion 2.2

(i) Sea s un ntmero real y f € S. Las siguientes afirmaciones son equivalen-
tes:

(a) f € X?, para algun s.
(b) f € 8,8.
(¢) [7°. f(x,y) dz =0 para todo y € R.

_ 12"
1= (i) -

Un célculo directo nos permite mostrar que

5;1f=;/m—7f(w’7y)dx’,
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58 Germaéan Preciado Lépez

para toda f € S. Esta expresion estd de acuerdo con la definicién dada
en Ablowitz y Villarroel en [1], ver también [4].

(iii) El produto interno de X* lo podemos escribir como

<fa g>XS = <f7 g>s + <a;1f7 6;19>57
donde (, )5 es el producto interno en H®.
El siguiente resultado es un hecho bien curioso y bastante ttil.

Proposicion 2.3. Sean r y s numeros reales tales que s > r. Supongamos
que A es un operador antisimétrico en H™ y que u y v € C([0,T],X%) N
C1((0,T], H"). Supongamos, ademds, que X° C D(A), que el operador 9, con-

muta con A, y que

du
E—Au—&—v.

Entonces, |0, tul|? es diferenciable en (0,T) y

;w2 = (0 0,05 M),

Demostracién. Es bien claro que para todo 7 > 0, 9;1(1 — 7‘8;2)_%11 €
C([0,T], X*)NC ((0,T], H"), 97 *(1—70;2) " 2u(t) € D(A) para todo t € (0,T)
y
d
dt

Claramente,

e (G RR)

Ya que (1—78;2)" 2 converge fuertemente a I en H”, del teorema fundamental
del célculo y el teorema de la convergencia dominada de Lebesgue, se sigue la
proposicién. O

(01 =707 b)) = 4071 (1 = 707 R+ 0,7 (1 - 70;%)”

2 1 1
= <8;1(1 —70,%) 20,0, (1 — T@f2)75u> .

x
s

2.2. Otros resultados importantes

Los siguientes resultados sobre conmutadores de operadores hacen parte del
importante acervo de herramientas de las que se hace uso en el anélisis.

El primero de ellos es dado por la siguiente proposicién debida a Kato y
Ponce.

Proposicién 2.4 (Desigualdad de Kato-Ponce). Sean s > 0, 1 < p < oo,
A=(1- A2)1/2 y My el operador de multiplicacion por f. Entonces,

IIA%, Mylgl, < e (IVF 1ol A glp + 1A flplgloo) (5)

para toda f yg e S.
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Corolario 2.5. Para f yg € S,

Ifs9lsp < C(‘flOO‘Asmp + |Asf|p|g|00)'

Teorema 2.6 (Teorema del conmutador de Calderén). Sea A : R — R una
funcidn de Lipschitz. Entonces, para cualquier f € S(R),

I[H, Alf'llo < ClA || flo-

Lema 2.7. Sean g,h € S(R™) y s > 0. Entonces existe una constante C = C(s)
tal que

lghllisr < C [llgllallnlis + lgllps gl a]
donde ||¢[|ig) = [|(=A2)36]l0 y [|0]la = |6]|1:-

Corolario 2.8. Sean g y h como en el Lema 2.7 y § < so. Entonces eriste
una constante C = C(s) tal que

199:hlls < C(llgllsllhlls + [lgllso I lls+1) -

Proposicién 2.9. Seanr > 1y s> 4 fijosy f,v € S(R™) entonces existe una
constante C' = C(r, s) tal que

(v, f0a0),| < C (102 s=1llvll7 + 10s f -1 [[v]ls[v]l-)
En particular, |(v, fOzv)| < Cs||0x flls—1llv||s para toda f,v € S(R).

La siguiente proposicion es un hecho bastante conocido y muy ttil en la prueba
del buen planteamiento global de muchos problemas de Cauchy asociados a
ecuaciones diferenciales que aparecen en el contexto de la fisica.

Proposicién 2.10. Sea f : R? — R una funcién continua acotada tal que 0, f
existe, es continua y acotada. Entonces, si A = f0,,

(A(w), uo > 1[0 flucllul? (6)

para cada u € D(A), y A+ X es sobre, para todo A > %|f|oo.

En particular, A € G(L*(R?),1, 3| f|«), vea la seccion anterior.
Demostracion. La desigualdad (6) se obtiene inmediatamente después de ha-
cer integracién por partes. Veamos que A + X es sobre, si A > %|f|0Q Suponga-
mos que 9 es tal que ((A + \)(u), ) = 0, para toda u € D(A). Por lo tanto,
1 € D(A*) C D(A). De (6), se sigue que

0> (A+ N0 > (A= 5l

Luego, v = 0 y, por lo tanto, A 4+ X\ es sobre. O
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3. Buen planteamiento local

Buen planteamiento en X*

En esta seccién examinamos el buen planteamiento de (1) en X*®. Obsérvese
que en este espacio el problema (1) es equivalente a la ecuacién

up + uPuy + ’H@gu + a?—[@iu — ’yam_luyy =0,
u(0) = ¢.

Para ver esto apelaremos al método de regularizacién parabdlica. Asi pues,
consideremos primero el problema

(7)

{ uy + HO*u + a?—[@ju — ’y@;laiu + uPu, = pAu, ®)

en X°, para pu > 0.
Como es usual en este método, se estudia el comportamiento de las solucio-
nes del problema lineal asociado al problema (8)

{ Opu + HO2u + ofHﬁiu - 78;16311 = pAu, ()
u(0) = ¢,
en X*. Haciendo uso de la transformada de Fourier llegamos a que la solucién
de (9) es
R v
u(t) = E,(t)¢ = (e(i(sgn(£)(£2+an2)—v"’5)—u(£2+n2))t$>

Luego, llegamos al siguiente lema.
Lema 3.1. Sea s € R. Entonces

(i) Para ;1> 0, E, en (10) define un Cy-semigrupo de contracciones en X°
y H5=2. Mds ain, haciendo u(t) = E,(t)¢, tenemos que

(a) u satisface (9) en la topologia fuerte de H® al tomar el dato inicial
. 2 -~
¢ € {p € H*[ (i(sgn(§)(€* + an?) — v%) — (€ +n?))¢p € L°}.

(b) u satisface (9) en la topologia fuerte de H*~2 al tomar el dato inicial
peX®.

Para el caso p = 0, E, puede ser extendido a un grupo unitario fuerte-
mente continuo.

(i) Si A >0y u >0 entonces, para todo t >0, E,(t) € B(X*, X**t}) y

1E, (6] xeis < Fn (1+ (208) ) 1]l x+ (10)

para toda ¢ € X°, donde K es una constante que depende unicamente
de \.
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Demostracion. (a) es inmediato de la definicién de E,,. Bosquejamos la de-
mostracién de (b). Es claro que

1B (D)2, 5 = /R2(1_|_£2+n2)s+/\|$(§’n)‘2e—2u(£2+n2)td£dn

_ 2,2
< sup [(14+&+ ) e 2612
(&m)€ER?

Ha;l(E#(t)gﬁ) s+)\ / 52 1+£2 +1 )s+)\|¢(€ 77)|2 —24(&%4n )tdfdn

< sup [(14 €%+ ) e 2uEH| 91012,
(&m)€ER?

De aqui se sigue (b), ya que
e 1/2
sup [(1+€2 +m? e < ey (14 (2 t) '
(§,m€eRrR? I

O

Admitiendo como valido el principio de Duhamel, tendriamos que la ecuacién
(8) es equivalente a la ecuacién integral

u(t) (t)p — / (t — ') (uPug)(t)dt' . (11)
Veamos que esto es efectivamente asi en X°.

Lema 3.2. Para s > 2 y u > 0, el problema (8) es equivalente a la ecua-
cion integral (11) en X*®. Mds precisamente, para u € C([0,T], X®), u €
C([0,T), H*=2) y es una solucién de (8), si y solo si, u satisface (11).

Demostracién. Seau € C([0,T], X*). Supongamos primero que u € C([0,T7,
H*72) y es una solucién de (8). Del Lema 3.1, se sigue que

O (Ep(t =t )u(t)) = Bu(t — ) (Apu(t’) +up (')
= B, (t — 1) (uPug) (),
para t > t/, donde A, = —HI? — a?—l@i + 78;185 + pA. Luego, del teorema
fundamental del cdlculo, se sigue que u satisface la ecuacién integral (11).

Ahora supongamos que u satisface la ecuacién integral (11). Veamos primero
que la integral en (11) tiene derivada continua en H®~2. Para tal efecto, del
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Lema 3.1, tenemos

t+h t
flL[/o Eu(t—&-h—t’)(upum)(t')dt'_/0 Ep(t =) (wPug)(t')dt"| =

+ % /fh Ey(t+h— ) (uPu,) (t)dt',  (12)

para h > 0. Como u € C([0,T], X*®) y satisface la ecuacién integral (11),

/t E,(t —t)(uPuy)(t")dt € C([0,T], X*). (13)
0
Luego,

:A“/o E,(t —t")(uPug)(t)dt', (14)

en H*"2. Por otro lado, tenemos

1 t+h
7 / E,(t+h—t")(uPug)(t")dt" — uPuy,(t) <
t

s—2

t4h
= % /t |Eu(t+h —t) (uPug ) (t') — uPug ()|, _odt’.  (15)

Del Teorema 3.1, la funcién dentro de la integral de la parte derecha de (15)
es continua para t' € [t,t + h]. Por consiguiente, del teorema del valor medio
para integrales, se sigue que

1 t+h
lim ||— / E,(t+h—t)(uPug)(t") — uPuy(t)dt’ =0. (16)
h—0+ || h J; .
En particular, tenemos que
1 t+h
; - AYAY AL — P
hlg(r)l_i_ A /t E, (t+h—t")(uPug)(t")dt' = uPuy(t) (17)
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en H*72. Si h < 0, como antes, tenemos que

t+h t
flll/o Bt +h =) ) () = [ Bt = )0
= Bt /OM B(t+h — ') (wPu,) () dt' +
+%h t | Bult =) Pu e (19
Como E(—h) — I
B <

para toda ¢ € X*, de (13),

E(— I
i 20 / Eu(t+h — ) (uPup)(¢)dt! =
h—0— 0
_ o t
= hliglﬁ W/O E,(t —t)(uPug)(t)dt', (19)
en H*2. También tenemos que
lim — / Byt — ) (wPu,)(¢)dt! = uPus(t) (20)
h—0— — t+h

en H*~2. Por lo tanto, la integral en (11) tiene derivada con respecto a t en
Hs—2 y

d t t

% / E,(t—t")(uPu,)(t)dt’ = A, / E,(t =) (uPuy) () dt + uPuyt.
0 0

De aqui se sigue que u es derivable en H*~? y satisface la ecuacién (8). O

Para u € C([0,T], X*), sea
A(u)(t) (t)p — / (t — ") (uPuy)(t)dt'. (21)
Veamos que A(u) € C([0,T], X®), para s > 1. Basta ver que

/ot Byt — 1) (uPuy) ()t

es continua en t. Gracias al Teorema 3.1 y a que H" es un dlgebra de Banach,
sir > 1, tenemos que

1Bt = #)(uPun) () - < O (1 + wlt)) D@t @22
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donde para t > 0. Como (1 + (2,ut)_1)% es localmente integrable, se tiene que

/t E,(t—t")(uPuy)(t)dt' € X°.
0

Para h > 0 tenemos

t+h t
/ Byt +h — ) (uPup)(#)dt — / Bt — ) (uPug) (¢)de =
0 0

= (Eu(h) - I)/o By (t — 1) (uPug) (') dt'+
t+h

+ E,(t+h—t")(uPuy)(t")dt'.
t

g [ (s 1) 4
< sup ||ul||5s / (1+> T,
[0,7] X 0 2pT

X '

Ya que, de la desigualdad (22),

t+h
E,(t+h—t)(uPuy)(t")dt

t

tenemos la continuidad a derecha de

/Ot E,(t —t)(uPug,)(t)dt'.

Sih <0,
t+h t
E,(t4+h—t)(uPuy)(t')dt' — / E,(t+t")(uPuy,)(t)dt’ =
0 0
t+h
= [  E.t+h—t)(uPuy,)(t")dt'+
t+h

. t+h
+ (Bt W) = Bu(=F) [ Bult+hi— ) (wu) e -

t
— E,(t —t)(uPuy)(t")dt’
t+h

para —t < h < h. Escogiendo h tal que

2 e
1+) dr < €/3,
/0 ( 2pT

y haciendo uso de la desigualdad (22), tenemos que la norma en X* del primer
y tercer términos del lado derecho de la tltima ecuacién son menores que €/3.
Por un momento, fijando este h, podemos tomar h suficientemente pequeno tal
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que la norma en X* del segundo término la podemos hacer menor que €/3. Por
lo tanto, para h < 0 suficientemente pequeno,

t+h
< €.

E,(t4+h—t)(uPuy)(t")dt' — /Ot E,(t —t")(uPuy)(t)dt’
XS

0

Esto demuestra la continuidad a izquierda de

/O Bt — 1) (uPu) ()t

Asi pues, para u € C([0,T], X®), A(u) € C(]0,T],X?). Veamos que A es una
contraccién en algin subespacio cerrado de C([0,7], X*) con la norma de la
convergencia uniforme. La eleccién conveniente es el conjunto

Ts(T) = {u e C([0,T], X*) | s [u(t) = En(t)¢llxs < M},

donde M > 0 es fijo. Veamos que podemos ecoger T° > 0 suficientemente
pequeno tal que A es una contraccién en Y4(7') con la métrica inducida

ds(u,v) = sup |u(t) — v(t)|x-.
t€[0,T]

Veamos primero que podemos elegir T > 0 tal que A(Y5(T")) C Ys(T'). Sea
u € T4(T). Entonces, de (22)

t 1/2
I(4u)(0) - B, < € [ (1 ; wl)) Ju(r)n dr

1/2
< CO(M + o] x)P* <T+ (\2) ) : (23)

Luego, para T suficientemente pequetio el lado derecho de (23) se puede hacer
menor que M, o en otras palabras, para este mismo T, A(Y(T)) C Y(T).

Finalmente, veamos que este T también puede ser elegido de tal manera
que A sea una contraccién sobre Y (7). Del Lema 3.1, tenemos que

1

1 (Au) () — (Av)(0) |- < C / (1 n ﬁ) @ = o) ()]s dr

t—1T)

t 1 5
< C, sup ||uft? —Up+1||s/ (1—}—7) dr
tef0,T1 0 2u(t =)

< Cu(M + 6]x-)” (”(D) sup [[ut) — v(t)][x+,

te[0,T]

gracias a que

[l — 0P| < ([l + [[o][£)]]w = v, (24)
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para todo u y v € H*®. Luego, asimismo, podemos elegir T tal que Cs(M +
|| ) (T + (%)%) < 1. Para dichos T, A es una contraccién sobre T, (T).
Luego, en resumen, hemos demostrado parcialmente el siguiente teorema.

Teorema 3.3. Sean jt >0, s > 2 y¢ € X*® entonces, existe T = T(s, ||¢]| - , 1)
> 0 y una tnica funcién u € C([0,T],X*) N C([0,T], H*=2) solucién de (8).
La transformacion ¢ — u de X* en C([0,T], X*®) es continua.

Demostracion. Falta probar la unicidad de la solucién y la dependencia con-
tinua del dato inicial. Para ello necesitamos el siguiente lema. O

Lema 3.4. Supongamos que 8 > 0, v >0, B+~v >1,a>0yb>0. Sea
f una funcién definida en [0,T), no negativa y tal que Y=L f(t) sea localmente
integrable alli. Si

t
fO<a+ [ -ty (25)
0
para casi todo (0,T), entonces
f(t) < aFp,((b0(5)) 1), (26)
dondev=0+~v—-1>0y
Fan(y) = > cmy™ (27)
m=0
concy =1y ey deﬁm'do por la relacion de recurrencia c””fl = F(lﬂvfmT—iil)ﬁ)’
para m entero no negativo.
Ademds,
Fialn) =0 (4257 57 ) (28)
cuando s — 00.
Demostracion. Ver el Lema 7.1.2 en [3]. O

Ahora probaremos la siguiente proposicién, que da una forma maés precisa de
lo que deseamos demostrar en el teorema.

Proposicién 3.5. Sean ¢ yip € X*, yu yv € C([0,T]; X®) las correspon-
dientes soluciones de la ecuacidn en derivadas parciales en (8), con u(0) = ¢ y
v(0) = 9. Sea M = sup;eo 7 (lu(t)|%. + [[v(t)|%.). Entonces, parat € [0,T],

Ju(t) = v(®)llxs < Fij21 (O0(1/2)1) |6 — Y]l x- (29)

donde b= MCyp~2 ((uT)2 +1).

Boletin de Matemdticas 22(1) 55-76 (2015)



El problema de Cauchy asociado a una ecuacién del tipo Benjamin-Ono bidimensional 67

Demostraciéon. Sean u y v como en el enunciado de la proposicién y sea
w(t) = u(t) — v(t). Luego, de la ecuacién integral (11), se sigue que

w(t) = Eu(t)(¢ —¢) — /o Eu(t = ) (uPug(t') — vPoa(t))dt’.  (30)

Tomando la norma en X*® y ya que E,(t) es un semigrupo de contracciones, de
la desigualdad triangular, tenemos

0Ol <16~ vl + 5 [ 1Bult = O)@unt) = o@D ' (31
0

Ahora veamos cémo estd acotada la integral que aparece en esta tltima de-
sigualdad. Del Lema 3.1 y de (24), tenemos

/HE@—&W%AW—Wwwmuﬂf

<C/ <1+ )> |02 (WP (") — P () || ooy At

(32)
< CS/ 1 + (2u(t — t’))*%) luPti(t) — vp+1(t’)||8dt/
<C M/ Tt QMT)% + ) (t— )72 |w(t)| . dt’
De aqui y gracias al Lema 3.4 se sigue la proposicién. O

Esto completa la demostracién del Teorema 3.3.

Teorema 3.6. Si u € C([0,T],X®) es solucion de (8), entonces

€ ((0,T], X°), donde X*° = [ X* dotado con la topologia de Frechet.
seR

Demostracion. De (10) y (11), se sigue que

A 1/2
Hu(t)||Xs+A <C <1 + <21‘ut) ) ||¢HX*
t ) A1\ 1/2 .
+C/o <H(2u(t—f)> ) u(r)|B - dr. (33)

Luego, si A < 1, u(t) € X*** para 0 < t < T. Un argumento andlogo a la
discusién precedente de Teorema 3.3 nos garantiza que v € C((0,T], X°T), si
A < 1. Un sencillo argumento de induccién demuestra el teorema. O

Lema 3.7. FEl tiempo de existencia T, en el Teorema 3.3, puede ser escogido
independiente de .
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Demostracién. Supongamos que u es solucién de (8). Entonces, tenemos

Ol [u()|12

2(u, pAu) s — 2(u, uty) 5

2(u, pAuy s — 2{u, HO*u + a’;‘—la;u - 78;133103 — 2{u, utty)
—2(u, uPug)s

Cllu(t) |22,

I
= X

IA A

y de la Proposiciéon 2.3,
2
0107 a3 = 2005w, pAD; ()s — —— (0 Tu, uP ),
p+1
< —= |07 u, uPtYY | < OO || [u] P
_p+1|<x )s| < Cl1O; ulls]ull?
< Cllu(®)|%5,
para 0 <t < T'. En otras palabras,
2
Oellu()lx < Cspllu®)|R,

para 0 <t < T'. Luego, del teorema fundamental del célculo, se sigue que
lu@®lks g
_ _ P x
ol — etz =5 | <ot
2 Jyolz. @
para 0 <t < T. Por lo tanto, para todo p > 0,

@l B 9]x-
(1 - Cs,p||¢| Z))(st)l/p N (1 - Cs,p”(bnp ST)l/p7

siT < (Cspll¢llx=)~". Esta tltima desigualdad y el Teorema 3.3 nos garantizan
que, para toda p > 0, la solucién u de (8) puede ser extendida al intervalo [0, T,

[u(t)llx: <

siT < (Csplldllxs)~t. O
A partir de ahora y hasta el final de esta seccién p es la funcién
2l x>
t) = . 34
A= 0=a, ol 3

Veamos el buen plateamiento de (7). Para eso exploraremos lo que ocurre con la
red de soluciones de (8), {u, },>0, cuando p tiende a 0. Realmente, mostraremos
que ésta converge débilmente a una solucién de (7). Por el momento, veamos
el siguiente teorema.

Teorema 3.8. Sea s > 2. Entonces, para cada ¢ € X°, existen T = T(||¢]|x=)
y ug € Cop([0,T], X*) N CL([0,T], H*=2) tales que up(0) = ¢ y ug es solucion
de la ecuacion (7), en el sentido débil, es decir,

d

Z(0(t), )52 = —{ufuos + HOuo + aHIuo — 105 oy, ¥)s—2,  (35)
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para todo 1 € H*"*(R). Ademds, ||lugllxs < p(t), para todo t € [0,T], donde
p(t) es como en (34).

Demostracion. Para cada p, notaremos por u, la solucién de (8) en el inter-
valo [0, 7], donde, gracias al Lema 3.7, T' es tomado independientemente de .
Ahora sean u = uy, v = u,, para ;' y v > 0. Es facil ver que

Oellu —vllg < 4M?|p = v| + CMP u — vl

donde C; depende tnicamente de s y M = sup,c(o 7] p(t). De la desigualdad
de Gronwall, obtenemos

lu = vllo < Clu— v,

para todo t € [0,7]. Ya que C([0,T]; L?(R?)) es completo con la norma de la
convergencia uniforme, existe ug € C([0, T]; L?(R?)) tal que

lim  sup ||u,(t) —uo(t)|lo = 0.
i, sup [ (t)

Ahora veamos que ug € X;. Sea t € [0,T], puesto que lim, o+ v, = up en
(4)

L?(R?), existe una subsucesién { 1in } tal que
Hm a#(j)(tagvn) = aO(t7§777) fﬂ?fc-t-p
j—o0 n

Del Lema de Fatou, se sigue que

luol% = / (14 4 n?) (145 2) [0 de

< lim inf /(1 + 4171 4+172) ‘ﬂﬂ(j)
& 5

J—00

< liminf |u ¢ H?XS
j—o0 Hn
< p(t).

Por lo tanto, u, — up en X°. En efecto, sea ¢ € X® y ¢ > 0. Tomando

@ € 028(R?) tal que || — @cllxs < 557, tenemos

< Nup — uo, 0 — Pe) x| + [(up — uo, @e) x=
< lup — uol|x=[le — @el|x=+

+ [l = uolloll(1 — A)*(1 4 9;%)¢e) llo
<e€

— )

|<Uu - U0,<P>Xs

para todo t € [0,T] y p > 0 suficientemente pequerio. Luego,

lim sup (u, —uo,¥)xs =0,
1=07F te[0,T7]
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para toda ¢ € X,. Como la convergencia es uniforme para toda ¢ € X?*,
uo € Cy ([0, T]; X*).

Finalmente probemos que ug € CL([0,T]; H*72(R)) y satisface la ecuacién
(11) para toda 1 € H*2R. En efecto,

(U, ¥)s—2 = (b, ¥)s—2 —/0 (Ap(up) + ufuye, ¥)s—odr (36)

para todo ¢ € [0,T] y toda v € H*2R?, donde A, = HI2 + aH82 ~O, 182
pA. Dado que u,, — ug en L*(R?) y u, — ug en HS(RQ) tenemos que
Ay (uy) — Ao(uo) en H*2(R?),
ub . — uguo, en H*71(R?),

uniformemente en [0,7] cuando g — 0+. Luego, si hacemos p — 0+ en (36)
obtenemos (35). Esto termina la prueba. O

Corolario 3.9. Si wy como en el teorema anterior, entonces
ug € AC([0,T]; H2).

Demostraciéon. Puesto que t € [0,T] — H82u+a7{82u YO 182u+u”uw es
débilmente continua en H*~2R? del Teorema de Bochner Pettis, ebta funcién
es fuertemente integrable en H* 2R, Luego, de la ecuacién (35),

t
uo(t) = ¢ — / [(HOZu + a?—l@iu - 78;18§u + uPug] dr. (37)

0
De aqui se sigue el corolario. O
Proposicién 3.10. Sean T > 0 fijo, ¢; € H°R? j = 1,2 y

v; € C([0,T]; L3*(R)) NCy ([0, T); H'R?) N AC ([0,T]; H*2(R?)) soluciones
de la ecuacion (7) en el sentido débil y tales que v;(0) = ¢;. Entonces,

o1 (t) = va(t)]lo < [l¢1 — ¢allo LoD

donde Ly es una funcion continua y creciente en los numeros reales positivos
y K = mix {supjo 1) 01 (8)lls,suppo 1y o2 (8)]s }.

Demostracion. Sea w(t) = v1(t)—va(t). Como s > 2, v1 y vg son fuertemente
derivables con respecto a t en L?(R?) y

Oyvi = HOZv; + aHOZv; — 40y "02v; + vlv;, .
Por lo tanto,
52 llw@®)llo = (V79,01 — vgawvz,w(t))o
= (q(u, 0)Bpv2, w(t)), + (V7 Ow(t), w(t)), -
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donde ¢(u,v) = Zf;ol uivP~1=% Por lo tanto,

%Hvl(t) — v2(t)llo < Lo(K)[vr(t) — va(B)lo

donde Lo(z) = CzP y K = mix {sup[om lor (D], suppozy va(t)Hs}. De la
desigualdad de Gronwall se sigue la proposicién. O

Teorema 3.11. Sea ug como en el Teorema 3.8, entonces ug € C([0,T],X*)N
CL([0,T], H*"2(R?)) y es la tinica solucion de (7).

Demostracion. De la proposicion inmediatamente anterior se sigue ug es la
unica solucién débil de (7). Primero veamos que ug es continua en 0. Tenemos
que

1
[(uo(t), ©)s| < luo@)ls < [p(8)]*
para toda ¢ € X*, con ||¢|| =1, y todo t € [0, T]. Luego,

e < I < 1 1
(6.:0):] = mint o (8)] < limsup o (D) < Jim [o(1))* = ]

para toda ¢ € X*. Luego, el limite de |lug(t)||x=, cuando ¢ — 0+, existe y
tim, o+ 0(D)lls = 161l

Ya que u(t) — ¢ débilmente en X*® cuando t — 0+, se sigue que t£%1+ uo(t) =
¢ en la norma de X°. _ _

Sea t* € [0,T) fijo, entonces existe T' > 0 y una tnica v € Cy,([0,T]; H*) N
CL([0,T); H*~2) que satisface (7) con u(t*) en lugar de ¢. La unicidad implica
que v(t) = u(t +t*), para t € [0,T]. Como v es continua a derecha de ¢t = 0, u
es continua a la derecha de ¢ = ¢*.

Ahora, obsérvese que u(t* — t,—x, —y) es solucién del problema (7) con
u(t*) en lugar de ¢. Luego, u(t* —t,—x, —y) es continua a derecha en t =0, y
por ende, u es continua a izquierda en t*.

En resumen, se tiene que u € C([0,T], X*(R)). En particular, Hd?u +
aMHO2u + 0, '02u + uPu, € C([0,T], H* *(R)). Asi, de la ecuacién (37) y la
proposicién anterior, se sigue que u € C*([0, T], H*~2(R)) y es la tinica solucién
fuerte de (7). O

Veamos ahora la dependencia continua del dato inicial. Para este fin seguiremos
las ideas usadas por Bona y Smith, en [2], para probar la dependencia continua
del dato inicial en el caso del problema de Cauchy asociado a la ecuacién
KdV. Asi pues, sea (¢n)nenu{oc} una sucesién de funciones en X* tales que
On — P en X? cuando n — oco. Del Teorema 3.3 y el Lema 3.7, para cada
n=123,...,00fijjoy pr > 0, existen Ts », = T5 »n(¢n) > 0 independiente de p y
una tnica u, , € C([0,Ts ], X®) que satisface la ecuacién (8) con u,,,(0) = ¢,.

Proposicién 3.12. Sea T € (0,Ts ) fijo. Entonces, existen Ny entero positivo
y una constante M > 0 tal que Ts ,, > T', para todon > Ny, y ||u,n(t)|xs < M,
para todo t € [0,T].
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Demostraciéon. Basta realizar un refinamiento de la demostracién del Lema
3.7. O

Lema 3.13. Sea ¢ € H®, s > 0. Defina

~

¢ =exp(—r(1 - Ao = (J)ep (~r(1+[)H) . (39)

FEntonces
, o _
Jim (67 = ¢lls =0

y existe una constante C' = C(s) tal que
1 lv
M <o = . 39
e <0 () el (39)

l67 = &% llo < Clr — Ol #lls- (40)

Ahora, para la sucesion (¢ )nenufso} antes introducida, sean ¢], las aproxima-
ciones definidas en (38) y uj, ,, las soluciones de (8) correspondientes. Puesto
que |97 || xs < ||¢nllxs, para todo 7y todon =1,2,..., 00, la Proposicién 3.12
puede ser reformulada con los mismos T, Ny > 0 y M mencionados alli, en
el sentido de que todas las soluciones uj, ,, estan definidas en [0,T], para todo
n > No y toda p > 0, y son tales que ||u], ,,(t)||xs < M, para todo t € [0, T].

Antes de abordar el siguiente resultado, vale la pena mencionar que las
soluciones uj ,, estan en C([0,7], X>°). En efecto, si u > 0, de la Proposicién
2.9 con r = s+ 1 y la Proposicién 2.3, tenemos

1d
5%”“’;,71”54‘1 < |<u;,n7u;,npaiﬂu;,n>8+1|
< Cllugnll? Nl nlls+,
y
1d,._ 1 - 1
5@“6‘1’ 1u;7an+1 S p+ 1 ‘<al 1u;,n’ :L,np_‘— >S+1‘

<O (lup, 2107 g, nllsn + g Bl lls 1107 0l s+1) -
En otras palabras,
1d
2 dt
luego, la desigualdad de Gronwall implica que

[wgnllxers < CMP[[G7 ] xot1, (41)

g nllxcerr < Cllug, ISl pllxe

para todo p > 0y todo t € [0,T]. Una facil modificacién de los razonamientos
expuestos hasta aqui, muestran que, en X5t!, ug., se puede extender a todo
el intervalo [0,7] y satisface la desigualdad anterior. Un simple argumento de
induccién demuestra que esta misma afirmacién es valida con X°° en lugar
Xt
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Proposicién 3.14. Sean ¢, € X°,s > 2,5, y uj, , como antes. Supongamos

que 0 < 8§ < 7, entonces existen Ng € N, C = C(s,00,T) >0 yn =n(s) €
(0,1) tal que, para todo n > Ny,

Hu;,n - ufb,nHXS <C (quﬁ - (bfLHX* + 7—2(1_”)) )

para todo p > 0.

Demostracién. Sean Ny tal que uj, ,(t) este definido sobre [0, 7], para todo
n > Np. Entonces,

5%““;@ - u,u,n”S = - :u”v(u;,n - u,u,n)”k‘?i (42)
= (W = U (W) Oty = ()" Outty )
y
1d,,_ - 0
5%”6;5 1(u;,n - uz,n)s = :U||6x 1v(u;,n - uu,n)”S_
1 - 0
- m(ax 1(u;m - uz,n)’ (u;,n)p+1 - (uu,n)p+1>s'
(43)
Veamos que
T 0 T YPH 4T — 6 Py 6
|<U;L,n uy,n’ (uy,n) fu,u.,n (up,n) fu,u,n>5‘
1 so+1
<c <||u;,n — ) lly 52075 )) L (a4)

para 1 < sg < s — 1. Es claro que

(u], )Paru;m — (u

4 p %
wn um) Oty
u

ﬁ,n)pafv (u;,n - uﬁ,n) + ((u;,n)p - (uz,n)p)al’u;,n (45)

Ahora bien, por un lado

0
|<u;,n - uz,na (uz,n)pam(u;,n - U’Z,n»s‘ < CSH(U/?L,n)p”SHu;,n - uu,n”S (46)
< CSMPHU‘;,TL - uz,nHS’

Por otro lado, de la Desigualdad de Cauchy-Schwartz y el Corolario 2.8, obte-
nemos

‘<u;,n - UZ,TL’ ((u;,n)p - (uz,n)p)aﬂiu;,n>8|
oS [T G N [ (O L AR LOT AT B

o] (T L ([ L (A i [

0
1) = ()l It 51 )-

(47)

s+
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Estimemos algunos términos que aparecen en esta ultima desigualdad. Uno de
ellos satisface

()P = (WP lls < CMP™ g,y — s (48)

Del Lema 3.13 y la desigualdad (41), obtenemos

1

4] nlls+1 < CMPl] [lsr1 < Clignlls
El siguiente término que estimamos es

||(UT n)p - (U’Z,n)pHSO < CMP_IHU;TL,n - uz,n”So
- 0 0 -
< cMmP 1||u;,n - u;t,n”;\Hu;,n - uu,n”(lJ

< CMp_1+)\||u;,n - ufl,,n”(;l)i)\’
con A = 2. Por dltimo, estimamos |[u], , — Uﬁ,nHO-

0~ o = = 020 — o+
1

+ m

<OM? g, =t ulo-

A T T B (T L (A LT

Gracias a la desigualdad de Gronwall y al Lema 3.13 se obtiene

[, =l ullo < CMP||¢], — 650 < CMP|T — 01| dulo. (49)

won

De las desigualdades (46) a (49) obtenemos (44).
Ahora bien, de la Proposicién 2.9, tenemos

|<az_1(u;,n - uz,n)ﬂ (u;m)p—i_l - (uz,n)p+1

)
:| <aa:_1(u;,n - uz,n)7 q(u;,n7 uz,n)(u;,n - uz,n» ‘S (50)

donde q(z,y) = Y0 _ z'yP~.
De (42), (43), (44) y (50), se tiene que
1d, . _sot1 -
sl =l llxe <€ (P07 4l =l lixe)

La desigualdad de Gronwall implica que

0 0 — fotl
g = allce < € (167 = Ghlxe + 72075
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Corolario 3.15. Sean ¢n, ¢y, y uj, ,, como en el resultado anterior. Entonces,
. - .
para n > Ny fijo, {uﬂ,n}7>0 converge uniformemente en Yyt a Uy, cuando

T — 0+. En otras palabras,

lim sup  ||uy, ,(t) —uun(t)]ls = 0.
720+ e[0,7],1>0 pom ot ’

Demostracion. Tomando 6 = 0 en la Proposicién 3.14. O

Teorema 3.16. En X*, la aplicacion ¢ — u, donde u es solucidn de (7), es
continua. Mds precisamente, si (¢n)nenu{oc} €5 UNA suCEsION tal que ¢r, — Poo
en X% y st ugy € C([0,Ts,n], X¥) son las correspondientes soluciones de (7),
entonces dado cualquier T € (0, T o) existe un No = No($, poo) tal que T, >
T para todo n > Ny y

lim sup ||uon(t) — vo,00(t)|ls = 0.
n—oo tE[O,T]

Demostracion. Sea ¢;, como en la Proposicién 3.14 y sean uy, ,,,pu > 0 las
correspondientes soluciones con tiempos de existencia T ,,. Dado T' € (0, T o),
uy, , € C([0,T], X*) para todo n suficientemente grande. Pues bien, de un lado
tenemos

(U0,n — 10,00, P) x5 = M@&(Ww — Up,o0, P) X+

lim [<u/1«;7l - ’U/;,n, (10>XS + <U; n u;,oo7 @)XS—’—

pn—0+
+ <u;700 - UILL,OO7 ()0>Xs:|

= Hli)%l+ [<ul’«,n - u;,nﬂ (10>XS + <u;,m — Up,m, (p>XS] +

)

+ <u6,n - ’U/g’oo, (p>X9

De otro lado, el Corolario 3.15 implica que, dado ¢ > 0

(pin = s @)X+ (W = Upom, P) x| < ellplxs,

para todo p > 0. Luego,

[(wo,n — to,00, 0) x| < €ll@llxs + [lug, — uf oo llx= ol x=
para todo ¢ € X*. Por lo tanto,
[t0,n — 0,00l x+ < €+ [[ug — Uf o0l x=- (51)

Argumentos similares a los empleados en la Proposicién (3.14) nos permiten
mostrar que, para 7 suficientemente pequeno,

_1
[t = W oollxs < Clldy, — @[l x775.
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Ya que uj, , — uj, ,, converge débilmente en X* a ug , — uf ., se sigue que
_1 _1
[ug,n = Ug,00llxs < Clidr, = @llxs™* < lldn = Poollxe77 %,

para 7 suficientemente pequeno. Luego, fijando 7 suficientemente pequeno, po-
demos concluir de (51) que

Huo,n - uO,oo”XS S 267

para n suficientemente grande. O
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