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Modelos epidemiolégicos en redes: una
presentacion introductoria

An introduction to epidemiological network models

Carlos Eduardo Alvarez Cabrera!'®, Edgar José Andrade Lotero''?,
Valérie Gauthier Umana':°

Resumen. El propdsito de este texto es presentar de manera precisa, aun-
que introductoria, los conceptos basicos de algunos modelos epidemioldgicos
en redes que al tomar en cuenta los patrones de contacto entre individuos con-
trastan con el modelo SIR, en el cual la transmisién sélo depende de la densidad
de individuos en cada uno de los estadios de la enfermedad. Observamos que el
modelo SIR sobrestima el maximo de prevalencia con respecto al modelo de red
completa y que epidemias sobre redes més homogéneas presentan una mayor
prevalencia. Adicionalmente, estudiamos mediante simulaciones el efecto onda
que tienen las reconexiones en el modelo de mundo pequeno y mencionamos
algunas aplicaciones de los modelos en redes a la epidemiologia.
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Abstract. The purpose of this paper is to present the basic concepts of some
epidemiological network models in an accurate, although introductory way.
By taking into account the contact patterns between individuals, these mo-
dels contrast with the SIR model, in which transmission depends only on the
density of individuals in each stage of the disease. We observe that the SIR
model overestimates the maximum of prevalence as compared to the complete
network model, and that epidemics over more homogeneous networks present
higher prevalence. In addition we used simulations to study the effect of the
wave-like spread of infection induced by the reconnections present in a small-
world network model. Finally we mention some applications of network models
in epidemiology.
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1. Introduccion

El uso de modelos matematicos en el estudio de la transmision de las enferme-
dades es un campo floreciente [10, 12, 25]. Mediante estos modelos se estudia la
manera como cambia la cantidad de individuos en cada estadio de una determi-
nada enfermedad en una poblacién particular, razén por la cual se asume que
la poblacién se encuentra dividida en grupos de personas que se encuentran en
el mismo estadio de la enfermedad. Los modelos reciben su nombre con base en
la secuencia de estadios. La divisién més comun es entre individuos susceptibles
(5), infecciosos (I) y removidos (R), aunque en menor frecuencia también se
han usado los grupos de personas con inmunidad pasiva (M) y expuestas (E).
Los modelos més estudiados son el SIR [15], mediante el cual se han modelado
enfermedades que confieren inmunidad de por vida, como el sarampién y la
tos ferina, y el s1s [11], el cual es més apropiado para modelar enfermedades
en las cuales es comun la repeticién de la infeccién, como enfermedades de
transmisién sexual.

El propdsito de este texto es presentar de manera precisa, aunque introduc-
toria, los conceptos bésicos de algunos modelos epidemiolégicos en redes. Estos
son una variacién del modelo SIR, en el cual la dinamica de la transmisién sélo
depende de la densidad de individuos en cada uno de los estadios. En los mode-
los en redes, por el contrario, la dindmica depende de los patrones de contacto
entre individuos.

En la segunda seccién discutiremos brevemente algunas razones que llevan
a ampliar nuestro enfoque mas alld del modelo béasico SIR. Enmarcaremos di-
chas razones en el contexto del uso de modelos matematicos en la ciencia. La
tercera seccién introduce los conceptos basicos de la teoria de grafos, la cual es
la teoria matematica subyacente a las redes. En la cuarta secciéon presentare-
mos brevemente cuatro tipos de redes relevantes en epidemiologia. La quinta
seccién contiene una evaluacion de la suposicién subyacente en los modelos SIR,
comparandolos con las redes completas, en las cuales todos los individuos estan
conectados entre si. En la sexta seccién investigamos el efecto de la topologia
de la red sobre la evolucién de la epidemia. Finalmente, en la séptima seccion,
mencionaremos algunas aplicaciones de los modelos en redes a la epidemiologia.
Hemos incluido en el Apéndice A una breve descripcién de las simulaciones
computacionales usadas a lo largo de este articulo.

2. ;Por qué redes?

Los modelos epidemiolégicos son modelos matematicos. En el presente con-
texto, entendemos un modelo matematico como una coleccién de relaciones
entre variables. Estas 1ltimas son maneras de cuantificar aspectos relevantes
de la realidad, y las relaciones entre ellas pretenden capturar, o bien la dinami-
ca, o bien la estructura del fenémeno de interés. Usualmente, dicha dinami-
ca/estructura presenta retos no triviales para nuestro entendimiento; ya sea
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porque ésta no es directa o facilmente observable, o porque es muy compleja y
resulta dificil recopilar y manipular la multitud de factores involucrados. Los
modelos matematicos vienen al rescate para permitirnos describir, de manera
simplificada, la dindmica/estructura del fenémeno que nos interesa [9].

Un modelo es una simplificacién que nos permite tener una visién perspicua
o inteligible de lo que queremos entender. Esto conlleva a que la modelacién
sea un proceso de equilibrio entre dos fuerzas. Por un lado, la relevancia, la
cual procura incluir en el modelo tantos factores relevantes como sea posible; vy,
por otro, la simplicidad, la cual procura concentrarse en los aspectos principales
que permitan ganar comprensién sobre la tendencia central de la dindmica, o el
esqueleto bésico de la estructura, y no abrumar con detalles que las oscurezcan.
En pocas palabras, la simplicidad procura que los arboles dejen ver el bosque,
ver [24].

Como todo modelo matematico, los modelos epidemiolégicos hacen supo-
siciones que abstraen o distorsionan la realidad. Hay simplificaciones que per-
miten usar una matemdtica mas conveniente, que llamaremos de tipo 1; hay
otras que aunque abstraen sobre aspectos aparentemente relevantes, son tales
que simplifican el modelo, manteniendo un buen ajuste a los datos; a éstas las
llamaremos de tipo 2.! Como ejemplo de cada uno de estos tipos, considere
la modelaciéon del crecimiento de una poblaciéon de bacterias en una caja de
Petri. Una simplificacién de tipo 1 consiste en representar el nimero de bacte-
rias mediante una variable continua (n € R), aunque dicho ndmero en realidad
siempre sea un numero natural. La razon para hacer este tipo de simplificacién
es que las herramientas del calculo diferencial pueden aplicarse para manipular
el modelo y obtener resultados analiticos sobre él. Por otro lado, una simplifi-
cacion de tipo 2 es representar el proceso reproductivo de las bacterias como
simultaneo, abstrayendo sobre los distintos factores que pueden hacer que una
bacteria se demore mas que otra en reproducirse. Esta simplificacién se justifica
a la luz de que el modelo n = P2/" (con P el ndmero inicial de bacterias, r el
tiempo de reproduccién, y t el pardmetro temporal) es un modelo sencillo que
puede ajustarse suficientemente bien a los datos y que proporciona una visién
inteligible del crecimiento de la poblacion de bacterias.

Ahora bien, el modelo SIR nos proporciona una vision perspicua de la propa-
gacion de las enfermedades que confieren inmunidad de por vida. Este modelo
asume que la poblacién se encuentra dividida en tres grupos: (S) los individuos
susceptibles a la enfermedad que se desea estudiar; (1) los individuos infecciosos
que participan en la propagacién de la enfermedad; y (R) los individuos remo-
vidos (tanto porque adquieran inmunidad de por vida o porque fallecieron).
Estos grupos se representan mediante variables continuas; pero, al igual que
en el caso anterior, esta suposicion de tipo 1 nos permite utilizar herramientas
matematicas poderosas para analizar aspectos importantes de la transmision
de la enfermedad, ver [12].

1L as simplificaciones tipo 1 y 2 corresponden a los dos tipos de idealizaciones discutidos por
Colyvan [7]. La simplificacién tipo 1 corresponde a la idealizacién por conveniencia matemé&ti-
ca y la tipo 2 corresponde a la idealizacién close enough for jazz.
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El corazén del modelo SR lo constituyen las relaciones entre las variables,
las cuales representan la dindmica de propagacion de la enfermedad. Se propone
que en cada instante de tiempo una cantidad de individuos susceptibles se con-
tagian, dependiendo de una tasa de infeccién [, volviéndose infecciosos; y una
cantidad de éstos se remueve dependiendo de una tasa -y, para una explicacion
méas detallada, ver Seccién 5. Podemos interpretar la tasa 8 como el produc-
to 8 = c¢ [2], donde ¢ representa el nimero de contactos de cada individuo
por unidad de tiempo, y ¢ representa la probabilidad de transmisiéon dado un
contacto (un pardmetro que depende de la enfermedad). As{ pues, los patrones
de contacto entre individuos se resumen en un factor constante e implicito, a
saber c. En otras palabras, el modelo SIR abstrae sobre la heterogeneidad de
los patrones de contacto de los individuos.?

Ahora bien, los modelos mateméticos no solo se evalian en términos de su
simplicidad; también en términos de su validez.? La validez de un modelo a su
vez puede considerarse desde distintos puntos de vista [6], uno de los cuales es
su fundamentacion tedrica o conceptual.* La inclusién de redes en los modelos
epidemioldgicos va en contra de la simplicidad del modelo, pero favorece su
fundamentacién conceptual, como mostraremos a lo largo de este articulo.

En aras de la simplicidad y parsimonia del modelo, puede resultar jus-
tificado abstraer sobre la heterogeneidad de los patrones de contacto de los
individuos. Esta abstraccién simplifica la matemadtica (tipo 1) y, en muchos
casos, permite un buen ajuste a los datos (tipo 2). No obstante, los avances
en la ciencia y la tecnologia han proporcionado herramientas poderosas y ele-
gantes para representar, cuantificar y medir la heterogeneidad de contactos
entre individuos. Por un lado, la teorfa matematica de los grafos, la ingenieria
y los estudios sociolégicos sobre redes reales (sociales, bioldgicas, tecnolégicas
y de la informacién, etc.), junto con el progresivo avance de los computado-
res, han conducido al desarrollo de herramientas poderosas para cuantificar
y representar redes complejas [13, 18, 19]. Por otro lado, el desarrollo en la
recoleccién, almacenamiento y andlisis de datos ha permitido medir dicha he-
terogeneidad en situaciones reales [2, 18]. En consecuencia, es posible observar
un crecimiento notable de trabajos que explotan el potencial de las redes com-
plejas en el estudio de la transmisién de las enfermedades, ver por ejemplo
[1, 4, 8, 14, 20, 21, 22]|. Algunos aspectos de los patrones de contacto que han
sido estudiados mediante redes son la movilidad de los individuos, la movilidad
de los vectores portadores y los individuos de alto riesgo o «super contagiado-
res», todos ellos relevantes en la transmisiéon de las enfermedades. En la Seccion
7 presentaremos con mas detalle estas aplicaciones.

2En la Seccién 5 discutiremos acerca de la relacién entre esta simplificacién y la suposicién
de que los patrones de contacto son homogéneos para todos los individuos.

3Los modelos matematicos también se evalian en términos de su parsimonia y generalidad,
pero nuestra discusién actual se centra en la tensién entre simplicidad y validez.

40tros puntos de vista para evaluar la validez de un modelo son la calibracién para ajustar
los parametros a los datos; la verificacién de las predicciones obtenidas con base en el modelo
respecto a datos reales; y la comparacién con otros modelos establecidos [6]. En la Seccién 5
adelantaremos una breve evaluacién de este tltimo tipo.
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3. Introduccion a la teoria de grafos, notaciones
y definiciones

En esta seccién presentaremos la teoria de grafos, la cual es la teoria matematica
subyacente a las redes. Ademads, introduciremos la terminologia que vamos a
usar de ahora en adelante. La teoria de grafos empezé en el siglo XVIII cuando
el matematico suizo Leonhard Euler la utilizé para resolver el problema de
los puentes de Konigsberg. Un grafo es un conjunto de elementos, llamados
vértices o nodos, conectados entre ellos por uniones, llamadas aristas o arcos.
Actualmente esta teorfa tiene aplicaciones en campos muy variados, por ejemplo
en ciencias sociales, problemas de transporte, y todo tipo de relaciones entre
individuos, organizaciones o distribuciones de elementos [19]. Es comun llamar
a los grafos con la palabra «redes» en el lenguaje no matematico. En la Figura
3 podemos ver diferentes ejemplos de grafos.
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Figura 1: a) Mapa del Transmilenio en Bogot4 en el 2014, b) Aplicacién en una
red social y ¢) Ejemplo de un grafo pequeno. ¢

STmagenes tomadas de: http://programacionsiemens.com/wp-content/uploads/2014/07 /red-
social.jpg y http://www.colconectada.com/rutas-transmilenio/.
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Hay que saber que no todos los nodos son iguales. Por ejemplo, si estamos
estudiando las redes sociales y asumimos que los nodos representan indivi-
duos, aquellos que son mas populares se representan por nodos que se conectan
con muchos otros; y las personas maés retraidas se representan por nodos con
pocas conexiones. De la misma manera, las aristas pueden ser distintas. Si-
guiendo con el ejemplo anterior, podemos cualificar el tipo de relacion entre
las personas, pueden ser familiares, grandes amigos o escasamente conocidos.
Adicionalmente, las aristas pueden ser unidireccionales o bidireccionales. En el
ejemplo anterior, si el individuo A es familiar de B, es claro que B es familiar
de A. Si en cambio estudiamos la transmisién de una cierta enfermedad, la
arista va a tener una direccién que muestre quién contagié a quién.

Una red puede estudiarse tanto de manera empirica como mediante simula-
ciones. En el primer caso, hay tres técnicas principales para recolectar informa-
cién de una red: rastreo de la infeccion, rastreo de los contactos y seguimiento
diario de los individuos [14]. En el segundo caso, se usan modelos computacio-
nales que permiten representar escenarios de la vida real sin tener que hacer
la red exacta de una situacion. El avance de las computadoras ha permitido
simular redes mas complejas, con millones de nodos, aristas de diferentes tipos
y diversas topologias.

Veamos algunas definiciones que nos van a ser utiles en el momento de
definir las redes que presentaremos:

= Un camino entre los nodos A y B es una secuencia de nodos y aristas que
permite ir del primero al segundo.

» La distancia entre dos nodos es el numero de aristas en el camino mas
corto entre ellos.

= Un grafo conectado es un grafo donde puede encontrarse por lo menos un
camino entre cualquier par de nodos.

= Un nodo es critico si al ser removido del grafo éste deja de ser conectado.

= La vecindad de un nodo A es el conjunto de nodos cuya distancia a A es
uno.

= El grado de un nodo es el nimero de nodos en su vecindad.
= Un nodo altamente conectado es tal que su grado es bastante alto com-
parado con el promedio de los demés nodos del grafo.
4. Diferentes tipos de redes
El objetivo de esta seccion es definir algunas redes y ver sus principales carac-

teristicas. La primera de ellas es la red aleatoria, en la cual cada par de nodos
estd conectado con probabilidad p. Algunas propiedades de este tipo de redes
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son: la distancia entre los nodos es corta, hay presencia de un gran componen-
te conectado. La presencia o ausencia de una arista particular es una variable
aleatoria X con una distribucién de probabilidad (uniforme, exponencial, etc.).
Si por ejemplo, la distribuciéon es uniforme, podemos imaginarnos el caso de
una persona con gripa en un aeropuerto, toda vez que una persona va a tener
la misma probabilidad de contacto con cualquier otro individuo. Ahora, nos
podemos poner en el caso de la publicacién de articulos cientificos: hay pocas
personas que publican muchos articulos anuales y muchas que publican pocos.
En este caso podemos utilizar una distribucion exponencial.

La segunda es la red regular, cuya principal caracteristica es que todos
los nodos tienen el mismo grado k; dicha red se denomina k-regular. Podemos
ver en la Figura 2 cémo representar algunos de estos grafos.

a: 4-regular b: 2-regular

c¢: 3-regular d: 3-regular

Figura 2: Ejemplo de varias redes regulares

Un caso particular es la red completa, en la cual cada par de nodos estan unidos
por una arista, en otras palabras, si hay IV nodos en total, la red completa es
una red (N — 1)-regular (ver Figura 2-d). Una red completa representa, por
ejemplo, el caso en el que todas las personas se conozcan entre ellas. En la
Seccién 5 nos vamos a situar en una red completa para compararla con el modelo
SIR. Algunos ejemplos concretos son: el caso de los alumnos en un internado,
un grupo de militares que estan aislados, un monasterio de clausura, donde
los monjes se conocen entre ellos y no tienen ningtin otro contacto con otras
personas. Otro caso particular de una red regular es la red de reticulo (o de
celosfa), cuya particularidad es que su representacién gréfica estd embebida en
N™. Esto significa que podemos definir una nocién de distancia espacial que no
necesariamente coincide con la distancia previamente definida. La caracteristica
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de un reticulo es que la vecindad de un nodo corresponde a los nodos adyacentes
segun la distancia espacial, como por ejemplo la Figura 2-a.

El tercer tipo de red interesante para nuestros propdsitos es la denominada
mundo pequeno, la cual estd basada en una red de reticulo, pero cada nodo
se reconecta a otro nodo aleatorio o se le anaden aristas con probabilidad
p. Note que si p es pequeno, la red se aproxima a una red regular; y si p es
grande, se aproxima a una red aleatoria. Un ejemplo de esta red es una carcel; si
asumimos que los presos sélo se comunican con las personas de su mismo patio,
los guardias y los visitantes van a ser las conexiones con las personas de otros
patios y del mundo exterior. Una particularidad de esta red es que, a diferencia
de la red de reticulo, un nodo puede conectarse a nodos espacialmente lejanos,
lo cual acorta la distancia entre nodos (tal como fue definida en la Seccién 3).
Podemos ver en la Figura 3 como se representan estos grafos.

Figura 3: Ejemplo de varias redes de mundo pequeno

El dltimo tipo de red que vamos a considerar se llama sin escala [3], la cual
se genera anadiendo nodos a una red que llamamos «red semilla». Cada uno
de los nodos que se anaden se conecta a los existentes con una probabilidad
proporcional al niimero de conexiones que estos tengan,

ki
Zj k;
donde k; es el grado del nodo j. Es decir, si un nodo tiene muchos vecinos,
el nuevo nodo tendrd mayor probabilidad de conectarse con él, a diferencia de

un nodo con pocas conexiones. Este tipo de redes representa muy bien a las
redes sociales, una persona que conoce mucha gente tiene mayor probabilidad de

p:
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conocer mas individuos que la que es més aislada. Usualmente esta construccién
resulta en grafos no conectados.

5. Contraste entre el modelo SIR y su variante
en red completa

Los modelos simples como el SIR asumen una poblacién homogénea, es decir, no
toman en cuenta los patrones de contacto. Esto nos lleva a pensar que una red
completa podria ser equivalente al modelo SIR. A continuacién vamos a evaluar
hasta qué punto estos modelos se asemejan entre si. En el modelo SIR se propone
que en cada instante de tiempo una cantidad de individuos susceptibles () se
contagia, dependiendo de una tasa de infeccién 3, volviéndose infecciosos (I); y
una cantidad de éstos se remueve (R) dependiendo de una tasa «. Esta dindmica
se representa mediante las siguientes ecuaciones:”

St+1) = S(t)—BL2S()
It+1) = 1)+ BHES() —4I(1) (1)

R(t+1) = R(t) +~I(t)

con N = S(t) + I(t) + R(t).

Vamos a comparar, entonces, la soluciéon numérica de las ecuaciones de un
modelo SIR con parametros 8y <y, con los resultados de la simulacién de una
red completa, compuesta por N nodos y M = (N — 1)N/2 aristas. Durante la
simulacién consideramos cada arista compartida por un individuo infectado y
uno susceptible; este ultimo se infecta con una probabilidad que llamaremos
¢. Adicionalmente, en cada paso un individuo infectado puede pasar a ser
removido con probabilidad .

Para poder hacer la comparacién seguimos a Keeling y Eames [14], quienes
sugieren calcular 5 = c¢, en donde ¢ es la probabilidad de contagio una vez se
da un contacto y ¢ es el nimero de contactos promedio por individuo.® Esto
nos dice que si nuestro modelo de red tiene M aristas, tenemos un ntmero
promedio de contactos por individuo ¢ = 2M /N, luego nuestra probabilidad
de contagio es ¢ = SN/2M.

En la Figura 4 se muestra la solucién numérica de las ecuaciones del modelo
SIR con 3 = 0.3, v = 0.1 y una proporcién inicial de infectados Iy/N = 0.3.
Esta soluciéon se compara con el promedio de 300 simulaciones sobre una red
completa de tamano N € {100, 1000, 10000} y los mismos valores de 5y +.

Podemos observar en la Figura 4 que la solucién de las ecuaciones del modelo
SIR sobreestima el méximo de prevalencia —el nimero maximo de infectados

"El modelo SIR original utiliza ecuaciones diferenciales. Preferimos presentar aqui dicho mo-
delo mediante ecuaciones en diferencias, pues son estas tltimas las que usamos para encontrar
su solucién numérica mediante el método de diferencias finitas y las que nos permiten hacer
la transicién a los modelos en redes. Los detalles sobre las simulaciones se encuentran en el
Apéndice A.

8Comparando con Keeling y Eames [14] tenemos que A = 3I/N.
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por la epidemia— comparado con los modelos en redes. También observamos
que no hay diferencia notoria entre los resultados de las simulaciones para la
red de 1000 y la red de 10000 nodos, mientras que la red de 100 nodos muestra
nimeros menores de infectados. Vemos entonces que al aumentar el tamano N
los resultados de la red convergen a valores de infectados que son menores a
los proporcionados por el modelo SIR.

== SIR
N=100

- N=1000

-- N=10000

10 20 30 40 50 60 70 80

Figura 4: Modelo SIR versus promedio de 300 simulaciones sobre una red com-
pleta.

6. Efecto de la topologia de la red

En un modelo en red es de esperar que el grado de conectividad de la red afecte
el desarrollo de la epidemia; a mayor conectividad mayor velocidad de difusion.
Menos claro es el efecto de la topologia de la red —la manera en la que estan
conectados los nodos entre ellos— sobre la evolucién de la epidemia.

Para observar estos efectos comparamos cinco redes del mismo tamano (N =
1024) y mismo grado promedio de conectividad (¢ ~ 4), pero con topologias
diferentes: regular, de reticulo, aleatoria, mundo pequeno con probabilidad de
reconexién de 0.1, mundo pequeno con probabilidad de reconexién de 0.9, una
red sin escala’ y, finalmente, una red exponencial.'® Una breve descripcién de
la generacién computacional de estas redes se presenta en el Apéndice A.

9La red inicial usada para construir la red sin escala consistié en un nimero de nodos alta-
mente conectados y otros con pocas conexiones; de ahi que en la distribucién del grado de
conectividad se observe un méaximo después del decaimiento inicial, ver Figura 5-d.

10E] valor esperado usado en la distribucién exponencial fue 5.3, necesario para que c fuera
aproximadamente igual a 4. Esto se debe a efectos de talla finita.
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En la Figura 5 se muestra el histograma con la distribucién del grado de
conectividad de los nodos para algunas de estas redes.!' Los valores de los
pardmetros utilizados en las simulaciones fueron v = 0.1 y ¢ = 8/c = 0.3/4.
Cada red fue generada diez veces y se promediaron los resultados de treinta
simulaciones sobre cada realizacién particular de la red (para un total de 300
simulaciones).

frecuencia

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24
Cc

0O 2 4 6 8 10 12

0 2 4 6 8 10 12 ’ 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24
Cc c

Figura 5: Distribucién del grado de conectividad para las redes a) aleatoria, b)
mundo pequenio (p =0.9), ¢) sin escala y d) exponencial.

En la Figura 6 se grafica la cantidad relativa de infectados (en escala logaritmi-

11Se omiten los histogramas para la red regular y la de mundo pequeifio con probabilidad 0.1,
dado que son triviales.
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ca) contra el tiempo para cada modelo. Podemos observar que el comportamien-
to de la epidemia en las redes regular, de reticulo y mundo pequefio (p = 0.1)
son muy similares. Las redes de mundo pequeno (p = 0.9) y aleatoria presentan
cada una un maximo de prevalencia ligeramente mayor y un decaimiento més
rapido. Finalmente, las redes exponencial y sin escala presentan los menores
maximos de prevalencia, asi como el decaimiento mucho mas rapido. Esto lti-
mo puede deberse mayormente al hecho de que, como se muestra en la Figura
5, estas dos ultimas topologias presentan un nimero significativo de individuos
desconectados de la red, que no pueden transmitir ni recibir la enfermedad.

-1.5

- - regular

e « reticulo

_2.5l| == mundo pequefio p=0.1
mundo pequeno p=0.9

— aleatoria

- -- exponencial

-3.0 )
— sin escala

0 5 10 15 20 25 30 35 40

Figura 6: Numero de infectados como funcién del tiempo para redes con distinta
topologia.

7. Aplicaciones epidemioldgicas

En este apartado nos enfocaremos en la interpretacién epidemioldgica de dos de
las redes presentadas en la Seccién 4, a saber, el mundo pequeiio y sin escala.
El aspecto principal detrds de la primera es la alta uniformidad en el grado
de los nodos, la cual es alterada por las conexiones aleatorias de un pequeno
nuimero de nodos. Estas conexiones aleatorias han sido usadas para representar
la movilidad de los individuos, asi como algunos vectores de transmision de la
enfermedad. El aspecto principal del segundo tipo de red es la poca uniformi-
dad en el grado de los nodos, propiciando la existencia de individuos altamente
conectados respecto a los deméds. Este tipo de individuo ha sido usado para
representar a los «super contagiadores», los cuales juegan un papel muy impor-
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tante en la dindamica de la transmisiéon de algunas enfermedades, por ejemplo
las de transmision sexual.

Al simular una epidemia mediante una red de mundo pequefio se estd asu-
miendo que gran parte de la infeccién ocurre a nivel local. La red representa
una situacién en la cual la mayoria de los nodos tiene vecinos que se encuen-
tran a corta distancia espacial; pero algunos pocos nodos tendran vecinos muy
alejados espacialmente. Esto significa que la epidemia estaria localizada en una
vecindad y su velocidad de esparcimiento seria lenta. Sin embargo, las conexio-
nes aleatorias de algunos individuos tienen un impacto grande en la dinamica
de la epidemia, dado que dichas conexiones expanden la epidemia a nodos muy
alejados. Una infeccién localizada en nodos muy cercanos espacialmente puede
imaginarse como la caida de una roca en un estanque y la onda inicial que
ella genera; partes alejadas del estanque pueden permanecer en calma durante
largo tiempo mientras la onda llega a perturbarlas [14], ver la Figura 7. Las
conexiones aleatorias serfan nuevas piedras que caen en distintas partes del es-
tanque, las cuales rapidamente logran perturbar hasta las partes mas remotas,
como podemos ver en la Figura 8.

Figura 7: Configuraciones instantdneas en tres momentos de una epidemia en
una red 4-regular de reticulo. El color azul representa los individuos suscepti-
bles, el rojo los infectados y el gris los removidos.

Figura 8: Configuraciones instantédneas en tres momentos de una epidemia en
una red de mundo pequetio (p = 0.1). El color azul representa los individuos
susceptibles, el rojo los infectados y el gris los removidos.
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Las redes de mundo pequenio pueden representar algunos patrones de interac-
cién social, por ejemplo, las redes de colaboracién entre autores cientificos o
las redes de actores que participan en las mismas peliculas [19, 23]. También
parecen describir bien situaciones en las cuales algunos individuos viajan gran-
des distancias en corto tiempo, o en las cuales algunos individuos tienen acceso
a distintas vecindades, como el ejemplo de la carcel descrito en la Seccién 4.
Otra aplicacion ha sido en el estudio de la virulencia de algunas enfermedades.
Boots & Sasaki [5] usaron modelos epidemiolégicos basados en redes de mundo
pequeno para estudiar el modo de transmisién de algunas enfermedades. Por
ejemplo, la malaria o el célera tienen modos de transmisién que no requieren
contacto directo. El mosquito, en el caso de la malaria, o el agua, en el caso
del célera, pueden viajar grandes distancias en corto tiempo por una razén u
otra. Una red de mundo pequeno parece representar bastante bien este aspecto
epidemioldgico que determinaria que una epidemia no pueda contenerse en una
zona aislada.

En una red sin escala las frecuencias de los grados de los nodos usualmente
siguen una distribucién exponencial.'? Si consideramos un grado pequeiio k, ve-
mos que una buena cantidad de nodos tiene grado k. A medida que k aumenta,
la cantidad de nodos que tiene grado k disminuye de manera exponencial. Los
nodos que se encuentran en la cola de la derecha son altamente conectados, ver
Figura 5. Muchas redes sociales parecen tener una distribucién exponencial [2].
En particular, las redes de contactos sexuales tienen esta distribucién [16, 17].
En epidemiologia, los individuos altamente conectados juegan un papel impor-
tante. Tanto porque son los mas propensos a ser contagiados, como porque una
vez contagiados pueden diseminar la enfermedad a muchos otros [11]. Por esta
razon, los nodos altamente conectados representan individuos «super contagia-
dores». La identificacién de estos individuos es muy importante; en particular,
en caso de existir una vacuna, ellos deben hacer parte del objetivo principal de
los planes de vacunacién [11, 20].

En este texto presentamos de manera precisa, aunque introductoria, los
conceptos basicos de algunos modelos epidemiolégicos en redes. Vimos que la
dindmica en estos modelos depende de los patrones de contacto entre indivi-
duos. Investigamos el efecto de la topologia de la red sobre la evolucion de la
epidemia y encontramos los siguientes aspectos interesantes: (i) el modelo SIR
sobrestima el maximo de prevalencia con respecto al modelo de red completa,
que toma en cuenta de manera explicita los contactos; (ii) las redes més ho-
mogéneas en el grado de conectividad (regular, de reticulo y mundo pequeno
(p = 0.1)) presentan una evolucién de la epidemia similar y con mayor prevalen-
cia que las redes mds heterogéneas (sin escala y exponencial); (iii) observamos
mediante simulaciones el efecto onda que tienen las reconexiones en el modelo
de mundo pequeno sobre la dindmica de la epidemia; (iv) mencionamos que

121,a distribucién de una red sin escala depende de la distribucién de la red semilla. En algunos
casos la distribucién de los grados de los nodos claramente no es exponencial, ver Seccién 6.
No obstante, la dindmica de la epidemia en las redes sin escala y exponencial es muy similar,
ver Figura 6.
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las conexiones aleatorias de una red de mundo pequeno han sido usadas para
representar la movilidad de los individuos y los vectores de algunas enferme-
dades, por un lado, y por otro, los individuos altamente conectados de una red
sin escala han sido usados para representar a los «super-contagiadores».

A. Simulaciones computacionales

En este trabajo hemos realizado simulaciones sencillas de la dindmica de las
redes. Los algoritmos han sido implementados en el lenguaje de programacion
Python. A continuacién damos una descripcién general de los mismos. El cédigo
fuente esta disponible previa solicitud a los autores.

A.1. Generacién de las redes

Para generar las redes, en primer lugar se definieron N nodos, etiquetados por
un i{ndice i. Luego se generan enlaces aleatorios entre pares de nodos (i, j) con
cierta probabilidad. En el caso de las redes aleatoria y exponencial la probabi-
lidad de que dos nodos estén conectados se extrae de una distribucién uniforme
(modelo de Erdos-Rényi) o exponencial, respectivamente. En el caso de la red
de reticulo se usé una red cuadrada con condiciones de frontera periddicas en
donde cada nodo esta conectado con sus cuatro vecinos inmediatos. Las redes
de mundo pequeno se generaron partiendo de una red de reticulo y reconectan-
do cada enlace en la red con un nodo aleatorio con probabilidad p. Finalmente,
para generar la red sin escala se gener6 primero una red con Ny < N nodos.
Estos Ny nodos de dividieron en n grupos o clusters dentro de los cuales los
nodos se conectan con una probabilidad pg. Una vez definidos los clusters y sus
conexiones se anaden nuevos nodos a la red siguiendo el modelo de Barabési y
Albert (descrito en la Seccién 4).

A.2. Dinamica de la epidemia

En las simulaciones se utiliz6 un modelo tipo SIR, en donde se definen tres
estados para los individuos: susceptibles (S), infectados (I) y removidos (R).
En cada ciclo de la simulacién se observan secuencialmente cada uno de los
nodos y se obtiene su estado (S, I o R). Si el estado del nodo es I se recorren
uno a uno sus vecinos usando la matriz de adyacencia generada inicialmente
y si el estado de este ultimo es S, se cambia su estado a I con probabilidad
¢. Finalmente, se recorren de nuevo los nodos y cada nodo en estado I pasa a
estado R con probabilidad ~.
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