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Nuestro objetivo en este art́ıculo es señalar la naturaleza intuitiva de ciertos
conceptos geométricos modernos, mostrando a su vez la claridad, las perspecti-
vas y las preguntas que abre la formalización matemática de los mismos. Si bien
hay múltiples textos que introducen cada uno de los conceptos tratados en este
art́ıculo, creemos que nuestro aporte está en que, dado que no estamos escri-
biendo un libro de texto, podemos enfatizar en la naturalidad de los conceptos.
De hecho, a lo largo del texto enfatizamos más en las preguntas intuitivas al-
rededor de los temas, que en las respuestas formales que da la matemática: la
pregunta misma parece muchas veces sugerir su respuesta, aún cuando ésta no
haya sido sometida al escrutinio anaĺıtico o formal. Consideramos que muchos
libros de texto oscurecen esta aproximación y que este art́ıculo corto y más
intuitivo podŕıa ser motivador para estudiantes jóvenes, que a su vez encon-
traŕıan en él una gúıa para acercarse a la literatura espećıfica y más formal, o a
textos intuitivos que tratan los temas de una manera similar a la nuestra. Por
otro lado en este art́ıculo integramos de manera intuitiva temas que muchas
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veces aparecen separados en la literatura, o si bien están integrados, no lo están
al nivel de una primera aproximación a los temas, o no lo están todos a la vez.

El movimiento ha fascinado a la humanidad desde la antigüedad. El desa-
rrollo del cálculo, atribuido básicamente a Leibniz y Newton, permitió una
mejor comprensión de los fenómenos dinámicos. Los sistemas dinámicos, que
entendemos como cualquier objeto de observación sujeto a cambio, son estudia-
dos en casi todas las ramas de la ciencia porque una pregunta fundamental es
cómo cambian las cosas que están siendo observadas. En este texto mostramos
cómo la formalización matemática de los campos de fuerzas, o campos de velo-
cidades, en campos vectoriales está intimamente relacionada con los conceptos
de coordenada, rotacional, divergencia y distribución diferencial que a su vez
son herramientas naturales para entender el cambio y por ende la naturaleza.

El estudio de los conceptos antes mencionados genera preguntas naturales
acerca del movimiento y el espacio y cuya respuesta muestra la mágica inter-
acción entre geometŕıa, análisis, f́ısica e incluso álgebra. Como veremos estos
conceptos son fundamentales en geometŕıa diferencial y análisis y a partir de
ellos podemos empezar a vislumbrar las motivaciones que subyacen a ciertas ra-
mas de la geometŕıa contemporánea como la geometŕıa diferencial, la topoloǵıa
diferencial y el control geométrico.

Durante este art́ıculo haremos lo posible por introducir intuit́ıvamente cada
uno de los conceptos que usemos, sin asumir del lector más que el conocimiento
de un curso básico de análisis vectorial; sin embargo, hacemos un ligero uso de
formas diferenciales en abiertos de IRn (ver [18]) y de algunos resultados de
análisis matemático como el teorema de la función impĺıcita (ver [4]).

Durante el texto introducimos una serie de preguntas intuitivas que con-
sideramos gúıas naturales para cualquier persona que quiera adentrarse en el
estudio de la geometŕıa contemporánea, en el sentido que cada pregunta motiva
la definición de nuevos conceptos o la formulación de un teorema clásico. En
la Sección 1 recordamos los campos vectoriales en abiertos de IRn y a partir
de la interacción natural entre sus flujos motivamos la definición de coordena-
da o carta local en geometŕıa diferencial, la introducción del corchete de Lie
entre campos vectoriales y la definición de variedad diferencial encajada en
IRn; finalmente mostramos la maravillosa conexión entre estos 3 conceptos:
localmente los flujos de una colección de campos vectoriales linealmente inde-
pendientes conforman una colección de coordenadas y por tanto una variedad
diferencial. Para facilitar la intuición, en el caso de 2 campos vectoriales lineal-
mente independientes en IR3, caminar sobre sus flujos da lugar localmente a
una superficie. Intuitivamente esperaŕıamos que el espacio tangente de dicha
superficie coincida con el plano generado por los 2 campos vectoriales. Sin em-
bargo ésto no es aśı y el corchete de Lie nos muestra cómo caminar por los flujos
nos podŕıa arrastrar fuera de dichos planos. Para que los planos tangentes de
la superficie coincidan con el plano generado por los campos vectoriales, es ne-
cesario que sus corchetes de Lie permanezcan en dicho plano como lo afirma el
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teorema de Frobenius que formulamos en la Sección 2. La Sección 3, al igual que
las anteriores, está fuertemente relacionada con la teoŕıa de control geométrico
(ver [1] [21]). En esta sección nos preguntamos qué tan lejos podemos llegar
caminando por flujos asociados a campos vectoriales fijos con anterioridad; en
control geométrico esta pregunta está relacionada con el alcance de un sistema
de control. Por supuesto la respuesta a esta pregunta depende de cuáles son los
caminos que consideramos asociados a una cierta colección de campos vectoria-
les (sistema de control) y tal vez la mejor respuesta a la misma sea el teorema
de Chow-Raschevsky (ver teorema 2). En la Sección 4, dado un abierto U de
IRn nos preguntamos qué campos vectoriales de U provienen de un potencial
(pregunta 6). Antes de dar respuesta a esta pregunta, en la Sección 4.1 intro-
ducimos el rotacional y la divergencia, enfatizando su significado geométrico y
terminamos dando el teorema de Stokes como un teorema que sintetiza los teo-
remas de integración asociados a divergencias y rotacionales. En la Sección 4.2
introducimos la cohomoloǵıa de De Rham que es la herramienta con la que res-
pondemos a cuándo un campo vectorial proviene del gradiente de una función,
respuesta que no depende tanto del campo vectorial suave como de la topoloǵıa
del abierto U , cosas que son precisadas en esta sección.

Para abiertos de IR3 el complejo de De Rham es isomorfo al complejo da-
do por el gradiente, el rotacional y la divergencia. Para generalizar la noción
de rotacional y divergencia a variedades diferenciales, es importante notar que
la definición de los mismos en la Sección 4.1 usa más estructura que la ne-
tamente diferencial. Las variedades diferenciales encajadas en IRn heredan la
topoloǵıa, la estructura diferencial, la métrica riemanniana y la orientación del
mismo IRn, lo que dificulta distinguir el rol que están jugando estas estructu-
ras geométricas en la definición del gradiente, el rotacional y la divergencia en
estas variedades. Es por ésto que en la Sección 5 introducimos variedades abs-
tractas que, desde nuestro punto de vista, permiten una mejor distinción entre
las diferentes estructuras que posee o puede poseer una variedad diferencial:
topológica, diferencial, orientación, riemanniana, simpléctica, de Poisson, etc.
Tal vez una definición de diccionario pequeño podŕıa decir que gran parte de la
geometŕıa moderna estudia la interacción entre las estructuras geométricas de
las variedades diferenciales y a lo largo del art́ıculo hacemos lo posible por ha-
cer expĺıcitas varias estructuras geométricas y diferentes facetas de interacción
entre ellas.

En nuestra última Sección 6 damos algunas perspectivas que podŕıan com-
plementar los temas tratados en el art́ıculo y que sin embargo no son tratadas
en profundidad.
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1. Campos vectoriales, coordenadas y corchete de Lie

Las nociones de punto e instante son fundamentales en el desarrollo de la
formalización del movimiento usando las herramientas del cálculo (ĺımites, deri-
vadas, continuidad). La noción de infinitesimal puede ser considerada el vórtice
a partir del cual se construyeron las ideas de continuidad, derivada y que pa-
reció ser resuelto con la formalización del concepto de ĺımite con epsilons y
deltas. Resulta paradójico que las nociones de punto, instante e infinitesimal
parezcan no tener correspondencia en el mundo f́ısico, pues en principio no es
posible capturar experimentalmente un punto en el espacio o un instante en el
tiempo. Esto sin contar con que el comportamiento de la materia a escalas muy
pequeñas pareciera mostrar otro tipo de geometŕıa del espacio asociada a los
fenómenos cuánticos y que la relatividad de Einstein, asociada al estudio de
distancias muy grandes en el espacio, indica que no puede haber una noción de
espacio o tiempo absolutos. De hecho no existe todav́ıa una teoŕıa que unifique
estas dos teoŕıas f́ısicas: la de lo muy cercano y la de lo muy lejano. En este
art́ıculo no nos adentraremos en este tipo de problemas, sino que asumiremos
la verdad de nuestra intuición inmediata.

Intuitivamente podemos pensar un campo vectorial como una dirección in-
finitesimal para cada punto e instante de tiempo. F́ısicamente esta dirección
infinitesimal podŕıa entenderse como una velocidad instantánea o una fuer-
za que se aplica en ese instante y punto determinados. Una manera de aclarar
geométricamente lo que queremos decir con dirección infinitesimal es introducir
el concepto de espacio tangente.

El espacio tangente de una superficie en un punto es la formalización de la
idea del plano que mejor la aproxima en ese punto. Dada una superficie suave
S en IR3 es posible capturar esta intuición diciendo que el espacio tangente en
un punto p ∈ S es la colección de todos los vectores tangentes d

dt (α)(0) a curvas
suaves α : (−ε, ε) → S que pasan por p en t = 0, es decir tales que α(0) = p. Si
cambiamos la superficie S por un abierto U de IR3, el espacio tangente de IR3

en un punto p ∈ IR3 estaŕıa dado por todo IR3. Esto no es del todo correcto,
geométricamente un punto no es lo mismo que un vector tangente y debemos
distinguir entre estos dos objetos. Por esta razón interpretamos cada vector
tangente como la derivada direccional que genera. Expĺıcitamente, cada curva
suave α : (−ε, ε) → U que pasa por U , genera una derivación en C∞(U) dada
por d

dt (f ◦ α)(0) para f ∈ C∞(U). Usando regla de la cadena es fácil ver que

d

dt
f(α)(0) = α1

∂

∂x1
(f) + α2

∂

∂x2
(f) + α3

∂

∂x3
(f),

donde d
dtα(0) = (α1, α2, α3). Aśı que el espacio tangente TpU es el espacio

vectorial 3–dimensional generado por las derivaciones { ∂
∂x1

, ∂
∂x2

, ∂
∂x3

}. Similar-

mente para un abierto U en IRn, TpU es el espacio n–dimensional generado

por las derivaciones { ∂
∂x1

, · · · , ∂
∂xn

}.
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Definición 1. Sea U un subconjunto abierto de IRn. Un campo vectorial sobre
U es una función X : U → IRn.

Usando lo dicho más arriba, dado un campo vectorial X : U → IRn po-
demos interpretar X(x, t) := (f1(x), · · · , fn(x)) como un elemento del espacio
tangente de Tx IR

n de la siguiente forma X(x) =
∑n

i=1 fi(x)
∂

∂xi
.

Los campos vectoriales han sido herramientas fundamentales para la com-
prensión de las fuerzas electromagnéticas que están presentes en casi todos los
fenómenos de la naturaleza estudiados por la ciencia. Con ellos fue posible me-
jorar nuestra comprensión de la llamada acción a distancia, es decir el hecho
que los fenómenos electromagnéticos o gravitacionales parecieran producirse sin
una mediación material entre ellos (ver [14, caṕıtulo II]). De hecho uno puede
usar electrostática para entender las técnicas de cálculo vectorial como lo hace
el libro [24].

Dado un campo vectorial suave X : U → IRn podemos pensar que si nos
paramos en un punto p0 ∈ U en el instante t = 0, X nos provee de las instruc-
ciones infinitesimales para movernos en cada instante de tiempo t > 0. Más
espećıficamente nuestra intuición nos dice que para todo punto p0 ∈ U existe
una única curva α : (−ε, ε) → U tal que

d

dt
α(t) = X(α(t)) y α(0) = p0. (1)

El teorema de existencia y unicidad de ecuaciones diferenciales ordinarias
nos dice que nuestra intuición es cierta por lo menos localmente. Este teorema
tiene fuertes consecuencias filosóficas pues pareciera estar sugiriendo la idea de
destino, el determinismo en el sentido del esṕıritu de Laplace: si existiera un
esṕıritu capaz de conocer las condiciones iniciales de todo lo que existe, aśı como
conocer el campo vectorial que domina su evolución, tal esṕıritu conoceŕıa todo
el pasado y todo el futuro (ver por ejemplo [14, caṕıtulo VI]).

La existencia y unicidad local de soluciones para el sistema (1) se puede
obtener como consecuencia del teorema de la función de contracción (también
conocido como teorema del punto fijo) para espacios métricos y una referencia
que ilustre el análisis envuelto es por ejemplo [16, IV.1].

Observamos también que un razonamiento ingenuo podŕıa llevarnos a pensar
que las curvas (las soluciones de (1)) están definidas para todo tiempo t ∈ IR.
Sin embargo ésto es falso como puede comprobarse con el siguiente ejemplo
que nos muestra que un campo vectorial puede, en un cierto sentido, sacar la
part́ıcula del espacio en que se le permitiŕıa moverse.

Ejemplo 1. Las curvas integrales del campo vectorial X(x, t) := x2 d
dx en IR

no están definidas para todo tiempo t pues sus soluciones son de la forma
x(t) := −1

t−c . En otras palabras la part́ıcula llega a infinito en tiempo finito.
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Salvo que se diga lo contrario, a partir de ahora los campos vectoriales que
usemos en el art́ıculo serán suaves y completos, es decir tendrán flujos que están
definidos para todo t ∈ IR.

Para introducir algo más de libre albedŕıo, quisiéramos saber qué pasa si en
lugar de tener un sólo campo vectorial sobre un abierto U ⊂ IRn tenemos una
familia finita de campos vectoriales X1, · · · , Xd. Podŕıamos suponer que ésto
significa que una part́ıcula en un punto no tiene sólo una dirección infinitesimal
en la cual moverse, sino varias opciones para elegir. Este tipo de estructura
aparece de manera natural en el modelamiento del movimiento de objetos con
algún tipo de restricción. Por ejemplo, una nave espacial que haya sufrido una
aveŕıa podŕıa ver su libertad de movimiento restringida a moverse a través de
los flujos de ciertos campos vectoriales X1, · · · , Xd.

Los flujos de algunos campos vectoriales están fuertemente relacionados con
coordenadas del espacio. Por ejemplo, los campos vectoriales X1 := ∂

∂x1
y

X2 := ∂
∂x2

definen las coordenadas cartesianas de IR2. Espećıficamente tenemos

que las coordenadas (t, s) definen el punto obtenido como Ψ
(2)
s

(
Ψ

(1)
t ((0, 0))

)
donde Ψ

(i)
t (p) denota el flujo que pasa por p en t = 0 del campo vectorial Xi.

A continuación damos un ejemplo un tanto más geométrico de esta manera de
obtener coordenadas.

Ejemplo 2. Considere los campos vectoriales X1 := ∂
∂θ y X2 := ∂

∂ϕ asociados

a las coordenadas esféricas de IR3. En coordenadas cartesianas X1 y X2 están
dados por

X1(p) := (−r0 sin(ϕ) sin(θ), r0 sin(ϕ) cos(θ), 0)

X2(p) := (r0 cos(ϕ) cos(θ), r0cos(ϕ) sin(θ),−r0 sin(ϕ)).

Estos vectores son vectores tangentes a la esfera S de radio r0 centrada en
(0, 0, 0) en el punto p = (r0 sin(ϕ0) cos(θ0), r0 sin(ϕ0) sin(θ0), r0 cos(ϕ0)). Los
flujos de X1 y X2 definen coordenadas locales Φ : (0, 2π) × (0, 2π) → S de la

esfera S de radio r0 alrededor de p del siguiente modo Φ(ϕ, θ) = Ψ
(2)
θ (Ψ

(1)
ϕ (p))

donde Ψ(1) y Ψ(2) son los flujos asociados a los campos vectoriales X1 y X2.

Si X1 y X2 son dos campos vectoriales linealmente independientes en un
abierto U ⊂ IR3 y p ∈ U es un punto en el abierto, la intuición podŕıa indi-

carnos que la imagen de la función Φ(s, t) := Ψ
(2)
t (Ψ

(1)
s (p)) seŕıa precisamente

una superficie en IR3. Como veremos esta intuición no es del todo correcta.
Dados un abierto U en IRn, X1, · · · , Xk campos vectoriales suaves linealmen-
te independientes definidos sobre el abierto U , y p ∈ U , hemos motivado la
pregunta:
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Pregunta 1. ¿Existe un abierto V ⊂ IRk conteniendo el 0 ∈ IRk tal que

la función Φ : V → U , Φ(t1, · · · , tk) = Ψ
(k)
tk

(Ψ
(k−1)
tk−1

(· · ·Ψ(1)
t1 (p)) es una carta

local?

Por coordenadas o cartas locales queremos decir que Φ es una función suave
tal que:

i) Φ es inyectiva.
ii) Su derivada dΦ(t1,··· ,tk) es inyectiva en todo punto (t1, · · · , tk) ∈ V .

iii) Φ−1 : Φ(V ) → V es una función continua.

Las funciones Φ que satisfacen i), ii) y iii) formalizan matemáticamente,
añadiendo algunos ingredientes técnicos que el lector puede ignorar por el mo-
mento, lo que hacemos con los mapas o cartas en cartograf́ıa: asignamos a una
región del planeta un pedazo de plano al que denominamos mapa, como si a
cada punto del mapa correspondiera un único punto en la región del planeta.
Podemos extrapolar esta noción a dimensiones superiores y pensar que aśı co-
mo las superficies en IR3 son subconjuntos de IR3 a los que en todo punto
podemos dotar de cartas, hay subconjuntos de IRn que también pueden ser
descritos por cartas, conjuntos que seŕıan como superficies sumergidas en IRn.
Esta formalización hace parte de lo que en matemática se denomina geometŕıa
diferencial y admite que hayan cartas de dimensiones superiores. Aśı podŕıamos
entender subconjuntos en IRn que ya no se parecen localmente a una región de
un plano ( IR2) sino a una región de IRk. Tales subconjuntos reciben el nombre
de k–subvariedades diferenciales de IRn (ver [5, Chapter 11]).

Usando estas nociones podemos por ejemplo generalizar la noción de esfera
a más dimensiones. Es posible mostrar que la ecuación

∑n
i=1 x

2
i = r para r > 0

define una subvariedad (n − 1)–dimensional de IRn que de hecho pensamos
como la esfera (n− 1)–dimensional de radio r. Podemos probar ésto usando el
teorema de la función impĺıcita que nos dice que si tenemos una función suave
F : IRn+m → IRn y q ∈ IRn un valor regular de F entonces F−1(q) es una
m–subvariedad diferencial de IRn+m (ver [5, Theorem 11.18]). El teorema de
la función impĺıcita es de hecho una buena herramienta para encontrar muchos
otros ejemplos importantes de variedades diferenciales. En particular, cuando la
función F es polinomial, F−1(q) es también un objeto de estudio de la geometŕıa
algebraica que usa en sus fundamentos muchos conceptos provenientes de la
geometŕıa diferencial (ver [22]).

Dadas M una k–subvariedad diferencial de IRm y N una l–subvariedad
diferencial de IRm, una función f : M → N es suave si para todo punto
p ∈ M existe un abierto U ⊂ IRm y una función f̃ : U → IRn suave tal que
f̃ |U = f . Podemos definir el espacio tangente TqM en un punto q ∈M como la

colección de vectores d
dtα(0) donde α : (−ε, ε) → M , es cualquier curva suave

tal que α(0) = q y, como en el caso de superficies, cada una estas curvas α es
también una derivación. El espacio tangente TqM tiene una estructura natural
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de espacio vectorial. La derivada de f en el punto q ∈M es una transformación
lineal dfq : TqM → Tf(q)N definida por dfq(α

′(0)) = d
dt (f ◦ α)(0) (Figura 1).

�
f(q)

f ◦ α
dfqv

�
q

v
f

α(t)

Figura 1. La derivada de una función.

Es fácil ver que la definición anterior depende tan sólo del vector v = α′(0)
y no de la curva α : (−ε, ε) → M . En particular, para cada carta local dada

Φ : U ⊂ IRk → M , cada coordenada ti determina un campo vectorial en
Φ(U) ⊂ M definido por dΦ(x1,··· ,xk)(

∂
∂ti

) que es el vector tangente a la curva

t �→ Φ(x1, · · · , xi + tei, · · · , xk) en el punto Φ(x1, · · · , xk) en M .

Para responder la pregunta 1, nos concentraremos en el caso de 2 campos
vectoriales, es decir Φ(s, t) := ψ2(ψ1(p, t), s), el caso general se puede tratar
similarmente. Observamos que si ψ : (−ε, ε) × U → M denota el flujo de un
campo vectorial X sobre un abierto U ⊂ IRn, entonces dΨ(0,p) es la matriz de
bloques dada por (Idp Xp) para todo p ∈ U (ver [16, Theorem 1.11]). Tenemos
que,

dΦ(0,0) = dψ2 ·
(

∂
∂tψ1 0
0 1

)
=

(
Idp X2,p

) ·
(
X1,p 0
0 1

)
=

(
X1,p X2,p

)
.

Como los vectores X1,p y X2,p son linealmente independientes, el teorema de
la función impĺıcita (ver [5, Theorem 11.18]) nos garantiza que de hecho Φ
es una carta local de una 2–variedad diferencial alrededor de p. Sin embargo,
en general los campos vectoriales inducidos por las coordenadas t1, · · · , tk no
coinciden con los campos vectoriales X1, · · · , Xk, es decir dΦ( ∂

∂ti
) no es igual

a Xi. De hecho en general el espacio tangente de la subvariedad definida local-
mente alrededor de p a través de Φ no coincide con el generado por los vectores
dΦ( ∂

∂t1
), · · · , dΦ( ∂

∂tk
) como veremos más adelante. Estas consideraciones gene-

ran la siguiente pregunta y motivan la pregunta 3 de la siguiente sección.

Pregunta 2. ¿Bajo qué condiciones la función Φ de la Pregunta 1 satisface
dΦ( ∂

∂ti
) = Xi?

Para responder a la pregunta 2, introduciremos el concepto de corchete de
Lie (ver [3] o [27]). Sean X1 y X2 campos vectoriales en un abierto U de IRn
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y sus flujos Ψ(1) y Ψ(2). Estamos interesados en ver qué pasa si hacemos un

cuadrado con los flujos, es decir queremos estudiar la curva Ψ
(2)
t Ψ

(1)
−tΨ

(2)
t Ψ

(1)
t (p)

(ver Figura 2).

p
� �

Ψ
(1)
t (p)

�
Ψ

(2)
t (Ψ

(1)
t (p))

�
Ψ

(1)
−t (Ψ

(2)
t (Ψ

(1)
t (p)))

�

Ψ
(2)
−t (Ψ

(1)
−t (Ψ

(2)
t (Ψ

(1)
t (p))))

Figura 2. Un rectángulo de flujos no siempre da una curva cerrada.

Podŕıamos pensar que Ψ
(2)
t Ψ

(1)
−tΨ

(2)
t Ψ

(1)
t (p) = p para todo t ∈ IR. Ésto no

pasa en general, ni siquiera localmente, y una obstrucción natural está dada
por el corchete de Lie definido como el siguiente ĺımite:

[X1, X2](p) := ĺım
t→0

Ψ
(2)
t Ψ

(1)
−tΨ

(2)
t Ψ

(1)
t (p)− p

t2
.

Es posible mostrar que la función [X1, X2] : U → IRn es un campo vectorial,
de hecho si X1 :=

∑n
k=1 fk(x)

∂
∂xk

y X2 :=
∑n

l=1 gl(x)
∂

∂xl
entonces

[X1, X2](x) =

n∑
l=1

n∑
k=1

(
fk(x)

∂

∂xk
(gl)(x)

∂

∂xl
− gl(x)

∂

∂xl
(fk)(x)

∂

∂xk

)
,

como puede verse por ejemplo en [21, Proposition 1.1.10]. Aśı que [·, ·] es una
operación en los campos vectoriales. Los campos vectoriales con la operación
[·, ·] satisfacen ciertas propiedades que los constituyen en un álgebra de Lie. Las
álgebras de Lie juegan un rol muy importante en la geometŕıa moderna pues
constituyen versiones infinitesimales de simetŕıa. Existen clasificaciones de las
álgebras de Lie finito dimensionales debidas a Cartan y las álgebras de Lie
infinito dimensionales juegan un rol importante en teoŕıa cuántica de campos.

Sea M ⊂ IRn una k–subvariedad diferencial en IRn y sea ϕ : V ⊂ IRk →M
una carta de M . El espacio tangente TqM al punto q ∈M definido previamen-

te como la colección de vectores d
dtα(0) para alguna curva α : (−ε, ε) → M

coincide con dϕϕ−1(q)( IR
k). Si X1, X2 : V ⊂ IRk → IRk son campos vectoriales

del abierto V ⊂ IRk, la función X̃i(q) := dϕϕ−1(q)(Xi) ∈ TqM escoge un vector
tangente en cada punto q ∈ M y es de hecho un campo vectorial suave de M .
Para los campos vectoriales X̃i : ϕ(V ) → IRn, inducidos por la carta ϕ, existen
campos suaves Yi : W → IRn tales que W es un abierto en IRn conteniendo
ϕ(V ) y Yi|ϕ(V ) = X̃i. Es posible mostrar

[Y1, Y2](q) = [X̃1, X̃2](q) = dϕϕ−1(q)[X1, X2]ϕ−1(q). (2)
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Ahora bien si consideramos los campos vectoriales ∂
∂x1

, · · · , ∂
∂xk

en el abierto

V , tenemos que [ ∂
∂xi

, ∂
∂xj

] = 0. La ecuación (2) nos muestra que para que los

flujos de campos vectoriales de X1, · · · , Xk de un abierto en IRn satisfagan
dΦ( ∂

∂ti
) = Xi debe tenerse [Xi, Xj ] = 0. [19, Proposition 2.1] implica que si

[Xi, Xj ] = 0, entonces dΦ( ∂
∂ti

) = Xi.

Otra interpretación del corchete de Lie es

[X,Y ]p = ĺım
t→0

dΨ−1
(p,t)(YΨ(p,t))− Yp,t

t
,

donde X,Y son campos vectoriales sobre un abierto U ⊂ IRn, Ψ es el flujo
de X y p es un punto en U (ver [27]). En esta interpretación [X,Y ] nos dice
qué tanto deriva Y sobre el flujo de X. Para campos vectoriales asociados a
coordenadas x1, · · · , xk, no hay derivación del campo vectorial ∂

∂xi
con respecto

al flujo de otro campo vectorial ∂
∂xj

.

2. Teorema de Frobenius

Sea U ⊂ IRn un subconjunto abierto y sean X1, · · · , Xk campos vectoriales
suaves de U linealmente independientes. Observe que los campos vectoriales
X1, · · · , Xk generan en cada punto p ∈ U un subespacio vectorial de dimensión
k del espacio tangente TpU .

Pregunta 3. ¿Dado p ∈ U existirá una k–variedad diferencial M en IRn con
p ∈ M cuyo espacio tangente TqM es precisamente < X1|q, · · · , Xk|q >, el
generado por los vectores X1|q, · · · , Xk|q para todo q ∈M?

En realidad la pregunta 3 usa tan sólo el hecho de que los campos vectoriales
X1, · · · , Xk generan en cada punto q en el abierto U un subespacio Dq del

espacio tangente TqU . Ésto motiva la siguiente definición (ver Figura 3).

p1

Dp1

p2

D
p
2

p3

Dp3

p 4

D p 4

Figura 3. La distribución D en los puntos p1, p2, p3 y p4.
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Definición 2. Sea 1 ≤ k ≤ n. Llamamos k–distribución de un abierto U ⊂
IRn a una familia de espacios vectoriales D := {Dq}q∈U donde Dq ⊆ TqU y
dim(Dq) = k para todo q ∈M .

Una k–distribución es entonces una escogencia para cada q ∈ U de un k–
subespacio vectorial Dq de TqU . Una 2–distribución en IR3 seŕıa la escogencia

de un plano Dq que contuviera a q para cada q ∈ IR3. La siguiente definición
formaliza la noción de suavidad para una distribución.

Definición 3. Sea D una k–distribución de un abierto U ⊂ IRn. Decimos que
D es suave si y sólo si para todo p ∈ M existen campos vectoriales suaves
X1, · · · , Xk definidos en un cierto abierto V de U conteniendo a p tales que el
subespacio generado por los vectores tangentes X1|q, · · · , Xk|q es precisamente
Dq para todo q ∈ V .

Si el abierto V = IRn, entonces para toda distribución suave D de V es po-
sible encontrar campos vectoriales X1, · · · , Xk tales que el subespacio generado
por los vectores tangentes X1|q, · · · , Xk|q es precisamente Dq para todo q ∈ V
(ver [21, Proposition 1.1.6.]).

Sea U ⊂ IRn un subconjunto abierto y sea D una k–distribución suave de
U . Ahora podemos hacer una ligera reformulación de la pregunta 3.

Pregunta 4. ¿Dado p ∈ U existirá una k–variedad diferencial M dentro del
abierto U con p ∈M cuyo espacio tangente TqM es precisamente Dq para todo
q ∈M?

La respuesta a esta pregunta está nuevamente relacionada con el corchete
de Lie y es el famoso teorema de Frobenius. En su formulación hacemos uso de
la siguiente definición.

Definición 4. Una k–distribución suave D de un abierto U ⊂ IRn es involu-
tiva si y sólo si para toda pareja de campos vectoriales X1, X2 de U tales que
X1|q, X2|q ∈ Dq para todo q ∈ U se tiene que [X1, X2]|q ∈ Dq.

Teorema 1. (c.f [27, Theorem 1.60] Teorema de Frobenius) Sea U ⊂ IRn un
subconjunto abierto y D una k–distribución suave de U . Para todo p ∈ U existe
una k–variedad diferencial M en IRn con p ∈ M tal que el espacio tangente
TqM es precisamente < Dq > para todo q ∈ M si y sólo si la distribución es
involutiva.

Hemos visto en la sección 1 que caminar por los flujos de campos vectoriales
X1, · · · , Xk linealmente independientes da lugar localmente a una k–variedad
diferencial y que el espacio tangente de ésta puede no coincidir con el genera-
do por los campos vectoriales X1, · · · , Xk. De hecho, el corchete de Lie entre
parejas de los X1, · · · , Xk nos puede mostrar cómo caminar por los flujos para
escapar del generado por X1, · · · , Xk.
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Ejemplo 3. Los campos vectoriales X1 := ∂
∂x1

+ x2
∂

∂x3
y X2 := ∂

∂x2
en IR3

generan una distribución suave no involutiva, es decir no hay una superficie
en IR3 cuyos planos tangentes sean generados por los campos vectoriales X1 y
X2.

3. El alcance en los sistemas de control

Sea U un abierto en IRm y sean X1, · · · , Xk campos vectoriales suaves cuyos
flujos están definidos para todo tiempo t ∈ IR. Nuestro siguiente objetivo es
formalizar matemáticamente la pregunta:

Pregunta 5. ¿Qué tan lejos podemos llegar caminando por los caminos que
nos ofrecen los campos vectoriales X1, · · · , Xk?

Primeramente por un camino podemos entender cierta concatenación de
los flujos Ψ(1), · · · ,Ψ(k) asociados a los campos vectoriales X1, · · · , Xk como
explicamos a continuación. Sean (c0, · · · , cn) ∈ {1, · · · , k}n y (s0, · · · , sn) ∈
[0,∞)n, suponemos que ci 
= ci+1 para todo 0 ≤ i ≤ n − 1. Dado un punto
inicial p0 ∈ U , intuitivamente la (n+1)-tupla (c0, · · · , cn) indica sobre qué flujo
caminará una part́ıcula en cada paso y la (n+1)-tupla (s0, · · · , sn) los tiempos
que caminará sobre el flujo en cada paso. Aśı, en el paso 0 escogeremos el
flujo asociado al campo vectorial Xc0 y caminaremos un tiempo s0, luego en el
punto p1 := Ψ(c0)(p0, s0) continuaremos caminando sobre el flujo Ψ(c1)(p1, s)
un tiempo s1 hasta el punto p2 := Ψ(c2)(p1, s1) y aśı sucesivamente. De este
modo podemos definir un camino

Ψc,s(p0, ·) : [0, s1 + · · ·+ sn] � [0, s0]
⊔
s0,0

· · ·
⊔

sn−1,0

[0, sn] −→ U

definido por

Ψc,s|[0,si](p0, r) = Ψ(ci)(pi, r) para todo r ∈ [0, si],

donde estamos identificando [0, a]
⊔
a,0

[0, b] con el intervalo [0, a+ b] (Figura 4).

�
p0
�

�
�

Xc0
�

�

�

p1

p2
Xc1 �

�

�
p2

Xc2

Figura 4. Camino de configuración (c0, c1, c2) con tiempos (s0, s1, s2).
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Observamos que las parejas (c, s) están definiendo patrones de movimiento
asociados a los campos vectoriales X1, · · · , Xk.

Dados los caminos subindizados por los patrones de movimiento (c, s) y un
punto p0 ∈ U , el alcance de p0 a través de los caminos ϕc,s en el tiempo t
estaŕıa dado por el conjunto⋃

(c,s)

{ϕc,s(p0, t) : 0 ≤ t ≤ s}

donde s = s0 + · · · + sn. Podemos definir similarmente el alcance de un sub-
conjunto A de U . Estos conceptos fueron usados en [9] para dar sentido a
la intuición de un grafo continuo (variedad dirigida) y adaptar la noción de
influencias indirectas de grafos discretos a variedades dirigidas.

Ejemplo 4. Si U := IR3, X1 := ∂
∂x1

, X2 := ∂
∂x2

. El alcance de un punto

(a1, a2, a3) ∈ IR3 está dado por

{(x, y, a3) : x ≥ a1 y y ≥ a2}.
Podemos escoger otras colecciones de caminos asociados a X1, · · · , Xk. Por

ejemplo, los caminos ϕc,s que escogimos previamente teńıan la restricción que
la (n+1)–tupla s estuviera compuesta de elementos positivos. Podemos relajar
esta condición, admitiendo que algunos o todos los si de la (n+1)–tupla s sean
negativos.

Los caminos admitidos por la configuración (c, s) podŕıan resultar muy res-
trictivos. Para una mayor generalidad es posible considerar cualquier camino
α : [0, T ] → U tal que sus velocidades α′(t) están en el plano generado por
los campos vectoriales X1, · · · , Xk. En fórmulas quisiéramos que para todo
t ∈ [0, T ] existieran a1(t), · · · , ak(t) ∈ IR tales que

α′(t) = a1(t)X1(α(t)) + · · ·+ ak(t)Xk(α(t)). (3)

La anterior formulación no es del todo precisa, por ejemplo no hemos dicho
nada acerca de la regularidad que pedimos a α o qué condiciones pedimos a las
funciones a1(t), · · · , ak(t). La precisión o formalización que bosquejamos a con-
tinuación necesitaŕıa que nos adentráramos aún más en el análisis matemático,
ya que usa herramientas de teoŕıa de la medida y análisis funcional que se es-
capan a esta primera introducción a los temas. En todo caso consideramos que
el bosquejo de estas ideas puede ayudar a que se empiece a intuir cómo se usan
las herramientas del análisis matemático en este contexto.

Consideraremos caminos α : [0, T ] → U que satisfacen la ecuación (3) pa-

ra a ∈ L2([0, T ], IRk). A continuación describiremos el espacio de funciones

L2([0, T ], IRk). Este espacio es obtenido al completar C∞
c (U, IRk), el conjunto

de todas las funciones suaves de U a IRk con soporte compacto. Por completar
entendemos un procedimiento similar al que se hace con los números raciona-
les para obtener los reales. Más precisamente tomamos todas las sucesiones de
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Cauchy y les asignamos un punto al cual convergen. Para definir sucesión de
Cauchy necesitamos por supuesto una métrica, en el caso de L2([0, T ], IRk) esta
métrica está dada por la norma ||f ||2 :=

∫
U
|f |2(x)dx que como se puede ver

está bien definida para f ∈ C∞
c (U, IRk). Siendo más formales L2([0, T ], IRk)

no es un espacio de funciones, sino un espacio construido a través de ĺımites de
funciones. También podŕıa decirse que es un espacio de funciones medibles que
se consideran iguales si coinciden salvo posiblemente en un conjunto de medida
cero. Para aprender más sobre este tipo de construcciones y su importancia en
la solución de ecuaciones diferenciales de la f́ısica matemática véase [11] y [20].

Dada una función a ∈ L2([0, T ], IRk) quisiéramos asegurar que siempre existe
una función α satisfaciendo la ecuación (3). Si bien no podemos afirmar ésto

para toda a ∈ L2([0, T ], IRk), śı podemos decir que para todo x ∈ U existe

un abierto Ux,T en L2([0, T ], IRk) tal que para toda función a ∈ Ux,T existe
un único camino α : [0, T ] → U que satisface (3) y tal que αa(0) = x (ver
[21, Proposition 1.2.2]). Es posible tomar el abierto Ux,T de modo que haya
una correspondencia biuńıvoca entre los caminos absolutamente continuos con
α(0) = x, cuya derivada es tangente a la distribución generada por los campos

vectoriales X1, · · · , Xk y tales
∫ T

0
|α′(t)|dt < ∞ y los caminos obtenidos como

solución de (3) para alguna a ∈ L2([0, T ], IRk) (ver [21]Section 1.2). Estos
últimos caminos reciben el nombre de caminos horizontales.

El alcance de los caminos horizontales comenzando en un punto x ∈ U ,
está relacionado con la función punto final E : Ux,T → U definida por E(a) :=
αa(T ) donde αa es el camino satisfaciendo (3) y α(0) = x. Es posible demostrar
que la imagen de E es abierta siempre que la distribución asociada a los campos
vectoriales X1, · · · , Xk es no involutiva (ver [21, Proposition 1.4.1]). De este
hecho se puede deducir el siguiente teorema.

Teorema 2. (c.f [21, Theorem 1.4.] Teorema de Chow-Rashevsky) Si los cam-
pos vectoriales X1, · · · , Xk definidos sobre el abierto U en IRn generan una
distribución no involutiva y el abierto U ⊂ IRn es conexo, entonces para todo
T > 0 y para todo x, y ∈ U existe a ∈ Ux tal que E(a) = αa(T ) = y.

El teorema no sólo nos dice que es posible llegar de un punto a otro del
abierto U a través de caminos horizontales, sino que dados x, y ∈ U y un tiempo
T > 0 podemos encontrar caminos horizontales asociados a la distribución del
ejemplo 3 que los unan en exactamente dicho tiempo T > 0.

4. Campos vectoriales y potenciales

Una herramienta para entender campos vectoriales en IRn son las integrales
de ĺınea. Si interpretamos el campo vectorial X como un campo de velocidades,
intuitivamente una integral de ĺınea sobre una curva dada α : (a, b) → IRn

nos dice qué tanto de las velocidades dadas por el campo vectorial es usado al
recorrer la curva parametrizada α. Si interpretamos el campo vectorial X como
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un campo de fuerzas, la integral de ĺınea sobre α nos da el trabajo ejercido por
la trayectoria α, que nos diŕıa qué tanto de la fuerza ayudó o se opuso a recorrer
la curva parametrizada α. Matemáticamente una integral de ĺınea del campo
vectorial X sobre la curva suave α : [a, b] → IRn está dada por la integral∫ b

a
〈α′(t), Xα(t)〉dt. En f́ısica juegan un rol importante los campos vectoriales

que son gradientes de alguna función a la que se le llama potencial.

Ejemplo 5. El campo gravitacional asociado a una densidad de masa dada por
una función ρ : IR3 → [0,∞) está dado por menos el gradiente del potencial
− ∫

IR3
G

|x−r|ρ(x)dx, donde G es la constante gravitacional. En electrostática

el campo eléctrico asociado a una cierta distribución de carga ρ : IR3 → IR

está dado por el gradiente del potencial Φ(r) :=
∫
IR3

ρ(r′)
|r−r′|

dr
4πε0

.

Parte de la importancia de los campos vectorialesX que satisfacen∇(f) = X
para alguna función f : U ⊂ IRn → IR está dada porque sus integrales de ĺınea
no dependen de los caminos sobre los que se integran sino tan sólo dependen
de sus puntos iniciales y finales, como se puede ver de la siguiente aplicación
de la regla de la cadena:∫ b

a

〈α′(t), Xα(t)〉dt =
∫ b

a

d

dt
f(α(t))dt = f(α(b))− f(α(a)).

Como consecuencia de estas consideraciones el trabajo del campo gravitacional
o el campo eléctrico del ejemplo 5 no depende de la trayectoria sino tan sólo
de evaluar sus puntos iniciales y finales en sus respectivos potenciales.

Pregunta 6. ¿Dado un abierto U ⊂ IRn y un campo vectorial X : U → IRn

existe una función potencial, es decir existe f : U → IR tal que ∇(f)(x) = Xx

para todo x ∈ U?

Asombrosamente la respuesta a la pregunta anterior no depende del campo
vectorial X sino de la topoloǵıa del abierto U de IRn y antes de decir algo más
acerca de ésto en la siguiente sección recordaremos brevemente el rotacional y
la divergencia, funciones naturales de los campos vectoriales.

4.1. Rotacional y divergencia. El rotacional de un campo vectorial como
su nombre lo indica mide en promedio qué tanto rotaŕıa infinitesimalmente
una part́ıcula debido al campo vectorial. Por su parte la divergencia mide en
promedio qué tanto del flujo escapa de una región que se hace cada vez más
pequeña.

Sea γ(t) := (x, y) + r(cos( tr ), sin(
t
r )) una parametrización por longitud de

arco de la circunferencia centrada en (x, y) y de radio r. Sea X : U → IR2

un campo vectorial suave en un abierto U de IR2, tenemos que el rotacional
rot(X) está definido por

rot(X)(x, y) := ĺım
r→0+

1

πr2

∫ 2πr

0

〈γ′(t), Xγ(t)〉dt.
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Observamos que el producto interno 〈γ′(t), Xγ(t)〉 mide la proyección del vector
Xγ(t) en la dirección γ′(t), aśı que la integral de esta cantidad nos dice qué tanto
del campo vectorial X gira con la circuferencia γ en razón del área encerrada
por la circunferencia γ. El signo de rot(X) está relacionado con la orientación
de la curva γ. Un buen ejercicio es probar que si X := a1(x, y)

∂
∂x + a2(x, y)

∂
∂y

entonces

rot(X)(x) :=
∂

∂y
a1(x, y)− ∂

∂x
a2(x, y).

En realidad, usando el teorema de diferenciación de Lebesgue (ver [11, Theorem
3.21]), es posible considerar familias de curvas cerradas γ(t, r) : [ar, br] → U
más generales en cuyo interior esté el punto (x, y) y tales que el área Ar que
encierran tienda a 0 cuando r tiende a 0, y satisfagan

rot(X)(x, y) = ĺım
r→0+

1

|Ar|
∫ br

ar

〈γ′(t), Xγ(t)〉dt.

Es importante notar que en la definición del rotacional tan sólo usamos la
orientación del plano IR2 (expresada en la orientación de las curvas γ) y el
producto interno de IR2.

Sea U ⊂ IR3 un abierto y sea X un campo vectorial en U . Sea (x, y, z) ∈
IR3 que pensaremos como un punto fijo. Dado un vector unitario n ∈ IR3, el
campo vectorial X genera un campo vectorial X̃ sobre el plano Π que pasa por
(x, y, z) y tiene vector normal n. Podemos dotar a Π de la orientación, entendida
como una clase de equivalencia de las bases, que junto con el vector normal n
conforma una base compatible con la base canónica de IR3. Como el plano
Π hereda un producto interno de IR3, el rotacional de X̃ está bien definido.
El rotacional de este campo vectorial sobre el plano ortogonal a X está dado
por el producto punto rot(X)(x, y, z) · n. De este modo podemos interpretar
rot(X)(x, y, z) como un vector en IR3 cuya dirección es una normal al plano Π

en donde el campo vectorial X̃ (la proyección de X) tiene un rotacional máximo

y su magnitud es precisamente la magnitud del rotacional de este X̃. Más aún
el vector rot(X)(x, y, z) codifica todos los rotacionales posibles de los planos
que contienen al punto (x, y, z) que podemos rescatar haciendo el producto
punto de rot(X)(x, y, z) por la normal del plano (orientado) en cuestión. Como
sabemos de nuestros cursos de cálculo vectorial dicho vector se puede calcular
como

rot(X) = ∇×X =

∣∣∣∣∣∣
i j k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

F1 F2 F2

∣∣∣∣∣∣
donde X(x, y, z) = F1(x, y, z)

∂
∂x + F2(x, y, z)

∂
∂y + F3(x, y, z)

∂
∂z .

La divergencia de un campo vectorial X en un abierto U ⊂ IR2 está dada
por

div(X)(x, y) := ĺım
r→0+

1

πr2

∫ 2πr

0

〈nγ(t), Xγ(t)〉dt
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donde γ es la parametrización por longitud de arco de la circunferencia centrada
en (x, y) de radio r y nγ(t) es la normal a dicha circuferencia en el punto γ(t).

Es un buen ejercicio probar que si X = a1(x, y)
∂
∂x + a2(x, y)

∂
∂y

div(X)(x, y) =
∂

∂x
a1(x, y) +

∂

∂y
a2(x, y).

Similarmente si X es un campo vectorial en un abierto U ⊂ IR3,

div(X)(x, y, z) := ĺım
r→0+

1

V ol(Br(x, y, z))

∫
Sr(x,y,z)

〈n,X〉dA (4)

donde Br(x, y, z) es la bola cerrada de radio r centrada en (x, y, z), Sr(x, y, z) su
frontera (la esfera de radio r) y dA la forma de área de Sr(x, y, z). Si X(x,y,z) =∑3

i=1 ai(x, y, z)
∂

∂xi
, entonces

div(X)(x, y, z) =

3∑
i=1

∂

∂xi
ai(x, y, z).

La divergencia y el rotacional tienen los siguientes teoremas de integración
que generalizan el teorema fundamental del cálculo. Sea C una curva suave,
cerrada, simple y positivamente orientada en IR2 y sea Ω la región encerrada
por C. Si X un campo vectorial suave definido sobre Ω, el teorema de Green
nos dice ∫

Ω

rot(X)dxdy =

∮
C

X(s)ds.

Hablando de manera un tanto informal, la integral de los rotacionales infini-
tesimales del campo vectorial X en la región Ω es igual al rotacional total de
X en la curva cerrada C que encierra dicha región. Similarmente tenemos una
versión del teorema de la divergencia en IR2 dada por∫

Ω

div(X)dxdy =

∫
C

X(s) · n(s)ds

donde n(s) es el vector normal a la curva s que apunta hacia afuera de la
región Ω. Nuevamente tenemos que la integral de la cantidad de flujo de X que
está escapando infinitesimalmente en la región Ω es igual a la cantidad de flujo
de X que escapa en la curva cerrada C.

Si V es un abierto de IR3 encerrado por una superficie compacta suave
S entonces el teorema de la divergencia, también conocido como teorema de
Gauss, nos garantiza que∫

V

div(X)dxdydz =

∫
S

X(w) · n(w)dA(w)

donde dA denota el diferencial de área de la superficie S y n(w) el vector
normal apuntando hacia fuera del volumen V . Similarmente si S ⊂ IR3 es una
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superfice con frontera ∂S, una curva suave,∫
S

rot(X)dA =

∮
∂S

X(s)ds,

donde hemos dejado de lado algunos tecnicismos importantes respecto a las
orientaciones de S y ∂S, sin embargo básicamente la ecuación anterior quiere
decir que la integración de los rotacionales infinitesimales del campo vectorial
X sobre una superficie S son iguales a la cantidad que rota X sobre la curva
frontera ∂S.

El lenguaje de formas diferenciales, del cual damos un rápido resumen en
el Apéndice A, nos permite ver todos los teoremas de integración anteriores
como un caso particular de un sólo teorema, el teorema de Stokes. A continua-
ción damos una versión rápida de los ingredientes del enunciado del teorema
de Stokes. Sea M una variedad diferencial de dimensión n con frontera que
sin formalizar demasiado es una variedad diferencial cuyas cartas tienen como
dominio subconjuntos de IRn

+ := {(x1, · · · , xn : xn ≥ 0)} (ver [5, Chapter 11]).
En la figura 4 se bosqueja una variedad de dimensión 2 con frontera.

Figura 4. Una superfice con frontera.

Una k-forma diferencial ω(p) es una función multilineal alternante de
TpM × · · · × TpM → IR para todo p ∈ M . Existe un operador diferencial
d llamado derivada exterior que env́ıa k–formas diferenciales en (k+1)–formas
diferenciales. Es posible integrar n–formas diferenciales de n–variedades dife-
renciales. Si ω es una (n − 1)–forma de M , la siguiente igualdad es conocida
como el teorema de Stokes ∫

M

dω =

∫
∂M

ω

donde ∂M , la frontera deM , es una (n−1)–variedad diferencial. En el Apéndi-
ce A explicamos un poco más cuidadosamente los ingredientes del teorema de
Stokes.

4.2. Cohomoloǵıa de De Rham. Para responder la pregunta 6 empeza-
mos por observar que si un campo vectorial X de un abierto U ⊂ IR2 es el
gradiente de una función f : U → IR entonces rot(f) = 0. Ésto se tiene pues

en el caso que f es suave ∂2

∂x1∂x2
f = ∂2

∂x2∂x1
f . Aśı que todo campo X = ∇(f)

tiene rotacional 0 y hemos encontrado una condición necesaria para dar una
respuesta afirmativa a la pregunta 6.
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Si denotamos por Ker(rot) la colección de campos suaves X : U → IR2 tales
que rot(X) = 0, es fácil ver que Ker(rot) es un espacio vectorial. Denotaremos
Im(∇) a la colección de todos los campos vectoriales X tales que existe una
función potencial f : U → IR, es decir tal que ∇f = X. Una reformulación
natural de la pregunta 6 es:

Pregunta 7. ¿Es Ker(rot)
Im(∇) 
= 0 para un abierto U ⊂ IR2?

En la pregunta 7 asumimos que el lector está familiarizado con el cociente
de un espacio vectorial V por un subespacio W ⊆ V . Además denotaremos

H1(U) := Ker(rot)
Im(∇) . Si H1(U) = 0, entonces todo campo vectorial X de U con

rotacional 0, es igual a ∇(f) para alguna f : U → IR.

El espacio vectorial H1(U) resulta ser un invariante topológico en el sentido
que si U y V son abiertos de IR2 los cuales se pueden deformar el uno en el otro
de manera continua y sin rompimientos, entonces H1(U) = H1(V ). Es en este
sentido que la respuesta a la pregunta 6 depende de la topoloǵıa del abierto U
en cuestión.

Para formalizar la noción de dos abiertos deformables sin rompimientos,
introducimos el concepto de homotoṕıa entre funciones. Sea f : U → V y
g : U → V decimos que f es homotópica a g si existe F : U × [0, 1] → V
continua tal que F (u, 0) = f(u) y F (u, 1) = g(u). Decimos que el abierto U
es homotópico al abierto V si existen f : U → V y g : V → U tales que
f ◦ g es homotópica a idV y g ◦ f es homotópica a idU . La noción de abiertos
homotópicos es una relación de equivalencia que formaliza la noción de dos
abiertos deformables sin rompimientos.

Para responder a la pregunta 7, podemos observar que si U := IR2 −
{p1, · · · , pn} es el abierto obtenido de restar a IR2 n–puntos, entonces H1(U) ∼=
IRn. El lector interesado puede consultar técnicas para calcular la cohomoloǵıa
de De Rham en abiertos de IRn y variedades en [18].

En el caso que U es un abierto de IR3, si tenemos un campo vectorial suave
X : U → IR3 tal que ∇(f) = X para alguna f : U → IR suave, entonces

rot∇(f) = 0 y nuevamente podemos definir H1(U) := Ker(rot)
Im(∇) . Es posible

mostrar que si un campo vectorial X es el rotacional de otro Y , entonces

div(X) = 0 en otras palabras div◦rot = 0 y podemos definir H2(U) := Ker(div)
Im(rot) .

Tenemos que H1(U) y H2(U) son invariantes homotópicos en el mismo sentido
que H1(U) en el caso bidimensional. Además de H1(U) y H2(U) podemos
definir H0(U) := Ker(∇) (lo que también aplica en el caso bidimensional) que
también es un invariante homotópico cuya dimensión como espacio vectorial
cuenta el número de componentes conexas del abierto U . Observamos además
que H2(U) nos dice cuándo un campo vectorial es el rotacional de otro campo
vectorial.
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Pregunta 8. ¿Es posible generalizar las nociones de rotacional y divergencia
a dimensiones mayores que 3?

La respuesta que daremos a continuación usa nuevamente el lenguaje de
formas diferenciales (ver Ápendice A) que usamos al generalizar los teoremas
de integración (mencionados al final de la Sección 4.1) en el teorema de Stokes.

Denotemos por Ωk(U) todas las k–formas suaves del abierto U para k ≥ 1
y Ω0(U) := C∞(U). En el Apéndice A definimos el operador derivada exterior
d(k) : Ωk(U) → Ωk+1(U). En el caso que U es un abierto de IR2, el operador
d(1) : Ω0(U) → Ω1(U) es isomorfo al gradiente ∇ : Ω0(U) → Γ(TU) donde
Γ(TU) denota todos los campos vectoriales de U . Observe que los elementos
de Γ(TU) son funciones X : U → TU tales que Xx ∈ TxU , mientras que los
elementos de Ω1(U) son funciones ω : U → T ∗U tales que ωx ∈ T ∗

xU donde
T ∗
xU es el dual del espacio vectorial TxU , es decir la colección de funciones

lineales α : TxU → IR. Los espacios vectoriales TxU y T ∗
xU son isomorfos via

un isomorfismo inducido por el producto bilineal de IR2 que a su vez induce un
isomorfismo entre d(1) y ∇, en el sentido que el siguiente diagrama conmuta:

C∞(U)
d−−−−→ Ω1(U)⏐⏐�id

⏐⏐�i#

C∞(U)
∇−−−−→ Γ(TU)

donde Γ(TU) denota la colección de todos los campos vectoriales suaves. Dado
un espacio vectorial V con producto interno 〈·, ·〉, el isomorfismo ib : V → V ∗

definido por ib(v) := 〈·, v〉 es inverso al isomorfismo i# que induce el isomorfis-
mo i# : Ω1(U) → Γ(TU) que usamos en el diagrama. Espećıficamente en nues-
tro caso∇(f) = i#◦d(f) es el campo vectorialXf tal que df(Y ) = 〈Xf , Y 〉 para
todo campo vectorial Y de U . ib e i# se conocen como isomorfismos musicales.

La forma dx1 ∧ dx2, conocida como forma volumen, es un generador del
espacio 1–dimensional Λ2TxU para todo x ∈ U . Este hecho nos da un isomor-
fismo i : Ω2(U) → C∞(U) del cual deducimos que div y d(1) son isomorfas en
el sentido que el siguiente diagrama conmuta:

Ω1(U)
d(1)

−−−−→ Ω2(U)⏐⏐�id

⏐⏐�i

Γ(TU)
div−−−−→ C∞(U)

Cuando U es un abierto de IR3, tenemos el siguiente diagrama conmutativo:
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0 −−−−→ C∞(U)
d−−−−→ Ω1(U)

d(1)

−−−−→ Ω2(U)
d(2)

−−−−→ Ω3(U) −−−−→ 0⏐⏐�id

⏐⏐�i#

⏐⏐�j

⏐⏐�i

0 −−−−→ C∞(U)
∇−−−−→ Γ(TU)

rot−−−−→ Γ(TU)
div−−−−→ C∞(U) −−−−→ 0

donde los isomorfismos verticales i# e i se generalizan fácilmente del caso
2–dimensional y debemos decir algo acerca del isomorfismo j entre Ω2(U) y
Γ(TU). El producto interno 〈·, ·〉 de IR3 y el producto cruz × entre vectores
definen el isomorfismo j̃ : IR3 → Λ2 IR3 como j̃(v)(w1, w2) := 〈w1 ×w2, n〉, cu-
yo inverso denotaremos por j, que induce el isomorfismo j : Ω2(U) → Γ(TU).
Aśı que, dada una 1–forma ω, su derivada exterior dω puede entenderse como
el rotacional del campo vectorial Xω := i#(ω) en el sentido que el vector j(dω)
es el vector Ydω tal que j(dω)(Z1, Z2) = 〈Z1 × Z2, Ydω〉 para toda pareja de
campos vectoriales Z1 y Z2, y se tiene rot(Xω) = Ydω.

Es posible mostrar que el operador derivada exterior definido sobre formas
de un abierto U ⊂ IRn satisface d2 := d(k+1)d(k) = 0, lo que implica que la
cadena de homomorfismos

0 → Ω0(U) → · · · → Ωk(U)
d(k)

−→ Ωk+1(U)
d(k+1)

−→ · · · d
(n−1)

−→ Ωn(U) → 0

es un complejo de cadenas (ver [18]). Este tipo de complejos son el objeto de
estudio del álgebra homológica. En particular a cualquier complejo de cadenas
podemos asociarle una homoloǵıa, que en nuestro caso está dada por Hk(U) :=
Ker(d(k))
Im(d(k))

y se conoce como la cohomoloǵıa de De Rham que también resulta ser

un invariante homotópico dentro de la categoŕıa de abiertos de IRn.

Para U abierto en IRn, las 1–formas Ω1(U) siguen siendo isomorfas a los
campos vectoriales Γ(TU) a través del isomorfismo i#, y el gradiente de una
función f satisface ∇(f) = i#(df). El complejo de cadenas de las formas dife-
renciales del abierto U resuelve la pregunta 8 en cuanto nos dice, al nivel de las
formas diferenciales, quiénes debeŕıan ser los operadores diferenciales que ge-
neralizaŕıan o remplazaŕıan al rotacional y la divergencia. Sin embargo, cabŕıa
señalar que esta respuesta no hace patente de manera directa la interpretación
geométrica que tienen el rotacional y la divergencia en IR2 y IR3 y que subyace
a las mismas definiciones de estos operadores dadas en la sección 4.1.

A continuación rescatamos un poco de la interpretación geométrica del ro-
tacional en abiertos U ⊂ IRn para n ≥ 3. Si U es un abierto en IR3, dado
un campo vectorial de U y un punto p ∈ U , sobre cada plano orientado Π
de IR3 conteniendo al punto p, proyectábamos el campo vectorial X sobre Π
obteniendo un campo vectorial X̃ sobre el plano Π. Entonces pod́ıamos cal-
cular el rotacional de X̃ en p y teniamos la igualdad rot(X̃) = 〈n, rot(X)p〉.
Donde observamos que el término de la izquierda es un número porque X̃ es
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un campo vectorial de un plano. Esta última igualdad nos sirve de motivación
para extender la noción de rotacional a dimensiones mayores que 3.

Considere a U un abierto de IRn para n ≥ 3 y X un campo vectorial en U .
Sean p ∈ U y Π un plano orientado en IRn conteniendo a p. Recordamos que
por un plano en IRn entendemos la colección de puntos q ∈ IRn que podemos
obtener como q = p + tu + sv donde u y v son vectores fijos en IRn y t y
s son parámetros reales. Podemos proceder como en el caso 3 dimensional y
proyectar el campo vectorial X sobre Π obteniendo un campo vectorial X̃. En
la sección 4.1 vimos que para definir el rotacional de campos vectoriales sobre
abiertos en IR2 sólo se usa el producto interno y la orientación, como Π tiene
un producto interno y orientación, entonces podemos calcular rot(X̃). Aśı que
el rotacional debeŕıa ser una función que a un plano orientado Π le asigna el
número rot(X̃). Observamos que si w1 y w2 vectores en Π conforman una base
ortonormal del plano Π y denotamos ∂

∂y1
y ∂

∂y2
sus derivadas direccionales en

cada punto, entonces

X̃ = 〈X, ∂

∂y1
〉 ∂

∂y1
+〈X, ∂

∂y2
〉 ∂

∂y2
y rot(X̃) =

∂

∂y1
〈X, ∂

∂y2
〉− ∂

∂y2
〈X, ∂

∂y1
〉.

Motivados por este razonamiento, podemos pensar el rotacional del campo
vectorial X como la 2–forma diferencial definida por

rot(X)(Y1, Y2) = 〈Y2(X), Y1〉 − 〈Y1(X), Y2〉.
Observamos que en el caso que Y1 = ∂

∂y1
y Y2 = ∂

∂y2
son las derivadas direccio-

nales de una base ortonormal de un plano orientado Π, se tiene que

rot(X)(Y1, Y2) = rot(X̃).

La siguiente pregunta que podŕıamos hacer es

Pregunta 9. ¿Es posible extender las nociones de gradiente, rotacional y di-
vergencia a variedades diferenciales?

Las formas diferenciales y el complejo de De Rham se pueden definir de
manera natural en variedades diferenciales y el complejo de De Rham continúa
siendo un invariante homotópico en la categoŕıa de las variedades diferenciales
(ver [18]). Sin embargo si se quiere mantener una cierta interpretación geométri-
ca para el gradiente, el rotacional y la divergencia es necesario distinguir entre
las diferentes estructuras que entran en juego en su definición. En nuestra opi-
nión esta distinción es más clara sobre las variedades diferenciales abstractas
que introducimos a continuación y sobre las cuales posteriormente aproxima-
remos una respuesta a la pregunta 9.

5. Variedades diferenciales abstractas

Las variedades diferenciales que definimos en la sección 1 eran subconjuntos
de IRn a los cuales pod́ıamos asociar cartas para su descripción. En esta sección
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vamos a abstraer aún más la noción de variedad y de carta, permitiendo que las
variedades diferenciales sean ahora conjuntos arbitrarios M a los que podamos
cubrir con cartas.

Queremos que para todo punto p en el conjunto M exista un abierto U ⊂
IRk y una función inyectiva φ : U → M y que podemos pensar como una
carta de dimensión k del mundo que representa el conjunto M . Cada punto
x ∈ U describiŕıa un punto φp(x) en el mundoM . Para poder tener una noción
de diferenciabilidad exigimos la siguiente noción de compatibilidad entre dos
cartas φ1 : U1 → M y φ2 : U2 → M tales que W := φ1(U1) ∩ φ2(U2) 
=
∅. Primero pedimos que φ−1

i (W ) sea un abierto de IRk para i = 1, 2 y que

φ−1
1 ◦ φ2 : φ−1

2 (W ) →W y φ−1
2 ◦ φ1 : φ−1

1 (W ) →W sean funciones suaves (ver
Figura 5).

φ−1
2 ◦ φ1

φ1 φ2

U1 U2

M

Figura 5. Compatibilidad de las cartas en una variedad abstracta.

Una colección de cartas {φi : Ui ⊂ IRk → M}i∈I , donde I es un conjunto
contable de ı́ndices, que satisfagan las condiciones de compatibilidad y tales
que

⋃
Ui = M se denomina atlas. Un conjunto con un atlas es una variedad

diferencial de dimensión k.

Un atlas sobre M induce una estructura topológica sobre M (ver [10]). Las
estructuras topológicas provienen de abstraer lo que necesitamos para extrapo-
lar la noción de continuidad en un conjunto. Ésto es la noción de abierto pues
una función de f : IRn → IRm es continua si y sólo si la preimagen f−1(V )de
todo abierto V ⊂ IRm es un abierto en IRn. Los abiertos satisfacen que todo el
espacio es abierto, que uniones arbitrarias de abiertos son abiertos, que inter-
secciones finitas de abiertos son abiertos. Una topoloǵıa sobre un conjuntoM es
una colección de subconjuntos de M que satisface las mismas propiedades que
los abiertos. Es posible extrapolar todas las definiciones que podemos hacer con
abiertos en IRn a espacios topológicos, la noción de cerrado, conexidad, com-
pacto, etc. En particular muchas de las intuiciones de las funciones continuas
entre espacios topológicos se extienden: la imagen de un conjunto compacto
bajo una función continua es un conjunto compacto, o la imagen de un conexo
bajo una función continua es un conjunto conexo.
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La geometŕıa moderna estudia, entre otras muchas cosas, la interacción en-
tre estas dos estructuras de la variedad diferencial: su estructura diferencial
(su atlas) y su topoloǵıa. Como vimos para definir la cohomoloǵıa de De Rham
para abiertos de IRn, hicimos uso de la estructura diferencial en cuanto usamos
derivadas. El teorema de De Rham nos muestra que de hecho es posible cap-
turar la cohomoloǵıa de De Rham de cualquier variedad sin usar la estructura
diferencial, usando tan sólo su topoloǵıa subyacente, como se puede de hecho
hacer usando homoloǵıa singular (ver [4][18][27]).

5.1. Cálculo vectorial en variedades. Si M y N son variedades diferen-
ciales de dimensiones m y n podemos definir sobre ellas las nociones de diferen-
ciabilidad, espacio tangente y derivada. f :M → N es una función diferenciable
si para toda pareja de cartas φ : U →M y ψ : V → N , si f(φ(U)) ∩ ψ(V ) 
= ∅
entonces ψ−1 ◦ f ◦ φ definida sobre el respectivo abierto de IRm es suave. Las
cartas locales φ : U →M establecen una equivalencia entre el abierto U de IRm

y el abierto φ(U) de M . Aśı la función ψ−1 ◦ f ◦ φ es equivalente localmente a
la función f y por ésto podemos transportar la noción de diferenciabilidad de
la función ψ−1 ◦ f ◦ φ a la función f .

Similarmente, el espacio tangente TpU bien definido para cada p en un abier-
to U de IRm, puede ser trasladado a través de una carta φ : U →M a un espacio
tangente en el punto φ(p) de la variedad. Para ello, recordemos que el espacio
tangente TpU es la colección de todos los vectores tangentes a p, es decir la

colección de los vectores d
dtα(0) para las curvas suaves α : (−ε, ε) → U tales

que α(0) = p. Podemos definir el espacio tangente a q := φ(p) como la clase
de equivalencia de las curvas suaves α : (−ε, ε) → M tales que α(0) = q, con
la relación de equivalencia α ∼q β si y sólo si d

dt (φ
−1 ◦ α)(0) = d

dt (φ
−1 ◦ β)(0).

Es fácil ver que con esta relación de equivalencia el espacio tangente TqM es
un espacio vectorial y de hecho es independiente de la carta φ que usamos en
su definición. Las curvas αi(t) := φ(p1, · · · , pi + t, · · · , pm) definen los vecto-
res tangentes [αi] que se denotan ∂

∂xi
y que conforman una base del espacio

vectorial TqM (ver [27]).

La derivada de una función diferenciable f : M → N es la tansformación
lineal dfp : TpM → Tf(p)N definida por dfp[α] = [f ◦ α] (ver Figura 1). Como

dijimos antes f es equivalente a la función ψ−1 ◦ f ◦ φ modulo las cartas φ y
ψ, aśı el jacobiano d(ψ−1 ◦ f ◦ φ) es precisamente la matriz de dfp en las bases
{[φ(p1, · · · , pi + t, · · · , pm)]}mi=1 y {[ψ(q1, · · · , qi + t, · · · , qn)]}ni=1.

Hemos mostrado que en el caso de variedades abstractas, el atlas nos da una
noción natural de jacobiano que de hecho generaliza el jacobiano que aprende-
mos en los cursos de cálculo diferencial. Podemos ahora volver a la pregunta 9.
La respuesta a esta pregunta es relevante porque gran parte de las ecuaciones
de la f́ısica matemática como las ecuaciones del electromagnetismo, la ecuación
del calor, la ecuación de onda, la ecuación de Schrödinger o las ecuaciones de
Navier–Stokes, usan gradientes, rotacionales y divergencias en su formulación
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y podŕıamos generalizar su estudio a variedades diferenciales. Dichas generali-
zaciones permiten un flujo de técnicas e intuiciones de la f́ısica a la geometŕıa
y viceversa. Por ejemplo, en el contexto de variedades diferenciales la ecuación
del calor es estudiada en [13], la ecuación de Schrödinger en [7][8] y [9] tiene
ciertas conexiones con integrales de Feynman (mecánica cuántica).

La respuesta que dimos a la pregunta 8 en la sección 4.2 sigue siendo váli-
da, pues podemos definir formas diferenciales y el complejo de De Rham en
variedades diferenciales. Sin embargo las definiciones que dimos en esa sección
del rotacional y la divergencia usan más estructura de la que disponemos en el
caso de variedades diferenciales abstractas. En particular usamos el producto
interno de IRn que equivale en el caso de una variedad diferencial M a tener
un producto interno 〈·, ·〉p en cada espacio tangente TpM para cada p ∈ M .
A este tipo de estructura se le conoce como métrica riemanniana. En coorde-
nadas locales dicho producto toma la forma 〈 ∂

∂xi
, ∂
∂xj

〉p = gij(p) donde gij es

una función definida en el abierto φ(U) para la carta φ : U → M que induce
los campos vectoriales ∂

∂xj
. En el caso de U ⊂ IRn abierto tenemos una carta

global id : U → U y el producto riemanniano está dado por gij := δij .

Dada una función f : M → IR, disponiendo de una métrica riemanniana,
podemos generalizar la noción de gradiente ∇f usando la derivada exterior d.
∇f es el campo vectorial X : M → TM tal que que 〈X,Y 〉p = dfp(Y ) para
todo campo vectorial Y de TM .

Para definir el rotacional y la divergencia de un campo vectorial también
es necesario usar otra estructura geométrica, la orientación. Recordemos que
un espacio vectorial orientado es un espacio vectorial dotado de una clase de
equivalencia de sus bases, donde la relación de equivalencia entre éstas es que
el determinante de la matriz cambio de base sea positiva. En un espacio vec-
torial de dimensión finita V con producto interno, una orientación dota de
orientación a cada plano tangente de V . Una variedad es orientable si existe
un recubrimiento por cartas cuya orientación es compatible en el sentido que
el cambio de base de una carta a otra tenga derivada de determinante positivo.
Ejemplos famosos de superficies no orientables son la botella de Klein y la cinta
de Moebius.

Si S es una 2–variedad diferencial orientada y con una estructura riemannia-
na, podemos definir el rotacional de un campo vectorial sobre S como el ĺımite
de lo que rota alrededor de circunferencias cuyo radio se va haciendo más pe-
queño, de manera análoga a lo hecho en la sección 4.1 para campos vectoriales
en abiertos de IR2. Para M variedad riemanniana orientada de dimensión ma-
yor que 2, intuitivamente cada espacio vectorial P de dimensión 2 adentro de
TpM genera localmente una superficie para la cual es posible calcular el rota-
cional. Aśı, el rotacional seŕıa una función que a cada plano de TpM le asigna
un número y, como en el caso de abiertos en IRn analizado en la Sección 4.1,
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dicha función induce una 2–forma diferencial. En [6] se dan múltiples fórmu-
las que relacionan esta noción de rotacional con otras estructuras geométricas
importantes como la conexión Levi-Civita.

Para definir la divergencia de un campo vectorial nuevamente necesitamos
una noción de orientación y una métrica riemanniana. Con ellas es posible
tomar bolas cada vez más pequeñas alrededor de un punto y calcular la cantidad
de flujo que escapa de las mismas, generalizando la ecuación (4).

6. Perspectivas

En esta sección damos dos perspectivas que no desarrollaremos en el art́ıculo
pero que están relacionadas con los contenidos. Esperamos sirvan de gúıa al
lector interesado en continuar el estudio de los temas.

En la sección 3 nos preguntamos qué tan lejos podŕıamos llegar caminando
sobre los caminos asociados a una familia finita de campos vectoriales o a una
distribución diferencial. Una pregunta natural seŕıa dentro de los caminos que
escogiésemos cuál seŕıa el mejor camino. Una posible respuesta podŕıa llevar-
nos a estudiar la formulación lagrangiana y hamiltoniana de las teoŕıas f́ısicas
(ver [23]). De hecho los sistemas de control, que juegan un papel importante en
las primeras secciones de este art́ıculo, están directamente relacionados con sis-
temas no holonómicos o sistemas con ligadura en f́ısica. En un cierto sentido las
variedades diferenciales podŕıan entenderse también como una generalización
abstracta de estos sistemas. Siguiendo este mismo camino uno podŕıa moti-
var estructuras geométricas como las estructuras simplécticas, las estructuras
de Poisson o las estructuras de Dirac, como abstracciones geométricas de las
formulaciones lagrangianas y hamiltonianas de la f́ısica matemática.

Una segunda perspectiva está relacionada con una visión de la geometŕıa
moderna como un diálogo entre diferentes estructuras geométricas. El art́ıculo
introdujo diferentes estructuras geométricas como la topoloǵıa, la estructura di-
ferencial, la orientación y la métrica riemanniana. Mencionó algunos teoremas
que relacionan estas estructuras, como el teorema de De Rham que relaciona
la estructura topológica con la diferencial, en el sentido que permite calcular la
cohomoloǵıa de De Rham, que usa la estructura diferencial, usando solamente
la topoloǵıa. Tal vez el teorema más importante en cuanto a relacionar estruc-
turas geométricas se refiere, es el teorema de Gauss-Bonnet, que relaciona la
caracteŕıstica de Euler (invariante topológico), con la integral de una forma
(estructura diferencial) obtenida como un polinomio del tensor de curvatura y
sus derivadas (estructura riemanniana). La curvatura es un tema de interés que
no fue tocado en este art́ıculo y que como se puede apreciar en el teorema de
Gauss-Bonnet relaciona las diferentes estructuras geométricas de una variedad
diferencial.
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Otro ingrediente importante en el estudio de la geometŕıa diferencial son las
conexiones con las cuales se atrapa la intuición de trasladar vectores parale-
lamente en variedades. Las conexiones están por supuesto relacionadas con la
curvatura, pues el tensor de curvatura es obtenido con la conexión Levi-Civita
asociada a la métrica riemanniana.

Hay otros temas más avanzados relacionados con el estudio de las estructuras
geométricas, como el hecho que IR4 pueda tener 2 estructuras diferenciales
que no son difeomorfas o las estructuras diferenciales exóticas en las esferas
estudiadas por Milnor. También la clasificación de las métricas riemannianas
módulo equivalencia conforme en superficies, que da lugar a los espacios moduli
con todas sus conexiones con geometŕıa algebraica y aritmética. Estos temas
pueden servir de motivación o de gran meta para continuar adentrándose en el
estudio de la geometŕıa.

Apéndice A. Formas Diferenciales

En este ápendice damos una breve introducción a las formas diferenciales.
Comenzamos con formas lineales sobre espacios vectoriales que podŕıan consi-
derarse como formas diferenciales sobre un punto.

A.1. Formas lineales. Dado un IR–espacio vectorial V una k–forma lineal
α es una función multilineal alternante sobre el k–producto cartesiano del es-
pacio vectorial V . Una función α : V × · · · × V → IR es multilineal si

α(v1, · · · , u+ λw, · · · vk) = α(v1, · · · , u, · · · vk) + λα(v1, · · · , w, · · · vk),

y es alternante si

α(v1, · · · , vi, · · · , vj , · · · vk) = −α(v1, · · · , vj , · · · , vi, · · · vk),

para (v1, · · · vk) ∈ V × · · · × V , u,w ∈ V y λ ∈ IR. Denotamos el conjunto
de todas las k–formas lineales de V por ΛkV . Es fácil ver que ΛkV tiene una
estructura natural de espacio vectorial.

Proposición 1. Sea e1, · · · , en una base de V . Dadas constantes aI ∈ IR para
cada I ⊂ {1, · · · , n}, existe una única k–forma lineal α tal que

α(ei1 , · · · , eik) = aI = ai1···ik

donde I := {i1, · · · , ik} y estamos suponiendo 1 ≤ i1 < · · · < ik ≤ N .

Demostración. Dada una k–forma lineal α satisfaciendo las hipótesis de la pro-
posición y vl :=

∑n
il=1 bileil ∈ V para l = 1, · · · , k, usando la multilinealidad



162 L. Cano Garćıa. Del cálculo vectorial a algunos aspectos de la geometŕıa moderna

y alternancia de α tenemos:

α(v1, · · · , vk) = α(

n∑
i1=1

bi1ei1 , · · · ,
n∑

ik=1

bikeik)

=
n∑

i1,··· ,ik=1

bi1 · · · bikα(ei1 , · · · , eik)

=
∑

1≤i1<···<ik≤n

∑
σ∈S(k)

sign(σ)biσ(1)
· · · biσ(k)

ai1···ik

donde S(k) denota el grupo de permutaciones de {1, · · · , k} y para σ ∈ S(k)
sign(σ) denota el signo de la permutación σ. Es fácil deducir del cálculo anterior
la existencia y unicidad de la forma α. �

Dado un conjunto ordenado J = {1 ≤ j1 < · · · < jk ≤ n} denotaremos εJ a
la k–forma lineal de la Proposición 1 tal que aI = 0 si I 
= J y aI = 1 si I = J .

Corolario 1. Sea e1, · · · , en una base del espacio vectorial V . El conjunto de
k–formas lineales {εJ : J = {1 ≤ j1 < · · · < jk ≤ n}} es una base de las
k–formas lineales de V .

El corolario anterior implica que si el espacio vectorial V es de dimensión n

entonces ΛkV tiene dimensión

(
n
k

)
. Λ1V es el dual del espacio vectorial V y

la base {εJ : J = {1 ≤ j ≤ n}} es la base dual ε1, · · · , εn asociada a la base
e1, · · · , en de V .

Definimos el espacio vectorial Λ∗V := ⊕n
k=0Λ

kV . Este espacio vectorial re-
sulta ser un álgebra con el producto ∧ que a la k–forma α y la l–forma β les
asigna la (k + l)–forma

α∧β(v1, · · · , vk+l) :=
∑

σ∈S(k,l)

sign(σ)α(vσ(1), · · · , vσ(k))β(vσ(k+1), · · · , vσ(k+l))

donde

S(k, l) := {σ ∈ S(k + l) : σ(1) < · · · < σ(k) y σ(k + 1) < · · · < σ(k + l)}
es el conjunto de embarajamientos (en inglés shuffles) dentro del grupo de
permutaciones S(k + l). Es un buen ejercicio mostrar que εI = εi1 ∧ · · · ∧ εi1
donde I = {1 ≤ i1 < · · · < ik ≤ n}. Una propiedad importante del producto
cuña es que si α es una k–forma y β una l–forma entonces α∧β = (−1)lkβ∧α.

Si V y W son espacios vectoriales y T : V → W es una transformación
lineal, ésta induce una transformación lineal T : ΛkW → ΛkV definida por

T ∗(α)(v1, · · · , vk) = α(Tv1, · · · , T vk).
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Si S : W → R es otra transformación lineal, es fácil ver que (S ◦ T )∗ =
T ∗ ◦S∗. La transformación lineal T ∗ es llamada pullback en inglés y una posible
traducción de este término al español podŕıa ser jalonamiento.

A.2. Formas diferenciales en abiertos de IRn. Si U es un abierto en
IRn, una k–forma diferencial es una función α : U → Λk IRn. Decimos que α
es suave si α(x) =

∑
1≤i1<···<ik≤n ai1···ik(x)εi1···ik donde ai1···ik : U → IR es

suave. Denotaremos el espacio de todas las k–formas diferenciales suaves del
abierto U por Ωk(U).

Recordemos que dado x ∈ U , las derivaciones ∂
∂x1

|x, · · · , ∂
∂xk

|x conforman
una base del espacio tangente TxU . La base dual del espacio cotangente T ∗

xU
está dada por las 1–formas dxi(x) = εi con las cuales podremos construir las
k–formas dxi1 ∧· · ·∧dxik que al evaluarlas en x podemos interpretar como una
base de ΛkTxU , las k–formas lineales del espacio tangente TxU .

Sea V ⊂ IRm un abierto y sea f : U → V una función suave. f induce
también un jalonamiento f∗ : Ωk(V ) → Ωk(U) definido por

f∗(ω)x(v1, · · · , vk) = ωx(dfxv1, · · · , dfxvk)
donde v1, · · · , vk ∈ TxV .

Observando que si ω ∈ Ωn(U) entonces ω(x) = f(x)dx1 ∧ · · · ∧ dxn, para
f : U → IR función suave, podemos definir la integral de n–formas en el abierto
U de la siguiente forma: ∫

ω =

∫
f(x)dx1 · · · dxn.

Esta integral de n–formas es independiente de las coordenadas en las que se
definió. Espećıficamente, si ϕ : U → V es un difeomorfismo de abiertos de IRn

que preserva la orientación, ∫
U

ϕ∗(ω) =
∫
V

ω, (5)

para toda ω ∈ Ω(V ) con soporte compacto. Esta igualdad es consecuencia
del teorema de cambio de variable en cálculo vectorial y del hecho que, si T :
IRn → IRn es una transformación lineal entre espacios vectoriales de dimensión
n, entonces el jalonamiento de una n–forma T ∗ω = adet(T)ε1 ∧ · · · ∧ εn donde
ω = aε1 ∧ · · · ∧ εn.

Dada una k–forma diferencial

ω(x) :=
∑

1≤i1<···<ik≤n

ai1···ik(x)dxi1 ∧ · · · ∧ dxik

definimos su derivada exterior

d(k) := dω :=
∑

1≤i1<···<ik≤n

n∑
l=1

∂

∂xl
(ai1···ik)(x)dxl ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxik . (6)
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La derivada exterior satisface que d2 = d(k+1) ◦ d(k) = 0, propiedad que es
muy importante para definir el complejo de De Rham en la Sección 4.2. Sea
V ⊂ IRm un abierto y f : U → V una función suave, entonces el jalonamiento
de f y la derivada exterior satisfacen df∗(ω) = f∗(dω). La compatibilidad
de la derivada exterior con la integral de n–formas queda mejor formulada
entendiendo formas diferenciales en variedades diferenciales, cosa que hacemos
en la siguiente sección.

A.3. Formas diferenciales en variedades. Sea M una variedad diferen-
cial en el sentido de la sección 5. Definimos el haz de k–formas diferenciales
ΛkTM :=

⋃
x∈M ΛkTxM . Entonces una k–forma diferencial es una función

ω : M → ΛkTM tal que ω(x) ∈ ΛkTxM . Aśı que una k–forma diferencial de
la variedad M es una escogencia de una k–forma lineal en cada uno de sus
espacios tangentes.

Las cartas locales ϕ : U ⊂ IRn → Ũ ⊂M inducen a través del jalonamiento
identificaciones de Λk IRn con ΛkŨ . Más expĺıcitamente, a través del jalona-
miento ϕ∗

x : ΛkTϕ(x)M → ΛkTxU ∼= Λk IRn . Diremos que ω : M → ΛkTM
es una k–forma diferencial suave si la función x �→ ϕ∗

x(ωϕ(x)) es una k–forma
diferencial suave en el abierto U ⊂ IRn. Denotamos las k–formas diferencia-
les suaves de M por Ωk(M). Funciones suaves F : M → N entre variedades
diferenciales también inducen jalonamientos F ∗ : Ωk(N) → Ωk(M).

Si la variedad M es orientada, por medio de la ecuación de cambio de varia-
ble (5) y particiones de la unidad podemos definir una integral

∫
: Ωn(M) → IR

(ver por ejemplo [18]). La definición (6) de derivada exterior es independiente de
las coordenadas por tanto podemos definir una derivada exterior d : Ωk(M) →
Ωk+1(M) sobre formas diferenciales suaves de la variedadM . Dada una función
suave F : M → N entre variedades diferenciales la compatibilidad del jalona-
miento y la derivada exterior que mencionamos en abiertos de IRn sigue siendo
válida, es decir F ∗(dω) = dF ∗(ω) para ω ∈ Ωk(M). Esta propiedad induce un
jalonamiento F ∗ : Hk(N) → Hk(M) a nivel de las cohomoloǵıas de De Rham
definidas en la Sección 4.2.

La fórmula de cambio de coordenadas (5) también es válida para difeomor-
fismos, que preservan la orientación, entre variedades diferenciales. La compa-
tibilidad de la derivada exterior y la integral está dada por el teorema de Stokes
que afirma que siM es una variedad con frontera δM y ω ∈ Ωn−1(M) entonces∫

M

dω =

∫
δM

ω.

El jalonamiento F ∗ : Hk(N) → Hk(M) asociado a una función suave F :
M → N , es independiente de la clase de homotoṕıa suave de la función F . Pero
usando que cada clase de equivalencia homotópica de funciones entre variedades
tiene un representante suave, y que si dos funciones suaves son homotópicas
con una homotoṕıa continua entonces existe una homotoṕıa suave entre ellas,
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podemos extender el jalonamiento a funciones continuas y mostrar que éste es
independiente de las homotoṕıas (continuas) de dichas funciones. Este es un
camino para obtener la invarianza homotópica de la cohomoloǵıa de De Rham
y es descrito en [18].
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