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RESUMEN. En este trabajo se establecen resultados con respecto a la
composiciéon e invertibilidad de operadores pseudo—diferenciales en Z",
se presenta una clase de simbolos para la cual el conjunto de operado-
res pseudo—diferenciales asociados constituye un algebra; se investiga
también la invertibilidad de un tipo de multiplicadores de Fourier.
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ABSTRACT. In this paper some results on the composition and inver-
tibility of pseudo—differential operators in Z™ are proved. Also a class
of symbols for which the set of associated pseudo—differential operators
becomes an algebra, is presented. The invertibility of a type of Fourier
multipliers is also investigated.
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1. Imntroduccion

La teoria de operadores pseudo—diferenciales definidos en Z con simbolos en
ZxT tiene su inicio en el ano 2009 cuando S. MOLAHAJLOO (véase [5]) establece
condiciones necesarias para continuidad L? y compacidad de tales operadores.
Dicha teoria estd motivada por el estudio de problemas en teoria de senales
y wavelets como puede consultarse en WONG [9]. El estudio de operadores
pseudo—diferenciales en Z* es un caso particular pero no menos interesante en
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la teoria de operadores pseudo—diferenciales sobre grupos topoldgicos localmen-
te compactos (véase [4]).

En el ano 2011 aparecen dos trabajos que generalizan la nocién de opera-
dor pseudo-diferencial en Z. El primero de éstos trabajos es presentado por C.
RODRIGUEZ en el cual extiende la nocién de operadores en Z a operadores en
Z" (véase [6]) abordando el problema de continuidad, continuidad débil y com-
pacidad de los mismos; adicional a ésto, RODRIGUEZ en su tesis de maestria
introduce un célculo simbdlico para operadores pseudo—diferenciales definidos
en Z™ (véase [7]). Un rasgo de esta generalizacién es la eleccién de los simbolos
como funciones medibles definidas en Z™ x T™, debido a que el grupo dual de
Z" puede ser identificado con el toro n-dimensional T". El segundo trabajo fue
presentado por V. CATANA (véase [3]) quien extiende la nocién de Z a opera-
dores pseudo—diferenciales multilineales sobre Z™ con simbolos en Z™ x (T™)™;
siguiendo los lineamientos de MOLAHAJLOO, CATANA establece condiciones ne-
cesarias para continuidad y compacidad de tales operadores multilineales.

En este trabajo se obtienen resultados con respecto a la composicién e inver-
tibilidad de operadores pseudo-diferenciales definidos en Z". Dichos resultados
amplian la perspectiva propuesta por MOLAHAJLOO [5], y RODRIGUEZ [6]. Se
investigan esencialmente dos tipos de operadores; el primer tipo esta constituido
por operadores con simbolos integrables sobre Z* x T* cuya invertibilidad se
estudia usando la alternativa de Fredholm. El segundo tipo esté caracteriza-
do por operadores pseudo—diferenciales que actian como multiplicadores de
Fourier; los operadores considerados se invierten utilizando un método similar
al empleado en la inversién de operadores pseudo-diferenciales en las clases

s (R™ x R™) (véase [8]).

2. Preliminares

Sea a € L*(Z¥), 1a transformada de Fourier @ de a viene definida por

ao) = > e ma(n),

nezk

con § € TF = [—7, 7]*. La férmula de inversién de Fourier expresa que

a(n) = (27)~ / ¢im05() do.

Tk

Sea ¢ una funcién medible sobre ZF x T*, el operador pseudo-diferencial
asociado a o estd definido por

Toa(n) = (277)_5 / e g (n, 0)a(0) do,
Tk
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con a € L'(ZF), o es llamado el simbolo del operador T,,. Al emplear el Teorema
de Fubinni y el Teorema de Tonelli, se obtiene

/ "9 5 (n, 0)a(0) do
']I‘Ic

[VEad

T,a(n) = (2m)~

= (2m)"% /T ) e (n,0) (mie; ei<m79>a(m)> do
=(2m)" 2 > (/T =m0 5 (n, ) d9> a(m).

meZk
Esta representacién es mas adecuada para los calculos que se desarrollan pos-
teriormente.

En este trabajo se utilizan conceptos basicos del andlisis funcional, siendo
nuestra principal referencia el libro de BREzIS [1]. Mencionamos algunos de
éstos conceptos a continuacién. Si X y Y son espacios de Banach, el espacio
de los operadores acotados de X en Y, B(X,Y), es un espacio de Banach cuya
norma estd determinada por

ITl5x,y)= sup [Tzy.
z||x <1

Un operador T' € B(X,Y) es de Fredholm si su nicleo es de dimensién
finita y su rango es cerrado y de codimensién finita. Si T € B(X,Y) es un
operador compacto, I + T es un ejemplo de operador de Fredholm. Un rasgo
interesante de tales operadores es que son invertibles médulo operadores de
rango finito. Este hecho serd utilizado para estudiar la invertibilidad de un tipo
de operadores en Z* (véase el Teorema 4).

Por otro lado, si H un espacio de Hilbert separable, un operador T': H — H
es un operador de Hilbert-Schmidt si para alguna base ortonormal {e, },ecn de
H, |T|}s = Y |ITen||3; < oo. Esta definicién es independiente de la eleccién
de la base, || - ||gs es una norma y ademds el operador T' es compacto. Con
respecto a la continuidad de operadores pseudo-diferenciales en Z* usaremos
posteriormente el siguiente resultado.

Teorema 1. El operador pseudo-diferencial T, : L*(Z*) — L*(Z*) es un
operador de Hilbert-Schmidt si y sélo si o € L?(Z* x TF). En tal caso se
satistace que | Ty | s = (27) ||| L2 (20 )

Demostracion. Consultar ([5], pdg. 214) para el caso k = 1. Una demostra-
cién para k > 1 es similar.

3. Composiciéon de operadores con simbolos integrables

El objetivo principal de ésta seccién es demostrar que el conjunto de opera-
dores pseudo—diferenciales definidos en Z* con simbolos integrables en ZF x T*
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conforman un &lgebra de operadores compactos. Exhibir dicha clase de ope-
radores garantiza la existencia de un tipo de operadores pseudo—diferenciales
invertibles médulo operadores de rango finito como se apreciara en el Teorema
4.

Teorema 2. Sean o(n,0),7(n,0) € L'(Z* x T*) simbolos. Entonces existe una
funcién medible ¢(n,0) € LY (Z* x T*) tal que T, o Ty = Ty.

Demostracion. Empleando el Teorema de Fubinni y el Teorema de Tonelli,
se puede escribir
T, o Tra(n)

=@2n7F Y ( /T ) ei<”_m’9>a(n,9)d9> Tra(m)

mezn

TR ( [ ot d9> Z ( [ rtm. dA) a(j)

mezr JjeEZ™

= (QW)*’“Z/T (/W D etnmmtim=iN g (p, 9)7’(m,j)d9> a(j)dX.

Teniendo en cuenta que (n —m,0) + (m — j,A) — (n—j,A) = (n —m,0 — X),
se verifica

T,o0Tra(n) = (2m)7% > (/T

jezn

k

(=3 g, )\)d)\> a(y),

con
bm ) = (@m) 5y / ¢n=m0=X) (1 )7 (m, \) d.
m Tk
Dado que

600 < 20)7E Y [t 0)lr(m. ) do.

se demuestra ficilmente que ¢(n,\) € L*(ZF x TF) y asi, T, o Ty = Ty. ©
Teorema 3. Si o(n,0) € LY(Z* x TF) N L>=(Z* x T*), entonces T, es un
operador compacto de L?(Z*) sobre L?(ZF).
Demostracion. Témese o(n, ) integrable sobre ZF x T*, tal que
C= ||U(n79)||L°°(ka1rk) < o0.

Se sigue que
g a(n,0)*do < C g o(n,8)|do
~ /Tk | (n) )| ~ /’ﬂ:k | ( I )| Y

y ast 0 € L?(Z* x T*). Empleando el Teorema 1, vemos que T, es un operador
de Hilbert-Schmidt y, por tanto, compacto. &
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Corolario 1. Sean I'(k) = LY (ZF x TF) N L>=(ZF x TF) y Op(I')(k) Ia co-
leccién de operadores pseudo—diferenciales con simbolos en T'(k). Entonces
(Op(T")(k),+,0) constituye un dlgebra de operadores compactos.

En el siguiente teorema se demuestra que el conjunto I + Op(T")(k) es una
coleccién de operadores invertibles médulo operadores de rango finito.

Teorema 4. Sea o(n,0) € I'(k). El operador I+T, = T14, es invertible médu-
lo un operador de rango finito. Esto es, existen P, T, R, S € B(L?*(Z*), L*(Z*))
tales que R y S son de rango finito y

TiyooT —R=I=PoTy,,—8S.

Demostracion. Del Teorema 3 se sabe que T, es un operador compacto. El
operador Ty, = I + T, es un operador de Fredholm y por tanto invertible
moédulo un operador de rango finito. Con dicha observacién se concluye la
pruecba. ™

Observacién. Cuando o(n, d) es integrable, se sabe que

o) = [ lotn.0)]ao

satisface
S 6(n) = o, )l 2 2 sy < .
n

Esto implica que lim,_,~ ¢(n) = 0. Como consecuencia, dado € > 0, existe ng
tal que n > ng implica que |¢(n)| < €, por lo que el simbolo 1 + o(n,d) no se
anula para valores grandes de n y todo § € T*. Este comportamiento es similar
al concepto de elipticidad para operadores pseudo—diferenciales en R¥, pues en
principio los operadores con simbolos elipticos (se anulan en una bola de radio
finito con centro en el origen) son invertibles médulo un término de error. En el
caso de operadores en Op(T")(k), tal error lo constituyen operadores de rango
finito.

4. Invertibilidad de operadores en Z*

Estamos interesados en invertir operadores pseudo-diferenciales sobre Z*
que actiian como un multiplicador de Fourier, es decir, operadores T, que
satisfacen -

T,u(0) = a(0)u(h).
Para ello se construye un operador 7* de modo que T*T,, = I, con o € L>=(T*).
Sélo se considera o(f) de valor real. Los resultados que se obtienen son véalidos
aun cuando ¢ es una funcién de parte real nula (las demostraciones para este
caso deben ser ligeramente adaptadas). El método empleado para la inversién
de dichos operadores estd fundamentado en la construccién de la paramétrix de
operadores pseudo-diferenciales elipticos de tipo 575 (véase [8]). Dicho método
fue usado en CARDONA [2], para investigar la invertibilidad de operadores no
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elipticos en las clases S™. Avanzar con nuestro objetivo requiere la introduccién
del siguiente Lema, cuya demostracién puede ser consultada en [9], pag. 36.

Lema 1. Existe una aplicacién ¢p € C*°(R) tal que 0 < ¢(r) <1 para T € R,
Y(r)=0si|r|<1y(r)=1si|7| > 2.

En adelante T, serd un operador pseudo—diferencial con simbolo real en
L>(T*). Sea 1) como en el lema 1 y considere, para 0 < a < 1, la aplicacién 1,

definida por
bal0) = (1 - ) ("(9)) .

a
Claramente

1. 0 <9u(0) <1—a para § € T*.
2. a(0) =0, si |o(0)] < a.
3. Y (0) =1—a,sil|o(d)| > 2a.
Teorema 5. Existe una red de operadores {T,}o<a<1 que satisface

lim T, T,u(n) = u(n), u€ LY(Z).
a—0

Demostracion. Sea 1,(0) la aplicacién definida previamente. Para cada 0 <
a < 1 considere el operador pseudo—diferencial T, dado por

Tou() = (208 [ e, 0)at6) do,

donde

Por otro lado,

Empleando el Teorema de la Convergencia Dominada y la Férmula de Inversién
obtenemos

lin%) T.T,u(n) = u(n), we Ll (ZF). ©

a—

Se define a continuacién la familia de espacios D, (Z*) dependiendo del ope-
rador Ty, donde el limite T* = lim,_.o T, pueda ser definido y acotado sobre
L2(ZF).
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Definicién 1. Para cada operador T, como en el Teorema 5, sea D, (Z*) el
espacio de funciones definido por

Do (ZF) = {u:o(0)~'u(0) € L*(T*)} .

Nétese que Dy (Z*) # 0, ya que si v € L'(Z*), entonces u, definida por la
ecuacion

u=1,0(0)7,
es un elemento de D, (Z*). Por otro lado, la funcién
Julle = Haa(e)_IHLZ(W)
es una norma en D, (Z*).

Proposicién 1. LY(Z¥) ND,(Z*) es un subespacio denso de D, (Z).

Demostracion. Sea u € D,(ZF), entonces existe una sucesién {,}, en
LY(T*) que converge a @o(0)~! en L?(T*). La sucesién {u,}, en L*(Z*) defi-
nida por @, = 0(0)v,1,1 converge a u con respecto a la norma de D, (Z*).
En efecto

lun = ully = [|F (un — u)o(8) |12
= Onthy -1 — U (0) |2
Aqui F(f) denota la transformada de Fourier de f.

Teorema 6. Sea {1, }o<a<1 la familia de operadores definida en el teorema 5.
Entonces para cada red T, € B(D,, L?) se tiene que esta red converge a algiin
operador T* € B(D,, L?). M4s atin, para cada u € L*(Z*),

T*Tyu = u.

En este sentido, T* es un inverso de T,.

Demostracion. En primer lugar, si u € D, (Z*) N L'(Z*), entonces
| Taull 2 = |F (a(0)o ()~ @) 22
= [[$a(0)o(0) @l 2
< (1 =a)lo(@) " allzz < fullo

Por un argumento de densidad se puede concluir la continuidad de los T},’s.
Ademas,

| Tau = Thull 12 = | F([¢a — ¥ (0)o ()~ 'a) | 2
= [¢a — %) (0)o(0) "]l 2
< e = Gollze llo(0) ™"l 2
= [[¢ba — Yol [Jullo-
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Para cada € > 0; existe 0 < ag < 1 de modo que
0<a,b<ay = ||¢a*7/1b“L°c <e.

Asf, {T,}o<a<1 es una red de Cauchy sobre B(Dp, L?) que converge a algin
operador T* € B(D,, L?). Finalmente,

IT*Tou — ull g2 < |(T* = Ta)Tou|l r2 + | T Tou — ul| 2
<7 = TallBw, .2y [ Toulle + [TaTou = ul2
S IT = TallB@, o2 l[ull 2 + [ TaTow — ul| L2

Cuando a — 0, el primer término del lado derecho tiende a cero. Usando el
teorema 5 y aplicando el Teorema de la Convergencia Dominada, ||T,T,u —
ul|pz — 0. Se sigue que || T*T,u — ul/f2 — 0, y por tanto T*T,u = u.
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