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ABSTRACT. In this work, we present an approach and simulation of evo-
lutionary process for pollutant dispersal on spherical surfaces. The nu-
merical code of simulations was made by finite elements method (FEM).
In the model, we consider the diffusion process, the transport phenom-
ena by the mean, the decay in global sense and a pollutant source. For
the classical diffusion-reaction equation we obtained the weak formula-
tion in the sense of applying the finite elements method. This model is
being studied by group of Phenomena Modelling of Macroscopic Dif-
fusion in the Biomathematics at the University of Quindio, Colombia.
The authors believe that the importance of this work is it potential use
in environmental processes for the definition of strategies of evaluation,
preventive and cleaning.
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RESUMEN. En este trabajo, presentamos una aproximacion numérica y
algunas simulaciones del proceso evolutivo de la dispersion de contami-
nantes sobre superficies esféricas. El c6digo numérico para la simulacién
se desarroll por el método de elementos finitos (MEF). En el modelo,
consideramos el proceso de la difusién, el fenémeno de transporte por el
medio, el decaimiento en sentido global y una fuente de contaminantes.
Para la clasica ecuacién de difusiéon—reaccién obtuvimos la formulacién
débil en el sentido de aplicar el método de elementos finitos. Este
modelo ha sido estudiado por el grupo de Modelamiento de Fenémenos
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de Difusiéon Macroscépica del programa de Maestria en Biomatemaéticas
en la Universidad del Quindio, Colombia. Creemos que la importan-
cia del trabajo desarrollado conduce a su uso potencial en procesos de
medio ambiente para la definicién de estrategias evaluativas, preventi-
vas y de limpieza.

1. Introduccion

La dispersion de particulas contaminantes ha sido estudiada principalmente,
a través de modelos mateméticos en ecuaciones diferenciales ordinarias y par-
ciales que tienen en cuenta el movimiento de las particulas a lo largo y ancho
del medio de propagaciéon. Por esta via se puede analizar la dispersién de
particulas contaminantes a través del tiempo.

En este sentido, un modelo de dispersién de particulas contaminantes so-
bre superficies esféricas fue propuesto por MENDEZ (2005), a través de una
adaptacion de los operadores gradiente y laplaciano y de esta manera se ex-
tienden las ecuaciones de difusién superficial euclidiana a fenémenos de difusiéon
en superficies esféricas.

Este modelo de difusién en superficies esféricas tiene soluciones analiticas
exactas, pero obtenerlas es demasiado complejo, esto es, los procedimientos
analiticos que permitan determinar la concentracién del contaminante mode-
lado en un tiempo y lugar determinado no estan en las metas de este trabajo.
Lo que se propone en este trabajo es, entonces, la posibilidad de analizar este
iltimo modelo por la via de la aproximacién numérica y la simulacién com-
putacional de escenarios.

La determinacién de la contaminacion del agua es de gran interés para es-
tablecer controles encaminados a la conservaciéon del ambiente. Esta deter-
minacién, y mas que todo su dindmica, en muchos casos es extremadamente
compleja y por esta razén el modelo matemético se convierte en una de las
herramientas mas efectivas ya que permite interpretar dinamicas de contami-
nacién en cuerpos de agua. Sin embargo, el modelo como herramienta carece
de utilidad sino es correctamente construido y simulado, de modo que permita
conocer la concentracién de contaminantes en las aguas de forma continua en
el espacio y en el tiempo a partir de un minimo de mediciones experimentales.

Algunos modelos presentados por MEYER (1998) y DiNiz (2003), han resul-
tado muy utiles en rios, lagos o lagunas, pero su aplicacién no es tan significa-
tiva en el océano por estar construidos para superficies planas. Una extensién
de este modelo de difusién a superficies esféricas fue construido por MENDEZ
(2005).

La aproximacién de la solucién por el método de diferencias finitas, que
es la propuesta por MENDEZ (2005), no es la mds precisa para este tipo de
situaciones. Esperamos que la alternativa que aqui proponemos, usando el
método de elementos finitos, dé lugar a mejores interpretaciones al problema
fisico bajo estudio.
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La contaminacién en grandes extensiones de mar no ha sido considerada
aun por quienes estudian la modelacién matematica y menos aiin se ha hecho
algun tipo de simulacién del fenémeno en caso de llegar a presentarse. Lo que
se propone en el presente estudio tedrico es una aproximacion y simulacién
numérica de un modelo de dispersién de contaminantes sobre una superficie
esférica con miras a una aplicacién a gran escala en alta mar, donde puede
llegar a tener efecto la curvatura de la tierrra durante el proceso de difusién
del contaminante.

Debido a las catastrofes de contaminacion ambiental que han ocurrido en
el del Golfo de México en 1979 y el Golfo Pérsico en 1991, por ejemplo, se
hace necesario un estudio a mayor escala del fenémeno de dispersion, y en este
trabajo tedrico intentamos dar un pequeno paso en este camino.

Asi, presentaremos, en primer lugar, el modelo con las condiciones de con-
torno. En seguida, la formulacién débil y luego una demostracién de la exis-
tencia y unicidad de las soluciones débiles y las discretizaciones espacial y
temporal. Por 1ltimo, haremos una presentaciéon de los resultados obtenidos, a
través de graficos para mejor visualizacién y daremos algunas consideraciones
finales.

2. El modelo matematico

En el modelo se ha considerado el fenémeno de difusién (o dispersion, segin
OKUBO (1980)), el transporte advectivo, una tasa de decaimiento y unas fuentes
de contaminacién en el medio estudiado. De esta manera llamando ¢ (), ¢, t)
la concentracién (ppm) del contaminante, en el punto (A, ¢), para un instante
t, el modelo puede ser descrito por:

Oc (A, o,1)

———~ = difusién + tranporte —decaimiento + fuente,

ot
donde
difusion= —div (—aVc) representa el efecto de la difusién,

transporte = —div (V.c) representa el transporte advectivo por las co-
rrientes marinas o el viento,

decaimiento = oc, linealmente aproximando decaimiento global en el
ambiente y,

fuente = F (X, ¢, t), modelando fuentes de contaminancién.

De manera semejante, la ecuacién evolutiva que modela la concentracién de
contaminantes estd dada por:

W - —div(—avc)—div(?c)—o—c+f(A,¢,t) (2.1)
VNg) € 9, Qc[o,zw]x(—g,g),te(o,cr]
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N
donde « es la constante del efecto difusivo en el medio considerado, V' es el
campo de velocidades y, o es la tasa de decaimiento global en el ambiente.

Ahora bien, aplicando los operadores diferenciales y usando el factor de
escala para coordenadas esféricas, (2.1) se llega a:

ER ) NS O
5 = a(Ac) vlcosqﬁ@)\ 1)28¢ oc+F (Ao, t)  (2.2)
VN ¢) € Q,Qc[(xzw]x(—g,g),te(o,T]

El dominio que consideraremos designado con {2 tiene definida la frontera
(Figura 1) por 02 =Ty Uy UT9 U3, con I'; UT; = ¢, para i # j.

I

I
F1GURA 1. Descripcién del dominio escogido

Las condiciones de frontera escogidas son
dc
_ =kig; 2.3
05l = kg (23)

modelando una entrada de contaminante en el dominio a través de esta parte
de la frontera, conforme a la funcion g:

Jdc
_a%|F0UF3 =0; (2.4)
modelando una condicién asintética en la frontera lejos del dominio,
Jc
—048777‘1“2 = ks (C—Ce) ’ (25)

que representa el paso del contaminante dependiendo de la concentracién ex-
terna y donde 7 es el vector normal unitario externo.

Sin embargo, F (A, ¢,t) se definird como el término fuente en la ecuacién
(2.2). Consideramos en nuestra simulacién al término F (A, ¢,¢) como una
fuente puntual en el centro del dominio, modelado por F (), ¢,t) = Age*t.

Finalmente como condicién inicial consideramos
c (Aa (z)a 0) =Co - (26)

Las ecuaciones (2.3-2.5) estdn expresadas en su formulacién clésica o fuerte,
para las cuales tenemos sélidos resultados mientras se considere la existencia
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y unicidad de las soluciones. Por otro lado, sin embargo, estos resultados son
realmente exigentes en el sentido de que la regularidad es necesaria en los
parametros y en algunas de las condiciones.

Tendremos que recurrir a la formulaciéon débil o variacional, un ambiente
matematico mucho mas permisivo, de modo que las derivadas puedan ser con-
sideradas en el sentido de distribuciones y las integrales sean del tipo Lebesgue,
una opcién que permanece valida con la escogencia del método de elementos
finitos, el cual usaremos para la discretizacion espacial. Para la variable tem-
poral, nuestra opciéon de aproximacién es la de Crank-Nocolson, produciendo
aproximaciones de precisiéon de segundo orden.

3. Formulacién débil

Para la transformacién del sistema dado en su formulacién fuerte a la ex-
presion débil del operador (2.2) con las condiciones de frontera (2.3-2.5). Ade-
més de la propia formulacién fuerte, que generalmente incluye condiciones de
frontera, se debe dedicar atencién especial a los espacios en los cuales la lla-
mada formulacién se desarrolla. Adoptaremos el siguiente espacio en el cual
emprenderemos la deseada aproximacién espacial:

V:{VEEQ((O,T],U):ZZELQ(Q)},

con U definido por

0
U= {u € H' (@)1 S, :0} ,

También definiremos los productos internos dados por:

(oo = [ / Fn8) g (N ) du (3.1)
(VF IV = [ /Q V(A 6) Vg (A6 dp
(lodor = /F Fn6) g (h ) dy.

Usando este dltimo producto interno apropiadamente, tenemos, en lugar de
(2.2)—(2.5), lo siguiente:

9 .
—c|v —a(Acjv)y g+ | div |V.e| v —o(cv)yo (3.2)
ot 0,0 ? 0,Q ’
= (Flv)gq YveV, te(0,T].
Para resolver el término —a (Ac|v), o aplicamos la identidad de Green, obte-

niendo para este término lo siguiente: —a (Aclv) = a(V.c || Vv) — « <g—f,|v>.
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Desarrollando el término (div {V.c] |v> , obtenemos que
0,0

(div {170] |v> = (?V.dv) ,
0,2 0,2

ya que divV = 0. Luego la ecuacién (3.2) nos queda:

Oc Oc =
<8t|v> o +a(Ve | Vv) —a <(“)77|U> + (VV.C|U> vo +o(cv)yg (3:3)
= (Flo)yg , WeEV.

Asi podemos denotar los correspondientes términos de la ecuacién (2.2). Ahora
aplicando la definicién de gradiente en coordenadas esféricas, las condiciones de
frontera y la definicién anterior de producto interno, la ecuacién (3.3) queda:

%h} + « L%|@ + ﬁ @
ot 0.0 cos2 ¢ ON' O 0.0 ¢ O 0:0
1 Oc de
o (msgb&”)m o (a'“)m 0 (elv)g.0+ k2 {elo)r, (3.4)

= -k <9|U>F1 + k2 <Ce|v>F2 + («7:|U)079 , YweVv.

4. Discretizacién del problema

Para la discretizacién de la ecuacién (3.4), usamos el método de los ele-
mentos finitos -MEF (discretizacién espacial) y el método de Crank-Nicolson
(discretizacién temporal). Esto significa que en lugar de obtener funciones en
V', numéricamente obtenemos aproximaciones, en la forma:

Ny,
e ) Zen (X, t) = 3 e (1).9; (A 9) (4.1)

y llamando V}, el subespacio de V' de dimensién N < 400 generado por las Ny,
funciones base ¢; (A, ¢) de V.

Intuitivamente la idea central es remitirnos a un método muy tradicional
de resolucién analitica de ecuaciones diferenciales parciales llamada separacién
de variables, donde asumimos la solucién como un producto de funciones in-
dependientes en las variables temporal y espacial. En el método de Galerkin
también se tiene esta separacién no de la solucién, sino mas bien del espacio en
que buscamos esta solucién (algo muy similar al intentar descomponer V' como
una suma directa de subespacios convenientes, solo que aqui la descomposicién
no es una suma directa).

La opcion para la presente aproximacién son los tridngulos de primer orden
en el dominio; esto generalmente significa que el dominio discretizado €, ya
no coincide con el original pero lo aproxima en el sentido de que cuando los
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tamanos de los tridngulos més grandes en cada discretizacién van a cero, el
dominio discretizado tiende al original. No obstante mantendremos la misma
identificacion, es decir €2, sin la pérdida de informacién.

Reescribiendo (3.4) para las funciones aproximadas dadas en (4.1), resulta
en ecuaciones validas para cualquier funcién en el ahora subespacio finito—
dimensional. Lo que sugiere verificar el sistema tnicamente para los elementos
de la base del espacio finito—dimensional. Por consiguiente, lo que tenemos es
equivalente al sistema discreto dado, para t € (0,71, por:

ey, 1 Oc, Ov Oey,  Ov
(F),o e[ (Gma i)t (5 m)] .

1 Ocy Ocy,
! (cosqﬁc‘)/\ v> to ( oo )079 + 0 (cnlv)gq + k2 (enlv)r,

= ko <CE|U>F2 — k1 <9|U>r1 + (}-lv)o’g , VeV,

que nos lleva al siguiente sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias dis-
cretizado:

Np Np Np,

dc; o o
<Z jg(pj'U) o <00§2¢z Skt > +<ZCJ oI )
g=t 0,2 5=l 00 V7! 0,2

s

L W o N
+u1 cos ¢ ZCJT;|U ZC] |U +o chgojlv
=1 0.2 0,0 7=l 0,0

) ) ’

ke < 2. Cj%v> = ko (celv)r, = k1 {glv)r, + (Flv)gq » Vv €V
I

j€l2

como los coeficientes ¢; = ¢; (t) no dependen de A ni de ¢ pueden salir de los
productos internos, que estdn definidos solo para las variables espaciales, asi:

N dc;
ngtJ (9l0)g 0+

N O Ny Oy,
2.6 (rslw ai|%) +ch< 5% )
Jj=1 0,Q j=1

Np,

+v Zc v +v %c- %h) —1—0%0»( |v) (4.3)
1 j Cos¢7 a,\ o U2 i\a1Y), g jzlJ ¥Yil%)o.q

) j=1 )

+hy 3 ¢j (@jlv)y, = ka2 (celv)r, — ki {glv)r, + (Flv)gq , Y E VL

j€ET2
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Ahora, escribir la ecuacién (4.3) para todo v € V},, equivale a escribirla para
los elementos de la base. Por lo tanto tenemos:

o d 1 9p; 0 dp; 0
> (e +ale (ol e)+ (Fu%))+

1 Oy, 0.
Vi (Cow % |50i) + 2 (8(;%01) +a (p;l00) )} + k2 Y e (wileny,

S
= ko <Ce|<Pi>F2 — k1 <9|‘Pi>r1 + (Fle;) Vo, € Vi

En la ecuacion anterior, las expresiones en las sumas, las cuales se refieren a
los productos internos sobre la parte de las fronteras, en realidad indican que
los Unicos indices considerados seran aquellos que yacen sobre dichas partes
de la frontera. La ecuacién (4.4) describe, un sistema lineal de ecuaciones
diferenciales ordinarias.

La ecuacién (4.4) sera ahora aproximada en su variable temporal usando el
esquema de Crank-Nicolson con diferencias centradas de segundo orden, para el
cual usaremos las aproximaciones dadas por (4.5) y (4.6). Los subindices i y j
se refieren a la discretizacién del dominio espacial, donde ¢;; es la concentracién
en el nodo ()m qu) €N

d At Cij (tnt1) — Cij (tn)
aipy =)~ 4.
dtng (tn + 9 ) At ) ( 5)
(n+1) (n)
At ij 1 Cij
£ ~ G0 TG 4.
( +5 ) 5 (4.6)

Reescribiendo (4.4) para las funciones aproximadas dadas en (4.5-4.6), resulta
un sistema de ecuaciones lineales algebraico, para t,, € (0,7 de ¢(t,), de donde
obtenemos el sistema lineal discretizado:

At At 1 0p; 0p; Do D,
n+1 =v ) ‘ at j i i i
2.1 (1405 (o) + o5 (cos% %) o7 (315)
At (1 Dy At ¢ At
_ n At 1 890] a(pz a"oj a@z
—;{cj[(l—UZ) (oiles) - a5t (¢ %52 ) -o5 (%)

At (1 Oy, At (O
—uf () - e () -G (eileder,)

—R1IAL(gl@i)r, + kAL (celpi)p, + AL(Flp;) Vo € (Vi)

Podemos representar el sistema discretizado 4.7 en la forma matricial por:

Acmt) = Bel™ 44 (4.8)
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donde
At At [ 1 Dp; g, Op; 09
o= (140=) (0iles) +a—= L] Los
Qij ( +02)(<‘0J%)+a2 (cosng 5)\| ) ‘2 ( | )
At 1 Oy, At At
+“12<cos¢ DY m)+ 2 ( e )*’“22%'%‘%@2
At At [ 1 dp; Dy, Op; O
io= (1—0=) (p:lp;) —a— L) - L%
bij ( 77 ) (%“Pz) “7y <c082¢> o\ | > “ ( | )
At 1 Oyp; I, At
—“12<cos¢m'%)‘ ( v ) g Wilblser,
di = ki At (glg;)p, + k2 At (celoy)p, + At (Fly;)
i=1,2,..,N,

La matriz A en la ecuacién (4.8) se llama matriz de rigidez y el vector resultante
de la operacién Be(™ + d para cada instante ¢, + % se denomina el vector de
carga.

La escogencia de las funciones prueba ¢, se hara usando elementos finitos
triangulares de primer orden, lo cual consiste en construir una malla de elemen-
tos finitos sobre un dominio €2 y escoger las funciones base {<p1, Poyees Nh,}
definidas globalmente como de tipo lineal por partes y satisfaciendo la siguiente

condicién:
1 sii=j
(i) =
#i(A:;) {0 si i,
donde ()\j, ¢j) son las coordenadas del j—ésimo nodo en la malla.

De esta forma se obtiene una funcién piramide por cada nodo, que es lineal
por partes, asumiendo el valor de 1 en el j—ésimo nodo y 0 en los demas.

5. Resultados obtenidos

Presentaremos algunos resultados de simulaciones realizadas con un cédigo
numérico desarrollado en el software MATLAB®, con animaciones que pueden
describir el proceso evolutivo del contaminante en el dominio discretizado, en
un intervalo de tiempo previamente escogido, donde la principal caracteristica
es la visualizacién a través de graficos que facilitan su comprensién.

5.1. Simulaciones de escenarios. Los pardametros fueron estimados dentro
de los aspectos considerados razonables para la simulacion de escenarios y prue-
bas del modelo desarrollado.

Las simulaciones de los escenarios fueron obtenidas considerando la dis-
cretizacion del dominio para algunos tipos de situaciones: bajas velocidades
—

para el campo V y diferentes permeabilidades en la frontera. Se hicieron los
graficos presentados en las simulaciones para los instantes de tiempo t = 0,
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t =12, t = 24 y t = 40 horas, para los escenarios de las figuras 2, 4 y 6,
respectivamente.

Los pardmetros usados para obtener los resultados en el escenario 1 (Figuras
2y 3) son presentados en la tabla 1, donde hemos considerado una baja difusion,
corrientes marinas débiles en la direccién de SO a NE; asf tenemos Vi = V cos §
y Vo = Vsen7 donde V es la magnitud de la velocidad de las corrientes marinas.
Ademds suponemos que después de la descarga de contaminante en la parte
central del dominio, la fuente de contaminante continia actuando en esa parte
del dominio

Parametros Parametros de
Valores Unidades K L Valores
del modelo Discretizacién
a 0.0001 km?/h
o 0.001 hT
i 0.008 cos (7/4) km/h AX 0.0087km
v 0.008sin (7/4)  km/h Ad 0.0087km
k1 0.00001 ppm/kmh At 0.0200horas
ko 0.00001 ppm/kmh
Ce 0.0001 ppm/h
F 0.1 ppm/h

TABLA 1. Pardmetros para la Simulacién 1

Escenario 1

-4 -4

x 10 x 10

FI1GUuRrA 2. Simulacién del escenario 1
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A continuacion, presentamos un segundo escenario donde se han considerado
igualmente una difusién baja, vientos débiles en la direccién de NO a SE, sin
fuente en el centro. Los parametros usados para obtener los resultados de este
escenario (Figuras 4 y 5) son los mismos presentados en la tabla 1, excepto
koy=c.=F=0,V; =0.008cos (—7n/4) y Vo = 0.008sin (—7/4).

<10 Primer Nodo Escenario 1 <107 Nodo en G
25 15
2
10
c c
o o
§ 15 §
< S 5
[ Q
g 1 2
o o
(@] (@]
0
0.5
0 -5
0 500 1000 1500 2000 2500 0 500 1000 1500 2000 2500
x107° Nodo Medio x10°° Ultimo Nodo
1.5 4
3
s 1 8
g g 2
= €
(53 [
8 0.5 o
0
0 -1
0 500 1000 1500 2000 2500 0 500 1000 1500 2000 2500

Ficura 3. Comportamiento en los nodos a lo largo del tiempo—escenario 1

Finalmente, los pardmetros de los resultados presentados en el escenario 3
(Figuras 6 y 7) son los mismos mostrados en la tabla 1, cuyas condiciones
difieren de las simulaciones previas en relacién a la direcciéon del campo de
velocidades que suponemos de SE a NO, en otros términos, V; = 0.008 cos ?ﬂf,
y Vo = 0.00SSen%ﬂ. Ademsds en este caso los valores para la permeabilidad
k1 y ko son nulos, y suponemos que el valor de la fuente es dado por F =
0.0001 exp (—0.001) ppm/h.

Comparando los resultados presentados en los tres escenarios, podemos no-
tar una distribucién diferente para la concentraciéon de contaminantes en el
dominio, donde el proceso de derramamiento fue gobernado por el campo de
velocidades como lo supusimos.

Los resultados muestran compatibilidad con lo esperado en tales situaciones,
a pesar de las limitaciones impuestas por el método escogido para hacer las
simulaciones de escenarios, es decir, la inestabilidad numérica del método para
situaciones de adveccién dominante, en los casos en que la condicién de Peclet
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(BROOKS & HUGHES, 1982; HEINRICH et al., 1977; CHISTIE et al., 1976) no se
cumple. Esta condicién esta dada por:

ViAz;
a

donde V; es la componente del término advectivo V en la direccién z;, Ax;
es la longitud méaxima del intervalo en la direccién x; y « es el coeficiente de
difusion global.

Escenario 3
t=0 t=12

x10™ x107*

t=24 t=40

F1GURrRA 4. Simulacién del escenario 3

6. Conclusiones

Aunque las simulaciones presentadas no han sido comparadas con derrames
reales, debido a que no se cuenta con datos confiables de corrientes, vientos,
difusién, o derrames de los sitios donde pueda llegar a tener aplicacién este
trabajo, lo que podria llegar a ser una gran desventaja en el mismo, pensamos
que este trabajo puede llegar a ser una valiosa herramienta tedrica para el
trabajo futuro de otros, amplidndolo o mejorandolo y hasta también llegar a
ser utlizada satisfactoriamente cuando se presente una situacién real.
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% 10°° Primer Nodo Escenario 3 <107 Nodo en G
15 8
6
10
c c
o o
g g
IS 5 €
[} [0}
2 2 2
o o
o o
0
0
-5 -2
0 500 1000 1500 2000 2500 0 500 1000 1500 2000 2500
x107° Nodo Medio x10°¢ Ultimo Nodo
25 3
25
2
c 2
kS -
] 1.5
g % 15
£ g
g 1 5 !
o o
o 5 05
05 ©
0
0 -0.5
0 500 1000 1500 2000 2500 0 500 1000 1500 2000 2500

Ficura 5. Comportamiento de los nodos a lo largo del tiempo—escenario 3
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