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ABSTRACT. The increase in the number of mortgages in Colombia and
the lack of adequate measuring tools has generated a special interest
in the study of this type of contracts, from both a financial and math-
ematical point of view. This research, the first in its type in Colombia,
focuses in valuing residential mortgages (in Colombian Pesos) analyzing
the two financial options that the law permits to the debtor: default
and prepay. The equation that models the price is developed, the sto-
chastic variables are eliminated, the boundary conditions are proposed,
and the resulting PDE is solved by means of finite difference. Several
possible cases are studied, and an analysis is presented both of the
mortgage value and of the regions of the resulting space where one of
the two options is exercised. The principal conclusions of this study
give evidence that the Colombian interest rates should be lowered.
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RESUMEN. El incremento en el nimero de préstamos hipotecarios y la
falta de herramientas adecuadas de medicién han generado un creciente
interés en el estudio de los contratos hipotecarios desde el punto de vista
de las matematicas financieras. Esta investigacién, la primera de su tipo
en Colombia, se enfoca en valorar contratos hipotecarios residenciales
denominados en pesos, tomando en cuenta las dos opciones financieras
que tiene por ley un deudor: el default y el prepago. Se desarrolla la
ecuacion que modela el precio de la hipoteca, se eliminan las variables
estocésticas, se plantean las condiciones de frontera y finalmente se
resuelve la EDP resultante por medio del método de las diferencias
finitas. Se examinan varios casos posibles de préstamos y se analiza
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tanto el valor de la hipoteca para el deudor como las regiones del espacio
en cuestién donde se ejerce una o la otra opcién. Las conclusiones
principales del estudio evidencian que las tasas de colocacién deben
disminuir en el pais.

Introduccion

Como con todo activo financiero, debe existir una metodologia clara y a la
vez precisa para valorar una hipoteca. En Colombia la valoracién de hipotecas
adquiere un caracter de suma importancia dado que la gran mayoria de los
compradores, para acceder a una vivienda propia, debe solicitar un préstamo.
En los tltimos anos hemos sido testigos en nuestro pais de la crisis que llevé a la
puesta en marcha del sistema de la Unidad de Valor Real (UVR) y a la adopcién
de medidas para garantizar el buen funcionamiento del sistema hipotecario. Se
crearon nuevas herramientas, tales como los titulos hipotecarios, que intentan
transferir los riesgos presentes en el contrato hipotecario a inversionistas dis-
puestos a aceptarlos; en el largo plazo, los bancos ya no tendran que cobrar
las elevadas tasas actuales por asumir ese riesgo, y por consiguiente las tasas
de colocaciéon podran bajar, haciendo que méas gente pueda comprar vivienda
propia. En este proceso, la valoracién de la hipoteca juega un papel vital, al
establecer exactamente cuanto vale el contrato, tomando en cuenta todas las
posibilidades a futuro.

En la actualidad, en Colombia y aiin en otros lugares del mundo, se emplean
métodos estadisticos de valoracién que solamente se basan en la historia pasada
para predecir lo que ocurrird en el futuro. No obstante, se acepta ampliamente
que un contrato hipotecario es un activo sujeto a variables estocéasticas, cuyo
tratamiento requiere de otros métodos mas adecuados. Un modelo de opciones
como el presentado en este trabajo, responde a esta necesidad, y sin embargo
también es lo suficientemente facil de implementar y entender.

El trabajo se estructura de la siguiente manera: en la seccién 1 se analizan
las particularidades financieras y juridicas del contrato hipotecario en Colom-
bia. En la seccién 2, se introducen las dos fuentes de incertidumbre a la que estéd
sujeta una hipoteca, asi como también sus respectivos modelos estocasticos. La
secciéon 3 se enfoca en establecer la ecuacion diferencial que modela el compor-
tamiento de la hipoteca, al igual que los supuestos hechos en el estudio. Las
secciones 4 y 5 exponen un método numérico para resolver la ecuacién pro-
puesta, asi como su aplicacién a ejemplos de casos especificos. Finalmente, las
conclusiones se presentan en la seccién 6.

1. El contrato hipotecario en Colombia

1.1. El punto de vista del derecho. Segin lo estipula el Cédigo Civil
Colombiano, “la hipoteca es un derecho de prenda constituido sobre inmue-
bles que no dejan por eso de permanecer en poder del deudor”.! Una hipoteca

LCédigo Civil ([4], articulo 2432, Titulo XXXVIL)
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se firma entre dos partes, y se registra en una fechas y con unas condiciones
previamente establecidas. Una parte se denomina el deudor y la otra, el acree-
dor.

En la practica, una hipoteca se firma entre una entidad bancaria, y una
persona, natural o juridica. En este proyecto, solamente se consideraran las
hipotecas firmadas con personas naturales sobre inmuebles residenciales; es de-
cir, se excluyen las hipotecas sobre bodegas, fabricas o inmuebles cuya funcién
sea diferente a la residencial. El contrato hipotecario obliga al deudor a pagarle
al acreedor una suma (correspondiente al préstamo méds intereses generados)
durante un cierto periodo de tiempo, en unas fechas establecidas. El inmueble
sirve como garantia, dandole al acreedor el derecho de reclamar su propiedad
en caso de que el deudor incumpla con los pagos prometidos.

En Colombia existen numerosos tipos de contratos hipotecarios. Se pueden
calificar segin el sistema de amortizacién que usen (régimen que controla la
Superintendencia Bancaria); el sistema de célculo de la tasa; el tiempo total de
duracién del contrato; y su denominacién. El sistema de amortizacién puede
ser de amortizacién constante, o de cuota fija (tomando en cuenta los intereses);
la tasa se puede dejar fija durante la vida del préstamo, o se puede recalcular
periédicamente (tomando en cuenta un piso y un techo legal, que establecen
un rango dentro del cual se puede mover esta tasa); el tiempo total de duracién
se establece en meses, y se puede situar entre los 60 (5 aflos) y 360 (30 anos).
Finalmente, un préstamo hipotecario puede ser denominado en pesos o en UVR.

El valor de la UVR en el tiempo ¢, en pesos, se calcula mediante la siguiente
férmula (ver [13]):

UVR, =UVR5(1+14)!/? (1.1)

donde t es el nimero de dias calendario transcurridos desde el inicio del periodo
de célculo hasta el dia de célculo (1 < ¢ < 31); UV Ry5 es el valor en pesos de
la UVR el dia 15 del mes anterior; i es la variacién mensual del IPC durante el
mes calendario inmediatamente anterior al mes de inicio del periodo de calculo;
y d es el numero de dias calendario del respectivo periodo de célculo.

La Ley 546 de 1999, en su Capitulo V, establece el régimen de financiacién
de vivienda a largo plazo. El Articulo 17 habla sobre las condiciones que rigen
un crédito de vivienda individual. Los préstamos deben estar denominados
en UVR o en pesos; su tasa remuneratoria serd calculada sobre la UVR (o el
peso), se cobrard de manera vencida, y no se podra capitalizar; su plazo de
amortizacién no podra ser inferior a 5 anos ni superior a 30 anos; deben tener
un monto maximo que no exceda el porcentaje establecido por el Gobierno
Nacional sobre el respectivo inmueble; y finalmente, lo que constituye uno de
los pilares del presente proyecto, se estipula que el deudor podra prepagar
parcial o totalmente en cualquier momento y sin ninguna penalidad.
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Las siguientes definiciones se basan en el trabajo de la Titularizadora Colom-
biana S.A. (ver [25]):

Definicién 1 (Prepago total). Se define el evento de prepago total cuando el
saldo de un crédito hipotecario disminuye a cero y esto ocurre antes del tdltimo
pago programado. Ademads, el crédito no puede haber sido declarado como
siniestrado.

Definicién 2 (Siniestralidad). Se define el evento de crédito hipotecario si-
niestrado, cuando se ha llegado a una mora superior a los 12 meses. Segun los
datos histéricos de préstamos hipotecarios, después de este periodo de tiempo la
probabilidad de curacién es menor al 4%. En este proyecto, no se considerars el
periodo de mora, y se supondra que la siniestralidad ocurre inmediatamente un
deudor decide dejar de pagar. En adelante, este evento se denominard default.

1.2. El punto de vista de las finanzas. Ahora que ha quedado en claro la
normativa hipotecaria colombiana, analicemos el contrato desde un punto de
vista financiero. Un contrato en UVR queda especificado si se acuerda una
tasa efectiva anual, un tiempo de duracion, el valor inicial de la vivienda, y
una relacién LTV que se define a continuacion.

Definicién 3 (LTV).

LTV Préstamo

Precio de la vivienda

La relacién LTV corresponde a loan-to-value, es decir, cudnto vale el prés-
tamo si se le compara con el valor del inmueble.

Aunque el enfoque propuesto para este trabajo es el de opciones financieras,
la hipoteca no se puede considerar en si misma como una opcién. Mientras
que una hipoteca es un tipo especial de contrato de préstamo, una opcién es
un contrato para comprar o vender algo en un momento dado. Sin embargo, si
se puede pensar que es un contrato que incluye dos opciones implicitas para el
deudor.

La primera opcién que tiene el deudor es la de prepagar la deuda. Como se
explicé en la seccién anterior, la Ley 546 permite que el deudor pague antici-
padamente una parte o la totalidad de lo que adeuda. Este prepago no conlleva
ningun tipo de sancién, y se puede realizar en cualquier momento. Por lo tanto,
esta opcién de prepago se entiende como una opcién americana (que se puede
ejercer en cualquier momento) sin primas en el momento de ejercicio. Ademds,
esta opcién es call, pues da al deudor el derecho de “comprar” una vivienda sin
deudas, a un precio mas favorable que lo que debe pagar originalmente por el
préstamo que pidid.

La segunda opcién es la que permite al deudor entregar su vivienda como
dacién de pago. En este caso, se considera que el préstamo ha sido saldado
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completamente. Cabe mencionar que si bien los flujos de caja del deudor se
detienen en el momento en que ejerce esta opcién (de siniestralidad o default),
no ocurre lo mismo con los flujos del acreedor, ya que tendrd que incurrir en
gastos generados por la tenencia y posterior venta del inmueble. En la préctica,
una persona no entrega de un momento a otro su casa; generalmente, el deudor
empieza a incurrir en mora, y después de un cierto periodo especificado en el
contrato, se le inicia un proceso para despojarlo de su propiedad. Sin embargo,
en este proyecto se considerard solamente que el deudor entregara racionalmente
su casa, sin incurrir en mora (ver seccién 3.1).

La opcién de default, se puede representar financieramente como una opcioén
Bermuda, que es un intermedio entre la opcién europea (que solamente se
puede ejercer al final de su vida) y la opcién americana. Este tipo de opciones
se puede ejercer en varios momentos de su vida, pero solamente en tiempos
especificados con anterioridad. En este caso, se puede ejercer solamente cada
mes, en los momentos de un pago programado (més adelante se justificard esta
eleccién). Esta opcién es put, pues le da al deudor el derecho de “vender” su
vivienda al acreedor por el monto del préstamo restante.

Estas dos opciones hacen que los flujos de caja que recibe el acreedor sean
inciertos. De hecho ni siquiera se puede conocer con anterioridad cuando se
terminard de pagar la deuda. Ademas de este riesgo, existe un riesgo de modelo
(ver [28]) que corresponde a la dificultad de establecer un modelo correcto que
explique las fluctuaciones en estos flujos. Este proyecto pretende aportarle una
herramienta al mercado para controlar estos dos riesgos.

Evidentemente, existen Unicamente tres posibilidades, mutuamente exclu-
yentes para lo que puede pasar en cada momento del tiempo con un contrato
hipotecario: el deudor puede continuar pagando normalmente; puede ejercer su
opcién de prepago; o puede entregar su vivienda en dacién de pago, ejerciendo
su opcién de default.

En el Gréfico 1 observamos lo que se podria inferir acerca de las condiciones
del contrato. El deudor recibe una cantidad de dinero al inicio del ejercicio, y
paga mensualmente una cuota de amortizacion y los intereses generados en el
periodo. La hipoteca se terminaria de pagar en el mes N. Tanto en éste como
en el Gréfico 2, los abonos a capital se presentan en negro, mientras que los
pagos de interés se muestran en gris.

Sin embargo, lo que realmente sucede es que la hipoteca no recibird flujos en
los dltimos meses, pues en general, el deudor habra para ese momento ejercido
una de los dos opciones que posee. Esto se traduce en que, para él, después de
un periodo donde hace todos los pagos programados de capital e interés, haya
un mes (M) donde amortiza totalmente la deuda, sea por un prepago (donde
se entrega todo el capital que no haya sido amortizado), o por default (donde
se entrega el valor de la vivienda). Esto se puede observar en el Gréfico 2.
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GrAFICO 1. Diagrama de flujos programados de una hipoteca

GrAFIco 2. Diagrama de flujos reales de una hipoteca

2. Modelos estocasticos

El valor de un contrato hipotecario residencial depende de dos variables, las
cuales son estocasticas. Por una parte, el precio de la vivienda que sirve como
activo subyacente no se conoce con certeza. Este afecta el valor de la hipoteca,
pues un deudor podria decidir entregar su casa si su valor cae por debajo del
de los pagos que tendré que realizar por el préstamo. El proceso usual que se
usa para modelar su comportamiento es el de un proceso lognormal:

dB

Aqui, Wy representa un movimiento Browniano o proceso de Wiener.



VALORACION DE CONTRATOS HIPOTECARIOS 305

Por otro lado, las tasas de interés influyen en el precio al proporcionar la
posibilidad de refinanciar si se vuelven favorables para el deudor; igualmente,
los flujos que se presenten en el futuro seran descontados a la tasa actual, y es
por esto que un movimiento en las tasas causard cambios en el valor presente
de la hipoteca. El suponer que la tasa de interés se mantiene constante no
tiene sentido para valorar contratos, que, como las hipotecas, tienen una vida
de varios anos.

Numerosos modelos se han propuesto para el modelaje de las tasas de interés.
Sin embargo, uno de los més aceptados y usados en la literatura concerniente
a la valoraciéon de hipotecas es el modelo de Cox, Ingersoll y Ross de 1985
(ver [6]). Basdndose en supuestos sobre el estado de la economia, proponen un
modelo de equilibrio para las tasas de interés que se resume con la siguiente
ecuacion:

dr = k(0 — r)dt + o,\/rdz (2.2)
donde dz es un movimiento Browniano; € se interpreta como la posicién central

o valor en el largo plazo, y x como la velocidad del ajuste (reversién a la media).
La razoén para escoger este modelo, radica en las cuatro condiciones siguientes:

(1) El proceso corresponde a un proceso continuo autorregresivo de primer
orden AR(1).

(2) No existe la posibilidad de que la tasa de interés tome un valor negativo.
(3) Si la tasa de interés se vuelve cero, puede volver a ser positiva.
(4) La varianza de la tasa de interés aumenta cuando la tasa de interés

aumenta.

Para mayor explicacién sobre estas condiciones, al igual que demostraciones
rigurosas usando teoria estocéstica, el lector se puede referir a [6] y [29].

Como se hace en [1], el modelo se puede escribir de la forma

ree1 = (1 — )0 + ory + op/re (2.3)

donde el término € se refiere al error. La media de r es 6. El pardmetro ¢
controla la reversién a la media; si es igual a 1, entonces estamos en presencia
de una caminata aleatoria pura. Por lo tanto, 0 < ¢ < 1. Ademads la primera
autocorrelacion es ¢, las autocorrelaciones de orden superior son potencias de

Py
var(rig1) = 021y . (2.4)

Esto muestra el porqué de la condicion 1 y de la condicién 4. La condicién
2 es valida porque la varianza condicional calculada en la anterior ecuacion
garantiza que, si la tasa se vuelve muy pequena, su varianza también lo sera,
reduciendo la probabilidad de que tome un valor negativo. De hecho ésta y la
condicién 3 pueden ser mejoradas: la tasa de interés en este modelo siempre es
positiva. Esto se puede afirmar siempre y cuando se cumpla lo que se conoce
como la condicién de Feller.
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Teorema 1 (Condicién de Feller). Si r(0) > 0 y xkf > 02/2, entonces para
todo t, r(t) > 0.

Para conocer mayor informacién acerca de este teorema, refiérase a [11]. Por
otro lado, con el fin de conocer si los datos presentaban heteroscedasticidad, se
utilizo el programa SAS para hacer la prueba de Durbin Watson. La hipdtesis
nula de esta prueba es que no existe autocorrelacién de primer orden. La
hipdtesis no se rechaza si el estadistico calculado es cercano a 2. A partir de los
datos de las tasas de interés de colocacién de viviendas no VIS del anio 2004,
el estadistico de Durbin Watson calculado mediante el proc reg, resulté ser
0.342, por lo que se puede rechazar la hipotesis nula; es decir, existe evidencia
estadistica suficiente para afirmar que el proceso dado por la ecuacion 2.2 es
un AR(1), como se ha explicado en la condicién nimero 1.

3. Analisis y planteamiento de las ecuaciones

3.1. Los supuestos. Antes de continuar, es importante establecer los supues-
tos que se tendran en cuenta en el andlisis:

e Elmodelo se hace desde el punto de vista del deudor: Aunque se podria
pensar que el flujo de caja que recibe el banco es exactamente el que
el deudor le entrega, esto no siempre es asi. En caso de que el deudor
ejerza su opcion de default, el banco incurrird en gastos relacionados
con el manejo y posterior venta del inmueble. Como no estamos con-
siderando estos gastos, pero ain méas, como se acepta que las opciones
las posee el deudor, el modelaje se realiza desde el punto de vista de
este ultimo.

e Las personas intentan mazrimizar su riqueza: En este caso, el deu-
dor tomard racionalmente las decisiones que minimicen el valor de su
hipoteca. En este punto hay que aclarar que en este estudio se esta
suponiendo que el deudor es totalmente racional, y que si financiera-
mente es mejor entrar en default o prepagar, lo hard de seguro.

e Los procesos subyacentes son los descritos en la Seccion 2: Aunque es
posible relajar este supuesto sin mayores complicaciones (en especial
en lo que concierne a las tasas de interés, donde como se dijo anterior-
mente, se conocen numerosos modelos), para este trabajo se considerard
que las variables B y r siguen estos procesos.

e No existen oportunidades de arbitraje: Si bien es conocido que en la
vida real estas oportunidades existen, no duran mucho, pues al ser de-
tectadas, el mercado mismo se corregird. Se supone en este trabajo,
como es usual en los analisis financieros, que en el mercado no exis-
ten oportunidades de arbitraje; es decir, si se consideran dos portafo-
lios libres de riesgo, los dos deben ganar exactamente la misma canti-
dad. De lo contrario, seria posible ir en corto en uno, e invertir en el
otro, generando una ganancia infinita. La explicacion de esta condicion
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proviene del hecho que los precios de riesgo neutral (aquellos que no
se ven afectados por preferencias de riesgo individuales) siguen una
martingala.

Valoracion indiferente a riesgo: Este simple argumento es vital en
la valoracién de derivados. El valor de los activos no depende de
parametros que se vean afectados por preferencias de riesgo. Por lo
tanto se puede concluir que el precio de un activo en un mundo donde
todas las personas son indiferentes al riesgo debe ser el mismo que el
del activo en el mundo real, y por lo tanto se puede suponer en el mo-
delo que las personas son indiferentes al riesgo. Esta simplificacién es
util, pues podemos decir ahora que el retorno esperado de cualquier
activo es la tasa libre de riesgo, y que, para obtener su valor presente,
se pueden descontar sus flujos futuros a la tasa libre de riesgo.

No hay costos de transaccion: No existen costos asociados a refinan-
ciamiento, como penalidades o costos de tramites. También se supone
que, de elegir ejercer la opcién de default, el deudor no incurrird en
costos asociados a su reputacion con el sistema financiero. El usar este
supuesto hace que el modelaje sea més simple. Sin embargo, puede
ser relajado sin demasiadas complicaciones. Cabe mencionar que se
considera que existe un costo de transaccién en el argumento de la
eliminacién del riesgo del portafolio (ecuacién 3.9).

Todas las terminaciones al contrato son por motivos financieros: El
deudor puede decidir terminar el contrato por motivos no financieros.
Por ejemplo, puede entregar su casa si por algin motivo ya no quiere
seguir viviendo en ella; o puede prepagar si tuvo un excedente en sus
ingresos. Sin embargo, en este modelo se supone que todos las termi-
naciones suceden por motivos financieros, es decir, pueden explicarse
por medio de la ecuacién 3.12.

No se consideran periodos de mora: Por definicién (ver Definicién 2),
una hipoteca se considera siniestrada después de un periodo de mora de
doce meses. Al excluir la posibilidad de entrar en mora, se supone en-
tonces que si el deudor considera que debe ejercer la opcion, lo hace in-
mediatamente; en Colombia se ha comprobado sin embargo que algunas
personas dejan de pagar durante algunos meses, esperando condiciones
mds favorables, que pueden incluir una renegociacién del préstamo.
Este ultimo caso no serd tenido en cuenta.

Todas las terminaciones por prepago son totales: Fxiste la posibilidad
para el deudor de prepagar parcialmente su deuda. Por ejemplo, si
tiene un pequeno excedente en sus ingresos, que no le permite prepagar
totalmente el préstamo, pero si abonar un poco més de dinero con el fin
de reducir sus pagos futuros de interés, el deudor esta en la capacidad
de hacerlo. Esto es frecuente sobre todo al final de la vida de la deuda.
Sin embargo, todas las terminaciones consideradas en este proyecto son
totales.
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o Supuestos de especificacion: El modelo presentado supone que el prés-
tamo es en UVR, que se pacta a una cierta tasa efectiva anual, y que el
tiempo total del préstamo es un entero. El sistema de amortizacion es
constante (en capital) as{ como también es constante la tasa de interés.
Ademas, la tasa de colocacion del banco esté totalmente correlacionada
con la tasa libre de riesgo, lo cual implica, entre otras cosas, que derivar
el valor de la hipoteca con respecto a la tasa de colocacién es equivalente
a hacerlo con respecto a la tasa libre de riesgo.

3.2. La ecuacién. Sean

n el tiempo en meses de la hipoteca

7(4) el tiempo del i-ésimo mes (7(z) = ¢/12)

B el valor de la vivienda

r la tasa de interés de colocacién

S(r,t;i) el valor de los pagos programados (en el tiempo ¢) de los meses
ialn

D(r, B,t;1i) el valor de la opcién de default en el tiempo ¢ cuando el
siguiente pago se debe hacer en el tiempo 7(7)

F(r,B,t;i) el valor de la opcién de prepago en el tiempo ¢ cuando el
siguiente pago se debe hacer en el tiempo 7(7)

G(r,B,t;i) = F(r,B,t;i)+ D(r, B, t;i) el valor de la opcién combinada
de dar por terminado el contrato en el tiempo ¢ cuando el siguiente pago
se debe hacer en el tiempo 7(3)

W(B,r,t;i) = S(r,t;1)—G(B,r,t;1) el valor de la hipoteca en el tiempo
t cuando el siguiente pago se debe hacer en el tiempo ()

Supongamos que el precio de la vivienda sigue el movimiento Browniano
geométrico de la ecuacién 2.1, y que la tasa de colocacién sigue un proceso de
reversién a la media, como el presentado en la ecuacion 2.2.

Cada uno de los dos factores de incertidumbre contienen un proceso de
Wiener, cuya correlacion es p (E [dz dX]| = pdt).
Usando el Lema de Ito se concluye que

ow ow ow

L[y o OPW PW L, W
T3 (UBB o7 +2onBo g t o G ) dt

(3.1)

El argumento que se usa para eliminar el término estocastico sigue los mis-
mos lineamientos de otras valoraciones financieras, y se basa en los teoremas
de Feynman-Kac. Se construye un portafolio II con una hipoteca; se toman
A1 posiciones en corto del activo subyacente, en este caso, la vivienda B; y Aq
posiciones en corto en un activo Z que dependa solamente del tiempo y de la
tasa de interés (este activo puede ser, por ejemplo, un bono cero cupén). Por
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lo tanto,
I=W —-A1B—-AxZ, (3.2)
donde Z corresponde al valor del bono. Ahora,
dll = dW — A1dB — AqdZ . (3.3)

Como Z = Z(r,t), entonces, por el Lema de It0,

oz . 0z 1, 9°Z
7 = 2odi+ 5 -dr + 5o Wdt (3.4)

y se puede concluir que

ow ow ow

dIl —Wdt + ainB + Td
1 LW PW L, W
w5 (o5 + 2o Fge o O

0z , 92, 1 ,0°Z
— AydB - A2<6t dt+ 2 dr + 5o razdt)

Si tomamos

ow

y
oaw
Ny =2 (3.7)
or

se elimina el riesgo del portafolio (la ecuacién queda en términos tnicamente
de variables deterministicas).

ow
H_
d T dt
L/ 5 2 0°W O*wW 8W
+2(“BB o7 T BB gpas o J At (38)
0z 1 62
B
9z <8t +2 or Q)dt

Como se estd suponiendo que no hay oportunidades de arbitraje, y que
se hace una valoracién neutra al riesgo (ver seccién 3.1), el portafolio debe
ganar exactamente la tasa libre de riesgo (denotada como rrgg), salvo por B;
el vender A; unidades del inmueble conlleva un costo, ya que se dejarian de
recibir los dividendos obtenidos bien sea por el arrendamiento o por el hecho
de vivir en la casa. La eleccién méas natural para tomar en cuenta este costo,
es asociar a B la tasa de colocacién r, que es superior a la tasa libre de riesgo.
Entonces,

dIl = TTES(W — AQZ)dt — Al ,TBdt (39)
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o, reemplazando las ecuaciones anteriores,

ow L O2W PW L, PW
Edt-‘- ( BB 8B2 “"QPUBBUT\f ar —|—0’T7" 87"2 dt
3.10)
07 . 1, 0°Z o oW (

Si ahora dejamos todos los términos que dependen de Z a la izquierda,
llegamos a

(% + %U?T%TQ - ’I“TE5Z) dt
0Z/or
( rresW +rBYY +o B2%BV2V +2paBBarfaBaT
oW /or

zaw)dt

(3.11)

Como se escogié el Z de manera arbitraria, la ecuaciéon 3.11 no puede de-
pender de este activo. El lado izquierdo se puede escribir como una funcién de
r y t; el argumento estandar es tomar el negativo de la tendencia del proceso
de r, es decir, —k(0 — ).

La ecuacién resultante es

aW 1 92w 92w

o B g T oV Bygs (3.12)
1, O*°W ow oW ’

+ 0'2 a 3 +7r BaiB"‘ (G_T)W_TTESW:().

Cabe resaltar que cualquier activo u opcién que dependa de los dos procesos
subyacentes supuestos en este problema, debe satisfacer la ecuacién 3.12. Para
diferenciar a la hipoteca de estos otros activos financieros, es necesario, junto
con la ecuacion diferencial parcial, especificar condiciones conocidas y deter-
ministicas sobre las fronteras. La siguiente seccién se encarga de este asunto.

3.3. Las condiciones de frontera. El dominio de la funcién en la cual es-
tamos interesados es [0,00) x [0,00) x [0,7] donde T es el tiempo total de la
hipoteca.

e W(B,r,T) =0, porque en el tiempo T se habrd amortizado completa-
mente el préstamo.

e W(B,rt) < B. De pasar lo contrario, un deudor racional entregaria
su vivienda, haciendo que D(B,r,t) = S(r,t) — By W(B,r,t) = B.
Es importante enfatizar que esta condiciéon solamente es valida en un
momento de pago mensual programado. No tiene sentido entregar la
casa en un momento que no sea de pago programado, Pues GUNGUE Su
valor sea 0, se podrd segquir viviendo en ella hasta el momento del pago.
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e W(B,rt) < V(r,t) donde V es el valor presente del prepago que se
ocasiona por refinanciar la deuda, conservando el mismo plazo, pero
con una tasa de interés menor. De nuevo, el caso contrario no puede
pasar, porque un deudor racional escogeria el préstamo mas barato
para él.

En cada momento del tiempo, se tienen ademds condiciones de frontera sobre
el espacio bidimensional B x r:

e B=0:
Si el precio de la vivienda cae hasta 0, y se estd en un momento de pago
mensual programado, el deudor entregard su casa. Es decir, D(0,r,t) =
S(r,t), F(0,7,t) =0y W(0,r,t) = 0. De presentarse el caso en que la
vivienda ya no tiene valor, pero no se estd en el momento de un pago,
el valor de la vivienda sera simplemente el valor presente del préstamo
original.

e B — o0
Cuando el precio de la vivienda crece mucho, el deudor de seguro no
entregard su casa (no entrard en default); es decir, en cualquier esce-
nario, D(B,r,t) = 0. Sin embargo, se tendrd que escoger entre seguir
pagando con base en el contrato inicial, o refinanciar, dependiendo del
nivel actual de las tasas de interés. Por lo tanto, si V(r,t) < S(r,t)
entonces se decidira por el prepago y F(B,r,t) = S(r,t) — V(r,t), y
W(B,rt) = V(r,t). De lo contrario, se decidird por seguir pagando
el contrato de la manera que se habia programado, y F(B,r,t) =0y
W(B,rt) = S(r,t). Estas dos ultimas condiciones se pueden resumir
en

F(B,r,t) = max(S — V,0)
W (B,r,t) = S —max(S — V,0) = min(V, S)

e r=0:
Cuando las tasas de interés caen hasta cero, serd atractivo para el
deudor prepagar, pues conseguird un préstamo sin intereses. Sin em-
bargo, puede que decida no hacerlo, si el precio de su vivienda es in-
cluso menor que el valor presente del nuevo préstamo y se encuen-
tra en el momento de un pago programado. Si V(r,t) < B entonces
F(B,0,t) = S5(0,t) — V(0,t), D(B,0,t) =0y W(B,0,t) = V(0,t). De
lo contrario, si la vivienda tiene menor valor que el refinanciamiento,
se entregard, haciendo que D(B,0,t) = S(0,t) — B, F(B,0,t) =0y
W(B,0,t) = B. Sino se estd en el momento de un pago programado,
no tiene sentido entrar en default y por lo tanto de seguro se tomara
la decisién de prepagar.

e — 00:
Como estamos suponiendo que la tasa de colocacién y la tasa libre de
riesgo difieren apenas en una constante, cuando la primera tiende a
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infinito, la segunda también lo hard. Al traer a valor presente los flujos
futuros, descontdndolos con una tasa de interés muy grande, su valor
tiende a cero. Es decir, W(B,r,t) = 0.

Resumiendo esto ltimo, es 1til observar las condiciones de frontera en el
diagrama 3. En negro aparecen las condiciones que valen en todos los momentos
donde no haya pago. Las condiciones de las fronteras r = 0 y B = 0 cambian
cuando se estd en un momento de pago mensual programado; estos cambios se
muestran subrayados, entre paréntesis.

En cuanto a S, y llamando L(z) al pago programado en el mes i, podemos

decir que

S(r(2);1) = L(i) + S(7(2);1 + 1)
es decir, el valor justo antes y justo después de cada mes difiere solamente en
L(3).

Como el deudor puede continuar usando el inmueble hasta el momento de
pago, no tiene sentido entrar en default sino solamente en estos momentos.
Por otro lado, es posible ejercer la opcién de prepago en cualquier momento; el
tratamiento de esta tultima requiere por tanto la observacién de una frontera en
cada momento del tiempo, que delimita la regién donde el valor de la vivienda
es lo suficiente alto, y las tasas de interés lo suficientemente bajas para que el
refinanciamiento sea 6ptimo.

4. Método numérico de solucién: diferencias finitas

El método de las diferencias finitas resuelve (en los puntos de discretizacion)
la ecuaciéon 3.12. Tiene una ventaja interesante sobre otros métodos que se
podrian intentar para solucionar este problema: se puede conocer el valor de
la hipoteca y la decisién del deudor en cada momento del tiempo, tomando
en cuenta lo que pueda pasar en el futuro. Después de solucionar la ecuacién,
se puede determinar en cada momento del tiempo dénde estd la frontera que
marca el prepago, y en cada mes, dénde esta la frontera que marca el default.

Antes de empezar, cabe recordar que la ecuacién diferencial que se estd
intentando solucionar tiene dominio

[0,00) x [0,00) x [0,T]

Al discretizar este dominio, se usardn pasos 6B, dr y 0t para B, r y t
respectivamente. El valor de la hipoteca en el punto (i0B,jor,T — kdt) se
denotard como Wf] Note que la ecuacion se resolvera hacia atras en el tiempo,
es decir, k = 0 implica t = T.

Observemos cé6mo aproximar la derivada de W con respecto al tiempo. Sabe-
mos que

ow W(B,r,t+h) —W(B,r,t)

TR h

. (4.1)
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Por lo tanto, podemos sugerir que una aproximacién de este término, toman-
do en cuenta que en el procedimiento el indice relacionado con el tiempo (k)
avanza mientras que el tiempo real retrocede, es:
k. _ yrk+l
ow Wi = Wi,
ot ot
A continuacién se muestran las aproximaciones usadas para cada una de las
derivadas presentes en la ecuacién:

ow Wl —wi

ST (4.2)
k k
ow Wik, = Wi 43
oB 6B (43)
D=0
ro F=0
W=0
D=0 (5) D=0
F=0 F =max(S —V,0)
W=5 (0) W=S§-F
V > B(t) ‘ V < B(t)
D=0 (5— B(t) D=0 B
F=S-V (0) F=S-V
W=V (B(t) W=V

GrArico 3. Condiciones de frontera
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oW Wi = Wi

—_— 4.4
or or (4.4)
k k
92W WZJrl g 2Wm» + Wi, j (4.5)
oB2 "~ 0B2 '
PW W —2Wh WE (46)
Or? 6r2 '
k k
O*W ~ WE L o =W =W v WE (4.7)
OBOr 46Béor '
La ecuacién 3.12 toma entonces la forma
k k+1 k k k
Wij — Wij 132 W1+1 J QWM + Wi_Lj BWH‘LJ W
5 T3l 5B r oB
GJWE L —2WF + WE
—rresWi + 27“ LIt 5% LIl
Wk — Wk . WEF . Wk
TB l+1,]+1 i+1,7—1 i—1,7+1 i—1,7—1
+popor By 16 B
Wk, . —WEk.
0 — 4,741 Gy 0
+ K( r)iér s
0, més convenientemente,
W —2WkE. + Wk
k+1 k 1+1,7 1,9 i—1,j
W = W + it ( e
Wk Wk, 1 W 2W +W
_HaBM_TTESW _|_7 4,5+1 i,j—1
(SB (57’2 (4 9)
—Wk . —W- W ’
B z+1,j+1 i+1,7—1 i—1,5+1 i—1,7—1
tpopor BV 15 BT

Wk ., Wk
+ k(0 —7r RAVE 2 SR )
( ) or
Para poder manejar el procedimiento, el dominio que en la direccién de
B y de r llega hasta oo debe recortarse. Wilmott en [35] propone establecer
maximos para estos dos ejes, y trabajar hasta alli, estableciendo las condiciones
de frontera en estos valores.

El grafico 4 muestra, en cada paso, los puntos que se usan para calcular
WZ;, en negro, los puntos que se usan siempre, y en gris aquellos que se utilizan
solamente cuando el coeficiente de correlacién p es distinto de 0. El método
trabaja hacia atras; como se analiz6 en el capitulo anterior, se conocen condi-

ciones de frontera para valores extremos de B y r en cada momento del tiempo,
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vy ademas se tienen condiciones terminales, es decir en t = T. Este programa
se programo también en Visual Basic, y se basa en las indicaciones que sugiere
Wilmott en [35] para valorar bonos convertibles, sujetos a riesgos de tasa de
interés y de fluctuaciones en el precio de una accion.

En cada momento del tiempo, y para cada punto del espacio discretizado
B x r se calculan las aproximaciones a las derivadas vistas en la pagina 313. El
valor de la funcién en el punto en cuestién se actualiza por medio de la ecuacién
4.9. Se actualizan también las condiciones de frontera, como se describié en la
seccién 3.3. Se revisa si el valor calculado es menor que el valor del prepago; en
caso contrario, el valor calculado se iguala al valor del prepago. Si se esta en un
momento de pago mensual programado, se hace el mismo procedimiento con el
valor de la vivienda. Lo que se hace en estas dos comparaciones, es truncar el
valor de la hipoteca de ser necesario. Este procedimiento se repite tantas veces
como puntos haya en el espacio discretizado ¢.

1 "B

GrAFIco 4. Puntos usados para calcular WZ; en cada instante
del tiempo

Si bien se acepta que los métodos numéricos implicitos son més rapidos y
estables, para este problema es conveniente usar el esquema explicito, como
se explica en [23]. Esto se debe a varias razones; la primera de ellas es que
al aumentar las dimensiones del dominio, se incrementan los problemas de
implentaciéon de un algoritmo implicito. Ademads, los términos de las segundas
derivadas se mantienen pequenos en el espacio recortado considerado, y las
fronteras de las regiones de prepago y default se pueden determinar facilmente
a posteriori.

El procedimiento programado es estable, en el sentido que pequenos cambios
en los pardmetros no afectan significativamente la respuesta obtenida. Cabe
mencionar sin embargo, que, para la grilla empleada, el método no converge si
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se usan menos de 60 pasos de tiempo por mes, es decir, si §¢ > 1/60. Como
se advierte en [23], es dificil escribir una condicién para §t y ni siquiera se ha
desarrollado una teoria formal de error para este problema.

5. Aplicacién a casos concretos

El procedimiento numérico propuesto se aplicé a un caso concreto. Aunque
la hipoteca mas comun es la de 15 afios, también existen contratos a 5 o 10
anos. Por razones computacionales, se opté por analizar una hipoteca de 5
anos (60 meses). Se consideré el siguiente escenario, que es el mds comin en
Colombia: un préstamo pactado a una tasa efectiva anual del 12.5%, con un
precio inicial de vivienda de 100 y una relacién LTV (loan-to-value) de 70%.
Como se explico en la seccién 3.1, todo el modelo estéd calibrado en UVR. Es
decir, en este caso la tasa del préstamo se refiere a UVR al igual que el precio
de la vivienda. Las amortizaciones son constantes (también en UVR) y la tasa
es fija.

5.1. Estimacién de los parametros. La ecuacién 3.12 contiene parametros
que hay que estimar para el caso colombiano. Primero se trataron los pa-
rametros relacionados con el proceso de B. La volatilidad de los precios de
vivienda, o, si se tiene que estudiar pues hace parte del modelo. La estimacién
de este parametro se realizé utilizando datos calculados por la Titularizadora
Colombiana S.A. de cifras de la Direccién Nacional de Planeacién. Como la
UVR recoge todos los efectos de la inflacion, la serie analizada estd en pesos
constantes de 1994. Esta serie contiene informacién mensual de los precios de
vivienda usada en la ciudad de Bogoté.

A partir de estos datos, se procedié a determinar la variacién logaritmica
mes a mes, tomando el logaritmo natural del cociente de datos sucesivos. Para
ser consecuente con la estimacién de la volatilidad de la tasa de interés (o),
estas variaciones mensuales se transformaron a efectivas anuales, utilizando la
férmula

te=(im+1)°—1
donde i, es la tasa efectiva anual, e i, es la tasa mensual. La desviacién

estandar, que corresponde al parametro buscado fue calculada de estos datos
transformados.

Los parametros relacionados a la tasa de interés, x, 6 y o, se calcularon
usando el procedimiento model de la versién 8 de SAS. El cdédigo usado se
basa en la forma del proceso de reversién a la media, teniendo en cuenta que
el mismo es un AR(1) con presencia de heteroscedasticidad. Los datos que
se emplearon para estimar estos parametros se obtuvieron del Banco de la
Repiiblica ([8]) y corresponden a informacién semanal de la tasa de colocacién
efectiva anual para préstamos en UVR de vivienda no VIS. En las Tablas 1 y
3 se puede observar el resultado obtenido.
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Equation | DF DF SSE | MSE Root R- Adj
Model | Er- MSE Square | R-Sq
ror
r 3 56 0.000179 | 3.193E — | 0.00179 | 0.6811 | 0.6697
6
RESID.r 56 59.0912 | 1.0552 1.0272

TABLA 1. Resultados de SAS (1)

Como se puede apreciar en la Tabla 1, el ajuste del modelo es aceptable, como
lo sugiere el R2. En la Tabla 3, se calcula la significancia de los pardmetros
estimados. En los tres casos, el valor del p-value hace que se rechace la hipdtesis
de que los parametros no son significativos; es decir, se puede concluir que las
tres estimaciones son estadisticamente validas.

Parametro Significado Valor estimado
opB Volatilidad del Precio de Vivienda 0.182606466
oy Volatilidad de la Tasa de Interés 0.005468
K Velocidad de la Reversién a la Media 0.190048
0 Media de la tasa de interés a largo plazo 0.129048
spread Diferencia entre reojocacion Y TTES 0.0873053

TABLA 2. Pardmetros estimados

Por no contar con informacién suficiente, no fue posible realizar la estimacién
del parametro p que corresponde al coeficiente de correlacién entre los dos
procesos. En este punto, el caso colombiano es especialmente particular, ya
que se vivié un periodo de altisimas tasas a finales de la década pasada, que
desvian cualquier intento por realizar una estimacién seria de la correlaciéon
con otra variable econdémica en este periodo. Por lo tanto, este parametro se

asumié en este trabajo como cero (ver los puntos que se usan cuando p = 0 en
el Grafico 4).

Finalmente, tomando en cuenta el tltimo de los supuestos de la seccion 3.1,
se calculé la diferencia entre la tasa de colocacién y la tasa de los TES, que
sirven de referencia como la tasa libre de riesgo en Colombia. La informacién
de la serie de los TES se obtuvo de www.corfinsura.com ([5]). Esta diferencia
se calculé usando tasas efectivas anuales en ambos casos. Los datos calculados
se resumen en la Tabla 2.
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Parameter | Estimate Approx |t Value | ApproxPr > | Label
Std Err t]

kappa 0.1905 0.0729 2.61 0.0115 Velocidad de
Reversion a la
Media

theta 0.121372 0.00121 | 100.22 < .0001 Media a Largo
Plazo

sigma 0.004991 0.000459 | 10.88 < .0001 Parte con-
stante de la
varianza

TABLA 3. Resultados de SAS (2)

5.2. Graficos y andlisis. Usando el programa de diferencias finitas hecho
en Visual Basic, se corrié el escenario propuesto en la péagina 316 con los
parametros de la Tabla 2. Se tomé como valor maximo de B el doble del
valor inicial, es decir 200. Para r, el méximo se fijé en 50%. En cada momento
del tiempo, se empled una grilla de discretizacién que contiene 40 puntos en
B y la misma cantidad en r. El procedimiento calcula el valor de la hipoteca
WZ} El primer valor a analizar es el valor mismo de la hipoteca en el tiempo
inicial, y con los valores iniciales, es decir, W (100, 12.5%,0), o, con la notacién
discreta, Wgy 1.

W (100, 12.5%, 0) = 71.10833526 . (5.1)

Es interesante comparar este valor con el valor que se obtendria si no se consid-
eraran las opciones; es decir, el valor que resultaria si el deudor pagara su deuda
tal y como esta programado. Para calcular este valor, es necesario calcular los
flujos de cada uno de los 60 meses considerados, y traer estos flujos a valor pre-
sente, descontandolos con la tasa libre de riesgo inicial. Esto es exactamente lo
que se hizo en el primer enfoque, ya que en (100, 12.5%, 0), no se ejerce ninguna
de la dos opciones; como se vio en la anterior seccién, el valor obtenido fue de
84.41. Esto es evidencia de que las opciones efectivamente disminuyen el valor
de la hipoteca para el deudor, y causan incertidumbre en la valoracién, por la
falta de certeza sobre los flujos futuros. De hecho, si se considerara que la tasa
libre de riesgo con la que se descuentan estos flujos fuera constante, y no se
moviera con la tasa de colocacién, este valor calculado seria una cota superior
para todo el ejercicio. Sin embargo, con los supuestos hechos, al bajar la tasa
de colocacién, también baja la tasa libre de riesgo, haciendo que haya puntos
donde el valor supera a esta cota, ya que los flujos no se descuentan de la misma
forma.

No obstante, mas interesante que este valor resulta el anélisis del compor-
tamiento de la funcion W a lo largo del tiempo. Empecemos con el tiempo
inicial, o sea t = 0. Como la grilla es tan grande, no vale la pena analizarla
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directamente; es més util observar la grafica de W (B, r,0) para todos los va-
lores considerados de B y r (en este caso, 0 < B <200y 0 < r < 50%). El
grafico 5 muestra la superficie que representa la grafica de la funcién cuando ¢
es constante (en este caso, 0). Como se observa, la funcién crece conforme el
precio de la vivienda aumenta, pero disminuye si la tasa de interés aumenta.
Esto se explica por dos factores: primero, si el precio de la vivienda es alto, y
la tasa no es lo suficientemente baja, el deudor no ejercera ninguna de las dos
opciones. Por otro lado, al aumentar la tasa de colocaciéon aumenta también
la tasa libre de riesgo, por lo que los flujos futuros son descontados a una tasa
mayor, haciendo que el valor disminuya.

El corte transversal que se encuentra en el mismo grafico, permite visualizar
el crecimiento de la funcién con respecto a B. La superficie aumenta hasta
cincuenta de forma lineal, y esto se explica por la opcién de default: existen
puntos donde el cdlculo de la funcién por medio del procedimiento de diferencias
finitas produce un valor mayor que el precio de la vivienda, y como se estd en
un tiempo donde en teoria se podria entrar entregar la casa para terminar la
deuda, un deudor racional eligiria ejercer su opcién.

Cabe enfatizar sin embargo que en el sentido estricto del contrato, en el
tiempo cero, que es cuando se ha firmado el contrato, el tinico punto posible es
el (100,12.5%,0). El resto de puntos corresponderia a un cambio stubito de B
o r, lo cual, si bien es tedricamente posible, es irrealizable en la préctica.

Conforme avanza el tiempo, el valor de la hipoteca disminuye, puesto que ya
se ha amortizado parte del préstamo. En el Grafico 6 observamos la situacién
en el mes 3.5. Como se estd en un tiempo entre pagos mensuales, el default
no es teéricamente posible (el deudor puede seguir viviendo en la casa hasta el
siguiente pago, es decir, hasta el mes 4). Esto explica el salto que se presenta
en las fronteras B=0y r =0.

Para el mes 10 (Gréfico 7), la situacién es parecida a la que se presenta en
el tiempo inicial, pues es posible entregar la vivienda. El corte transversal nos
permite identificar cémo se ha ido reduciendo el valor de la funcién sobre todo
el espacio bidimensional B x r.

Los meses 30 y 50 (Graficos 8 y 9 respectivamente) muestran situaciones casi
idénticas tanto en el grafico de superficie como en el corte transversal, pues al
suceder en un momento de pago mensual programado, existe la posibilidad de
ejercer cualquiera de las dos opciones. Sin embargo, cabe mencionar que el
valor de la hipoteca sigue disminuyendo, pues la amortizacion total sucede a
més tardar en el mes 60.

Los cortes transversales permiten apreciar una caracteristica adicional de la
funcién W cuando se analiza dejando t y r constantes. En los primeros meses de
vida del préstamo, la funcién es creciente en la direcciéon de B y ademads tiene
concavidad negativa. Conforme avanza el tiempo, esta concavidad cambia,
haciéndose positiva, lo que se traduce en que las graficas aparezcan con mayores
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pendientes. Esto es asi porque, en los puntos donde se debe seguir pagando
normalmente la hipoteca (regién de continuacién), el valor de la funcién es
casi idéntico en los primeros meses. Posteriormente, al amortizar la deuda, los
valores se vuelven més pequenos y difieren relativamente mas.
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GrAFIcO 7. Valor de la hipoteca en el mes 10 y corte transversal

Para analizar las decisiones que toma el deudor en cada momento del tiempo,
o al menos en los mismos momentos cuyas graficas se mostraron, es util observar
las graficas del espacio bidimensional B x r. De nuevo, hay que hacer el mismo
comentario acerca del tiempo inicial: un cambio stibito no es posible en la vida
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GrAFICO 9. Valor de la hipoteca en el mes 50 y corte transversal

real, pero tedricamente se puede estudiar; todos los otros casos se analizan
normalmente.

La decisién del deudor se puede observar en los Gréficos 10, 11, 12, 13 y
14. La region de continuacién se muestra en azul. La regién de prepago, que
aparece en rojo, es la regiéon mas pequena de todas, en todo momento. Por
lo tanto, segin el modelo, las terminaciones por prepago solamente ocurriran
si la vivienda aumenta de precio y la tasa de interés cae a niveles muy bajos.
Esta region, que ya de por si empieza con un tamano muy reducido, se contrae
rapidamente, como lo sugiere la sucesién de graficos. En la practica, se ha ob-
servado sin embargo que es en los tltimos meses cuando sucede més prepago.
Esto se explica por los supuestos que se hicieron al modelar este problema (ver
seccién 3.1): todas las terminaciones consideradas son por motivos financieros.
Es comin que la gente, cuando le quedan pocos meses, quiera usar un exce-
dente en sus ingresos o un ahorro, para terminar prematuramente su deuda;
no obstante, esta terminaciéon no tiene justificaciones financieras explicables
mediante el modelo considerado.

La region verde representa aquellos puntos donde un deudor racional entre-
garfa su casa para terminar la deuda. La regién empieza siendo muy grande,
yva que al principio la deuda tiene un mayor valor, y si el precio de la vivienda
cae lo suficiente, seria mejor entrar en default que continuar pagando. Al igual
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que la region de prepago, se reduce constantemente, pues el valor de la deuda
disminuye porque queda cada vez menos capital por amortizar.

Es interesante analizar lo que pasa en el mes 3.5 (Grafico 11). Aqui la regién
verde no aparece. jPor qué? Como se ha especificado el modelo, el deudor no
entregara su casa a la mitad de un mes, si puede seguir beneficidndose de ella.
Sin embargo, si puede ejercer su opcién de prepago. Los puntos con valores
altos de B y bajos de r, ademads de algunos puntos en las fronteras, son factibles
para el ejercicio de esta opcion.
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GRrAFICO 10. Decisién del deudor en el tiempo inicial
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GRrAFICO 11. Decisién del deudor en el mes 3.5
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GRrAFICO 12. Decisién del deudor en el mes 10
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GrAFICO 13. Decisién del deudor en el mes 30
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GRAFICO 14. Decisién del deudor en el mes 50

5.3. Variaciones. Ademaéas de analizar lo que ocurre con la hipoteca en el
escenario de la pagina 316, se corri6 el modelo con dos modificaciones, hechas
por aparte, pero conservando los mismos parametros resumidos en la Tabla 2.

La primera variacién considerada fue cambiar la tasa inicial de interés, es
decir, la tasa efectiva anual a la que se firma el contrato. Esta tasa se subid
de 12.5% a 25%. Si bien el valor de la hipoteca W (100,25%,0) aumenté a
74.95652114, no se puede decir que su valor se haya incrementado demasiado.
Esto se puede explicar porque como el préstamo se vuelve mas caro, aumenta
la posibilidad de ejercicio de alguna de las dos opciones, como lo sugiere el
siguiente grafico. De nuevo, la regién de prepago sigue siendo pequena, y la
region de default aparece mucho méas grande. Para el resto de tiempos, las
regiones aparecen muy parecidas a las que se mostraron cuando la tasa era de
12.5%, y por eso no se incluyen.

Por otro lado, se cambié el LTV del préstamo (manteniendo la tasa de
colocacién en 12.5%) de 70% a 95%. En la préctica, este nivel de endeudamiento
se presenta como altamente riesgoso, y de hecho en la ultima actualizacién de
la regulacién, para el tipo de préstamo considerado, el LTV se ha fijado en un
méximo de 70%. Esto es porque serd mas dificil para el deudor realizar los pagos
programados; el riesgo asociado a una hipoteca de este tipo es el crediticio. En
nuestro lenguaje, esto quiere decir que el deudor serd mas propenso a entregar
su casa para terminar el préstamo.
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Observemos primero lo que sucede con el valor de la hipoteca. Una vez mas,
el valor en el momento de la firma del contrato, y con las condiciones iniciales,
aumenta. Ahora, W (100, 12.5%, 0) = 94.89775581 y esto se representa en gran
medida en que ahora se le pidié al banco un préstamo por $95. Este aumento
de valor sucede por supuesto con la hipoteca en todos los puntos del espacio
B xrxt. Sin embargo, el valor presente de la hipoteca es menor que el valor del
préstamo, aun para el deudor. Para el acreedor, que, de presentarse un evento
de siniestralidad, recibird aproximadamente el 75% del valor total de la casa en
el momento de la venta (la cual sucede generalmente después de dos anos de
haberse registrado el default), los flujos serdn ostensiblemente menores. Esto
indica que con los supuestos hechos, un banco no debe otorgar un préstamo a
una persona que registre un LTV tan alto. A continuacién, se puede ver esta
situacion en los Graficos 16 y 17, donde se muestra tanto la superficie como su
corte transversal. Cabe mencionar que para observar el cambio en el valor de
W con respecto al escenario inicial, es suficiente considerar los meses 3.5 y 10,
pues de ellos se puede inferir cémo seran los otros.

Lo maés interesante de este ejercicio fue observar cémo se aumentaba la regién

de default. Tal y como se habia pronosticado, con un préstamo tan oneroso, el
deudor usara con mayor probabilidad su opcién put. La regién de prepago, que
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GRrAFICO 15. Decision del deudor en tiempo inicial con tasa de
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GRAFICO 16. Valor de la hipoteca (con LTV de 95%) en el mes
3.5 y corte transversal
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GrAFICO 17. Valor de la hipoteca (con LTV de 95%) en el mes
10 y corte transversal

en el caso original llegaba mdximo hasta 60 en el tiempo inicial (en los puntos
interiores), ahora ocupa un drea que llega hasta 90 en los mismos puntos. La
region de prepago no presenta mayores alteraciones. Observemos esta situacién
en los siguientes graficos.
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GrAFICO 18. Decisién del deudor en tiempo inicial con LTV de 95%
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GrAFICO 19. Decisién del deudor en el mes 3.5 con LTV de 95%
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GrArico 20. Decisién del deudor en el mes 30 con LTV de 95%

6. Conclusiones

6.1. Trabajo a futuro. Este proyecto pretende ser un primer paso en la di-
reccién de la valoracion de contratos hipotecarios colombianos. Como tal, esta
sujeto a mejoras y cambios, los cuales servirfan para continuar el analisis de
este tipo de préstamos.

Las modificaciones iniciales podrian incluir la relajacién o el cambio de cier-
tos supuestos. Existen diversos procesos que sirven para modelar la tasa de
interés r y las fluctuaciones en los precios de un activo B, que se podrian
estudiar. Esto requeriria modificar también la ecuacién diferencial a solu-
cionar, pero conservando el procedimiento financiero tipico de eliminacién del
riesgo. Igualmente, al obtener més datos (y més precisos), se podrian obtener
mejores estimaciones de los pardmetros necesarios; incluso se podria estimar
el pardmetro p, cuyo calculo no fue posible de realizar en esta tesis por no
contar con suficientes datos, y constituye una de las mayores limitaciones del
modelo presentado. Cabe mencionar sin embargo, que el cédigo programado
es lo suficientemente general como para tomar en cuenta esta correlacion.

Desde el punto de vista del procedimiento numérico, si bien se acepta que
para solucionar ecuaciones del tipo de la ecuacién 3.12 no se pueden emplear
métodos analiticos para llegar a una respuesta exacta, se podrian intentar otros
métodos de discretizacion. Entre ellos, uno que resulta muy intuitivo es el de los
arboles binomiales, que en este caso tendria que ser un arbol binomial bivariado,
por las dos fuentes de incertidumbre consideradas. Para mayor informacién
acerca de cémo usar este método en un problema del mismo tipo del que se ha
considerado, se puede ver [2], [14] y [15]. Otro enfoque que podria ser util por
la cantidad de variables de la funcién W, seria utilizar simulaciones.

Sin embargo, si se opta por el esquema de diferencias finitas, también resul-
tarfa interesante estudiar otros métodos implicitos de solucién, cuya convergen-
cia fuera mas rdpida. De todas maneras, hay que anotar que por la naturaleza
misma de la ecuacién 3.12, la implementacién de mejores métodos es bastante
complicada, como se argumenté en la pagina 315. Algo que si podria mejorarse,
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es ensayar programar el procedimiento en otro lenguaje de programacion para
que el tiempo de ejecucién se reduzca.

Finalmente, seria interesante hacer mas variaciones al problema inicial, in-
cluyendo diferentes tasas de interés y niveles de LTV. Las modificaciones po-
drian incluir también el cambio del escenario inicial supuesto, analizando hi-
potecas denominadas en pesos, con sistemas de amortizacion no constantes o
con tasa de interés variable. Un modelo méas completo incluiria también otros
activos de la economia, para analizar cémo influyen en el comportamiento del
valor de la hipoteca.

6.2. Conclusiones finales. Si bien el uso de fuertes supuestos y la falta de
datos hacen que el modelo no sea del todo completo, se puede afirmar que se
respondio satisfactoriamente al objetivo de aportar una herramienta al sistema
financiero y a la comunidad en general para valorar contratos hipotecarios en
Colombia. Sin embargo, los esfuerzos en este sentido no deben detenerse con
este trabajo.

Los modelos sugeridos, al igual que la ecuacion diferencial que se deriva de
ellos, resultaron en un modelo consistente con la realidad colombiana. Esto
se puede ver por los valores encontrados después de aplicar el procedimiento
numérico. Igualmente, el método de las diferencias finitas explicitas, si bien
necesita un paso en el tiempo lo suficientemente pequeno (que se traduce en una
gran cantidad de iteraciones), sirvié para encontrar la solucién del problema.

La aplicacién al caso visto en la Seccién 5 permitié no sélo calcular el valor
de la hipoteca para el deudor en el momento en que se origina el préstamo, sino
también en otros puntos del espacio discretizado B x r x t. El valor para el
deudor resulté ser menor que el del valor presente de los pagos programados,
evidenciando la importancia de las dos opciones implicitas. El método ademés
permite ver cémo el valor de la hipoteca decrece con el tiempo.

En cuanto a la decisién del deudor, se comprobd que las dreas, tanto de
la region de prepago como de la de default, decrecen a medida que avanza la
vida del crédito. Esto tiene sentido si se considera que el modelo solamente
toma en cuenta razones financieras, porque hacia el final de la vida del crédito,
cuando se ha amortizado ya una gran parte del préstamo, el total de los pagos
programados restantes disminuye, y por lo tanto también lo hace el valor de
las opciones.

En cuanto a las variaciones del escenario inicial, se puede decir que este
tipo de contratos es mads sensible a movimientos en la relacion LTV que a
fluctuaciones de la tasa de interés inicial del crédito. De hecho, segin los
resultados obtenidos, no existe mucha sensibilidad al mover la tasa de interés.
Esto se presenta porque al aumentar la tasa de interés, aumenta también la
probabilidad de que los deudores ejerzan sus opciones. Esta conclusién deberia
servir para que los bancos reduzcan sus tasas de interés, pues si bien a una tasa
de interés mayor reciben, en teoria, mayores flujos de dinero, no se ha tomado en
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cuenta que también més deudores usaran alguna de las dos opciones. En cuanto
a las variaciones del LTV, el modelo comprueba lo que se ha propuesto con la
nueva legislacién: hay que limitar el LTV médximo de un préstamo (actualmente
en 70%) pues a niveles superiores solamente se incrementa la posibilidad de
ejercicio de las opciones, especialmente de default, pues el deudor no estard en
capacidad de pagar un préstamo tan oneroso.
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