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RESUMEN. ;Es posible modelar mateméaticamente el conocimiento?
;Qué herramientas y conceptos matematicos si puede usar para tanto?
En este articulo, respondemos a estas cuestiones al desarrollar los con-
ceptos bésicos de epistemologia tal cémo es usada en teoria de juegos
y finanzas. Asi, la respuesta a tales preguntas no es sélo un intere-
sante ejercicio matematico, sino que encuentra mucha utilidad en apli-
caciones. Es este articulo también un homenaje a ROBERT AUMANN,
el matemaético israeli ganador del premio Nobel de Economia de 2005
quien desarrollé gran parte de la teoria aqui expuesta.

1. Introduccion

El objetivo de nuestro articulo es construir un modelo matematico para el
conocimiento y discutir algunas aplicaciones, principalmente en el campo de la
economia matematica y teoria de juegos.

Una advertencia importante es que no tocaremos los problemas filoséficos
de la epistemologia o de la filosofia de la ciencia ni tampoco los problemas
préacticos de la inteligencia artificial.
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Nuestra cuestién principal es la siguiente: jcémo es posible modelar mate-
maéaticamente el conocimiento? Para contestar a tal pregunta, utilizaremos prin-
cipalmente conceptos de la l6gica y de la teoria de sistemas en un nivel elemen-
tal. Esperamos que cualquier lector con un conocimiento de las matematicas
a nivel elemental sea capaz de entender el contenido presentado aqui. Solo
en la seccién 7?7 utilizaremos conceptos especificos de la teoria de juegos, pero
a un nivel muy basico. Ademds, todo lo que necesitaremos sobre el tema lo
definiremos en esa misma seccién. Los usos de la teoria presentada aqui los
discutiremos brevemente en la secciéon ?7, incluyendo las finanzas, la teorfa de
juegos, el equilibrio general, etc.

El articulo se organiza en la forma siguiente: en la seccién 7?7, presenta-
mos el modelo bésico del conocimiento con oraciones, conocido como modelo
sintdctico. La seccién 77 construye entonces el modelo semdntico usado en
las finanzas y la teoria de juegos. La seccién 7?7 introduce el operador del
conocimiento en el modelo seméantico, para establecer la relacién entre las de
los metodologias. La seccién ?? define y discute ejemplos del conocimiento
comun.

Este articulo estd parcialmente basado en los trabajos del ganador del prémio
Nobel de Economia, ROBERT AUMANN (1999a, 1999b).

2. Modelo sintéactico

2.1. Sentencias. Los objetos basicos que podrian ser conocidos seran aser-
ciones en el mundo. Por ejemplo:

Colombia es un pafs. (a)
Lloverd manana. (b)
La bolsa subié 1% ayer. (c)

Tales aserciones (que pueden ser verdades o no) serdn llamadas las oraciones
atomicas y denotadas con letras minisculas. El sistema simple de las oraciones
atémicas (o de hechos) serd denotado con S.

De las oraciones atémicas, podemos conseguir oraciones o formulas usando
las reglas siguientes:

Sia €S, entonces a es una oracién. (R1)
Si a es una oracién, entonces ~ a es una oracién. (R2)
Si a y b son oraciones, (a A b) es una oracion. (R3)

Con estas reglas, tenemos exactamente el concepto de oraciones como en la
logica. Dado que nuestro objetivo es estudiar la nocién de conocimiento, intro-
ducimos otra regla mds para formar oraciones. Sean I = {1,...,n} un conjunto
de individuos y para cada i € I, un conjunto de atributos subjetivos, A;. Por
ejemplo, A; podria ser el conjunto {k;, g;, ¢;, p$' }, donde sus elementos tendrian
los siguientes significados: k; (z) significa que el individuo 4 sabe que la oracién
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x es verdadera; g; (x) significa que a i gusta que x sea verdad; ¢; (x) significa
que 7 cree que z es verdad; pg* () significa que ¢ atribuye probabilidad « € [0, 1]
a que x sea verdad, etc. Asi, introducimos la regla siguiente: sii € 'y f; € A;:

Si a es una oracién, entonces f; (a) es una oracién. (R4)

Estamos ahora en posicién de definir lo que entenderemos por oraciones:

Definicién 2.1. Dados S, I y A = {A;},.; como arriba, una secuencia finita
de sfmbolos es una oracidn (o férmula) si se obtiene por el uso repetido de las
reglas R1, R2, R3 y R4. Una oraciéon se llama objetiva si se obtiene de R1, R2
vy R3.

Por ejemplo, si S = {a,b,c}, I = {1} y A1 = {k1} entonces ~ (aA ~ (bAc))
y k1 (a A ¢) son oraciones, mientras que ((aA ~))be, dAby k1 (~ aa) no lo son.

Para la conveniencia de la notacién, escribimos (a V b) como abreviatura de
~ (~aN ~b)y (a=0b) para ~ (aA ~ b). Semejantemente, definimos (a < b).
Vamos ademas a estipular que podemos omitir o agregar paréntesis segin reglas
usuales, es decir, para (a A b) escribiremos a A b.

Notacién 2.2. Dados S, I y A = {A;},.; como arriba, el conjunto de todas
las oraciones se llama la sintazris y se denota con S (S, I, A), o simplemente con
S si no hay posibilidad de confusién. Al conjunto de las oraciones objetivas lo
denotaremos con SY (S) o simplemente con S©.

En seguida definiremos las reglas de la deduccién logica.

2.2. Reglas de la deduccién légica. Sea F' C S un conjunto de oraciones
atémicas. Los elementos de F' deberan entenderse como las oraciones atdmicas
verdaderas. Construyamos, de alli; la lista de las oraciones verdaderas, deno-
tada con L (F') o simplemente con L.

Definicién 2.3. El cierre (Idgico) de F C S, denotado por L (F) C SO, es el
(tinico) conjunto que satisface las propiedades siguientes:!

Sia €S, entonces a € L(F)si y solamente si a € F. (L1)
aybe L(F)siy solamente si (a Ab) € L. (L2)
a € L(F) siy solamente si ~a ¢ L(F). (L3)

Como todas las oraciones en S son obtenidas usando un nimero finito de
veces las reglas R1, R2 y R3, para todo a € SY podemos decidir siempre,
usando las reglas L1, L2 y L3, sia € L(F) o a ¢ L(F) y si una, y solamente
una, de estas condiciones es valida. Por eso decifamos que hay un tinico conjunto
que satisface las condiciones L1, L2 y L3. Es decir, £ (F) queda bien definido.
Tenemos, por otra parte, que L (F') es coherente, completo y cerrado, en los
sentidos que definimos en seguida:

LObservemos que si £L C ST es el cierre 16gico de un conjunto F' C S, entonces F = LN S.
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Definicién 2.4. Una lista de oraciones £ C S se dice coherente si ~ a € L
implica que a ¢ £.2

Definicién 2.5. Una lista de oraciones £ C S se dice completasi a ¢ L implica
que ~a € L.

Definicién 2.6. Una lista de oraciones £ C S se dice cerrada si a, (a = b) € L
implica que b € L, es decir, vale el modus ponen.

La definicion del cierre légico nos ahorra el trabajo de definir tabla-verdad y
asignaciones, como es tradicional en Logica. Es por eso que L.1-L.3 estan escritos
en la forma de si y solamente si, porque la informacién en las dos direcciones
es lo que se obtiene de la tabla-verdad.

Es inmediato ver, de L3, que el cierre légico £ (F') es coherente y completo.
Por otra parte, la propiedad siguiente justifica el nombre del cierre logico:

Lema 2.1. El cierre 16gico L(F) es cerrado.

Demostracion. Si a,(a = b) € L, entonces aA ~ b ¢ L, por la definicién de
(a=1b) y por L3. Como a € L, eso s6lo puede ocurrir si ~ b ¢ £, por L2.
Luego, nuevamente por L3, be £. ™

Ahora bien, es util entender lo que significa la terminologia “modelar” en
nuestro contexto. Por eso damos la siguiente definicién.

Definicién 2.7. Dada una oracién a € S©, decimos que una lista L C S
modela a a o que F = LNS modela a a si a € L(F). En este caso, escribimos
Fl=aoL Ea Unalstal CS (o F=LNS) modela un conjunto de
oraciones objetivas C si L = a, Ya € C. En este caso escribimos £ = C.

Podemos ahora definir tautologias y contradicciones.

Definicién 2.8. Dada S, una tautologia es una oracién objetiva a € SO (S) si
para todo F' C S, a € L(F). En este caso, escribimos |= a.

Definicién 2.9. Dada S, una contradiccion es una oraciéon a tal que ~ a es
una tautologia. En este caso, escribimos L a.

O sea, una tautologia es una oracién que es verdad independientemente de
cual de las oraciones atomicas sea verdadera. Por ejemplo, ~ a V a es una
tautologia, mientras ~ a A a es una contradiccion.

2Algunos autores (AUMANN, por ejemplo) dicen que una lista de las oraciones £ C S
es consistente si a € £ implica que ~ a ¢ L. Esta condicién, sin embargo, es solamente la
contrapositiva de: ~ a € £ implica que a ¢ L. Es decir una lista es consistente si y solo si es
coherente.
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2.3. Verdades objetivas. Al fijar un sistema de oraciones atémicas F' C S,
estamos fijando los hechos del mundo que son verdades: sélo los que estan en
F. Siae S\ F, aes falso. Sin embargo, las verdades objetivas no incluyen
solamente a F', sino también a toda oraciéon que se pueda légicamente derivar
de las oraciones en F. Es decir, tenemos la siguiente:

Definicion 2.10. Dada una lista de oraciones atomicas verdaderas F' C S, el
conjunto de verdades objetivas es simplemente el cierre ldgico de F', es decir,

L(F).

Observemos que las oraciones atémicas son verdades si y solamente si estan
en F'. Sin embargo, pueden existir oraciones subjetivas, como por ejemplo,
que el individuo i conoce a, k; (a), tales que su veracidad no es deducible por
implicaciones légicas. Esto nos lleva al concepto de verdades subjetivas.

2.4. Verdades y verdades subjetivas. Definiremos ahora cuéles son los con-
juntos que es razonable tener como oraciones verdaderas.

Definicién 2.11. Un conjunto de oraciones V C S es un conjunto de verdades
compatibles con F' C S (o simplemente V es un conjunto de verdades) si las
siguientes condiciones se satisfacen para todo i € I:

Va €S, a€V siysolamentesia € F. (V1)
aybeV si y solamente si (a Ab) € V. (V2)
aeV si y solamente si ~a ¢ V. (V3)

En este caso, diremos que V C S es un conjunto de verdades compatibles con el
cierre de F, L (F) (el cual determina y es determinado solamente por F).

Tenemos el resultado siguiente:

Teorema 2.12. Un conjunto de oraciones V C S es un conjunto de verdades
si y solamente si es coherente, completo, cerrado y contiene a todas las tau-
tologfas.?

Demostracion. Sea ' =1V NS. Si V es conjunto de verdades compatible con
F', entonces es coherente, completo (por V3) y es cerrado por V2, V3 y por la
demostracion del Lema ?7?. V contiene todas las tautologias porque contiene a
L (F) (compérese V1, V2 y V3 con L1, L2 y L3).

Asumamos ahora que V sea coherente, completo, cerrado y que contenga
todas las tautologias. Por la definicién de F, vale V1. Como V es coherente
y completo, vale V3. Verifiquemos que vale V2. Como V contiene a todas las
tautologfas, contiene a las tautologias ((a Ab) = a) y ((a Ab) = b). Entonces,
si (a Ab) €V, dado que V es cerrado, a,b € V. Supongamos ahora que a,b € V.
Si, por absurdo, (a A b) ¢ V, entonces ~ (a Ab) € V, porque V es completo. La

30bservemos que las definiciones de coherente, completo y cerrado se aplican a las listas
b
generales de oraciones.
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tautologia ~ (a A b) =~ (aA ~~ b), que por hipétesis estd en V, implica que
~ (aA ~~b) € V, porque V es cerrado. Observemos que la condicién de que V
sea cerrado es equivalente a la condicién de que ¢y ~ (¢A ~ d) € V impliquen
d € V. Entonces, de la hipotesis a € V se concluye que ~ b € V. Pero esto
contradice la coherencia de V porque b € V. Esto prueba que V2 se satisface.

v
Tenemos la siguiente:

Proposicion 2.13. Todas las consecuencias Iégicas de las verdades atémicas,
y solamente éstas, son las oraciones objetivas en V, es decir, L(VNS) =
yNnso(9).

Demostracion. La inclusién £ (VN S) € VN S? (S) viene directamente de las
condiciones V1, V2 y V3 (generalizaciones de L1, L2, L3). Por otro lado, si
aeVNS2(S)\L(VNS), entonces ~ a € L(VNS) c YNSY(S), por L3.
Esto contradice V2 arriba.

Es 1til definir “teoremas” en nuestro contexto. Esperamos que los enuncia-
dos demostrados en este articulo no sean confundidos con “teoremas”.

Definicién 2.14. Una oracién a € S es un teorema si a es una tautologia o si
a €V, para todo conjunto de verdades V C S. Si a es un teorema, escribimos
E a. El conjunto de teoremas serd denotado por 7.

Podemos ampliar la definicién anterior a la de contradiccion:

Definicion 2.15. Una contradiccion es una oracién a tal que ~ a es un teo-
rema. En este caso, escribimos L a.

Tenemos también la siguiente definicion:

Definicién 2.16. Dado un conjunto de verdades V C S, las verdades subjetivas
son las oraciones a € V que no son teoremas y que contienen un término en A;
para algin ¢ € I. El conjunto de las verdades subjetivas puede denotarse con
VSicy~L(yns).t

2.5. Reglas del conocimiento. Ademdas de las reglas especificadas en las
definiciones 77 y 7?7, podemos establecer algunas reglas para los atributos sub-
jetivos de las oraciones. Por ejemplo, es comin especificar que si k; € A;,
entonces el conjunto de verdades V tendra que satisfacer, ademds de V1, V2 y
V3, también las caracteristicas siguientes:

Si ki(a) € V, entonces a € V. (K1)
Si k;(a = b) € V, entonces (k;(a) = k;(b)) € V. (K2)
Si ki(a) ¢ V, entonces k;(~ k;(a)) € V. (K3)

4En general, V5 # V ~ L (VN S) porque puede haber teoremas formados con términos
subjetivos. Por ejemplo, basta substituir algin término en una tautologia por una férmula
con términos subjetivos.
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El item K1 especifica que los individuos solo podran “conocer” oraciones ver-
daderas. El item K2 dice que si un individuo conoce una implicaciéon y conoce
la premisa, entonces conoce la conclusién. En otras palabras, los individuos
son capaces de llegar a conclusiones logicas. K3 requiere que el individuo sea
consciente de lo que no sabe, es decir, si él no sabe algo, entonces sabe que no
lo sabe.’

Tenemos la siguiente:

Proposicion 2.17. Si se cumplen K1, K2 y K3, las afirmaciones siguientes
son teoremas:

(i) ki (a) = a.
(i) ki (a = b) = (ki (@) = ki (b))

Demostracion. (i), (i) y (iii) son de la forma f = g y corresponden a las
afirmaciones K1, K2 y K3, si los escribimos como “si f € V entonces g € V.
Como K1, K2 y K3 son vélidos para todo V, entonces ~ fA ~ g no puede
pertenecer a ningin V. Luego, ~ (~ fA ~ g) € V para todo V, por K3. O sea,
las oraciones (f = ¢) estdn en todos los V y, por lo tanto, son teoremas. i

3. Modelo semantico

En la literatura de la economia y de la teoria de juegos los estados de la
naturaleza y los estados del mundo se toman muchas veces como sinénimos.
Sin embargo, algunos autores adoptan la distincién que en seguida haremos
aqui.

Definicién 3.1. Un estado de la naturaleza es cualquier conjunto de oraciones
objetivas que sea coherente, completo, cerrado y que contenga a las tautologias.
El sistema de los estados de la naturaleza lo denotaremos con N.

Observemos que N ={L (F): F c S}. Como un conjunto cerrado de ora-
ciones objetivas define univocamente las oraciones atomicas verdaderas y esta
determinado por éstas, podemos abusar de la terminologia para llamar estado
de la naturaleza también al conjunto correspondiente de las oraciones atémicas
que son validas en el mismo.

Definicién 3.2. Un estado del mundo es cualquier conjunto de verdades com-
patible con algun estado de la naturaleza. Denotaremos al conjunto de los
estados del mundo con €.

50bservemos que K3 no puede ser deducido de K1, por ejemplo. De hecho, aunque la
premisa k; (a) ¢ V implique, por V3, que ~ k; (a) € V, K1 no implica la conclusién de K3:
ki (~ ki (a)) € V.
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La principal distincién de estos dos conceptos estriba en que los estados
de la naturaleza se refieren solamente a los hechos objetivos. Los estados del
mundo, por otra parte, toman en cuenta la actitud subjetiva de los individuos
con relacion a tales hechos.

Un comentario importante ahora es que podemos asociar con cada oracién
a € 8, un evento E, C 2, que es el conjunto de todos los estados del mundo en
donde la oracion a es verdadera, es decir, el conjunto de todos los w € € que
contienen a a. Matema&ticamente:

E,={weQ:acw}. (3.1)

Hay conjuntos E C  que no corresponden a ninguna oracién (como nosotros
mostraremos luego), pero existe un “isomorfismo” entre oraciones y subcon-
juntos de € que sean de la forma descrita arriba. Para precisar este hecho
necesitaremos de algunas otras definiciones. Sea el conjunto de todos los sub-
conjuntos de €2 que corresponden a una oracién, es decir,

SQ)={FCQ:FE=E,paraalginacS}. (3.2)

Recordemos que el sistema de todos los teoremas se denota con 7 . Definimos
la clase de equivalencia de una oracidon a como sigue:

[a={beS:(aeb)eT}. (3.3)

O sea, la clase de equivalencia de una oracién a es el conjunto de todas las
oraciones equivalentes a a. A continuacién, definimos:

[S]={[a] :a €S} =S8|T. (3.4)

Denotemos el complemento de un conjunto E por ~ E. En particular, escribi-
mos S () \ ¢ ([a]) como ~¢ ([a]). Tenemos entonces el siguiente:

Teorema 3.3. La aplicacién ¢ : [S] — S () definida asociando a cada [a] € [S]
el conjunto E, para algin a € [a], estd bien definida y tiene las siguientes
propiedades:

(i) es bijetivo;
(i) ¢ ([~ a]) = ~p ([a]);
(iif) ¢ ([a A D)) = ¢ ([a]) N ([b]).

Demostracion. En el apéndice. M

Quizés el lector se sienta mas cémodo en la lectura de las afirmaciones
(ii) y (iii) del anterior teorema usando sus correspondientes més directos: (ii)
E., =~ Eg; (iii) E,ap = E, N Ep. Estas se prueban facilmente, como se
muestra en el lema siguiente:

Lema 3.1. Sia,b € S, entonces E.., =~ E,; Eqpnp = E;NEy y Eqguy = E,UE.
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Demostracion. De las caracteristicas anteriores, tenemos las equivalencias si-
guientes (que, para no generar confusién con el simbolo < de la sintaxis, es-
cribimos como = (se lee ‘si y solamente si’):°

w € Eu= ~acw=a¢tw=w¢E, =we~E,.
w € FEygpp=aNbew=abcw=weE,weE =weFE,NE,.

La primera linea demuestra que E., =~ FE, y la segunda que E,np = E, N Ep.
La propiedad F,v, = F, U Ej puede ser probada semejantemente o, con las
anteriores, usando la definicién de a V b:

Eave =E(~an~b) =~ E(nan~b)
=~ (BwwNEwy) =~ (~E,N~E)=E,UE, ™

El lector debe haber observado que incluimos en el lema la propiedad
E.vw, = E, U E}, cuya correspondiente no aparece en el Teorema ?77. Sin
embargo, tal correspondiente, es decir, ¢ ([aV b]) = ¢ ([a]) U ¢ ([b]) es obvia-
mente verdadera. Preferimos esta economia para guardar un cierto paralelismo
con V2 y V3.

Otro resultado interesante es el siguiente:

Lema 3.2. E, C Ej si y solamente si a = b es un teorema.

Demostracion. Sea a = b un teorema y sea w € F,. Por la definiciéon de E,,
a € w. Como w contiene los teoremas y es cerrado, entonces b € w, o sea, w €
Ey. Supongamos ahora que E, C E}. Queremos probar que (a = b) € w para
todo w € €. Supongamos lo contrario. Entonces existe w tal que (aA ~ b) € w.
Eso significa que a € w € E; y que b ¢ w, es decir, w ¢ Ej,. Eso contradice que
E,CE. ™

Un corolario imediato de este lema es que E, = Fj si y solamente si a < b
es un teorema. (Otra consecuencia es que ¢ esta bien definida en el Teorema
?7?.)

Observemos que hemos demostrado la existencia del “isomorfismo” entre [S]
yS(Q)={F CQ:3JacStal que F = E,}. Como dijimos previamente, hay
subconjuntos de Q que no son de la forma E,, es decir, no estdn en S (2). Eso es
verdad aun restringiéndonos a las oraciones atémicas, es decir, suponiendo que
todos los conjuntos de atributos subjetivos A; sean vacios para todo individuo
1 € I. De hecho, consideremos el siguiente:

Ejemplo 1. Suponga que A; = & para todo i € I y que S (el conjunto
de las oraciones atémicas) es infinito: S = {a1,a9,...}. Sea E = NpenE,, -
Como L (S) es un estado del mundo (porque nuestro mundo no tiene partes
subjetivas) y estd contenido en E, esa interseccién no es vacia. Afirmamos que
no existe s € S tal que £ = E,. Como s es una oracién, solo puede contener

6l lector puede tomar como ejercicio la tarea simple de encontrar la justificacién de cada
de estas equivalencias.
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un numero finito de oraciones atémicas. Sea a, una oracién atémica que no
esté en s. Entonces las dos posibilidades para a,, (ser verdadera o ser falsa) son
compatibles con s. En otras palabras, existen w,w’ € E; = {w € Q: s € w}
tales que a, € wy ~ a, € . Luego, Es # FE, pues a, ¢ v’ € E; mientras
a, € w, para todo w € E.

El ejemplo anterior sugiere la pregunta de si realmente precisamos de la
hipotesis de que S sea infinito. Para el caso de oraciones objetivas, la respuesta
es negativa, como lo muestra el:

Lema 3.3. Suponga que A; = & para todoi € I y S es finito. Entonces S (£2)
comprende todos los subconjuntos de §2.

Demostracion. Suponga que S tiene n elementos. Entonces hay a lo sumo
2™ diferentes subconjuntos C' C S. Cada un de ellos define un estado del
mundo (objetivo): w = L (C). Como los estados del mundo son los conjuntos
coherentes, completos y cerrados que contienen a las tautologias, no hay ningin
otro estado que no tenga esa forma. O sea, {2 tiene 2" elementos y, por lo tanto,
todos los subconjuntos de 2 pueden escribirse como unién finita de los conjuntos
unitarios de los estados del mundo. Cada subconjunto C' C S determina una
conjuncién finita de férmulas vélidas y tales férmulas determinan inivocamente
un estado w. Asi, por el Lema 7?7, todo subconjunto de €2 esta asociado a una
formula en S. ™

Sin embargo, cuando hay componentes subjetivos en el mundo, S(€2) no
abarca todos los subconjuntos de €2, aun en el caso en que S sea finito. La
razon es que existen infinitas oraciones (construidas con las propiedades subje-
tivas) que pueden ser verdaderas o falsas y, as{ podemos usar el argumento del
ejemplo.

Vamos ahora hacer una observacién sobre S (€2) qué podria ser 1til si quisié-
ramos definir probabilidades sobre  (lo que no haremos aqui). Para empezar,
recordemos las siguientes definiciones:

Definiciéon 3.4. Un dlgebra F es una colecciéon de subconjuntos de € que
cumple:

(i) Qe F;
(ii) Si E € F entonces ~ E € F;
(iii) Si B, € F, n € N CN, con N finito, entonces UpecnFEy, € F.

Tenemos el resultado siguiente:

Lema 3.4. S() es una dlgebra.

Demostracion. Si a es un teorema, a € w para todo w € Q, es decir, £, = Q.
Luego, 2 € () . Si E € §(Q), existe a € S tal que E = E,. Por el Lema
", ~E=~E,=FE., €S8(Q). Si E,, €S(Q), para ay,...,a, € S, entonces
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a1 V..Va, €S. De nuevo por el Lema 7?7, tenemos U 1 E, = FE4,v. va, €
SQ). ™

El interés de este resultado proviene del hecho de que basta para definir una
medida de probabilidad sobre un dlgebra, de manera que ella se extienda de
manera Unica a la sigma-dlgebra generada (para estos conceptos de la teoria de
la medida, vea libro especializado en el tema). Para comodidad de la lectura y
para comparar con el concepto anterior, definimos:

Definicion 3.5. Una sigma-dlgebra F es una coleccién de subconjuntos de €2
que cumple:

(i) Qe F;

(ii) Si E € F entonces ~ E € F;

(iii) Si B, € F, n € N C N entonces UpenE,, € F.

En la proxima seccién utilizaremos el concepto siguiente:

Definicién 3.6. Un dlgebra universal F es una coleccién de subconjuntos de
Q que cumple:

(i) Qe F;
(ii) Si E € F entonces ~ E € F;
(iii) Si B, € F, n € N, N arbitrario, entonces U,cnFy, € F.

4. Estados del mundo y conocimiento

Los estados del mundo determinan lo que cada individuo conoce:

Notaciéon 4.1. Dado un estado del mundo w € €, el conjunto de todas las
oraciones que el individuo 7 conoce, es decir, las férmulas que empiezan con k;,
lo denotaremos con k; (w).

Una nocién importante es el conjunto de todos los estados del mundo que
son indistinguibles para el jugador i (desde el punto del conocimiento). Este
conjunto de estados del mundo es tal que las férmulas que ¢ conoce son exac-
tamente las mismas. Esta nocién se define por el conjunto:

L (w)={w € Q:r; (W) =k (w)}. (4.1)

Para entender el significado de I; (w), pensemos que el estado del mundo w
describe exactamente lo que es verdad. De todas las verdades que valen en
el estado w, el individuo 7 conoce apenas una parte. Asi, algunas cosas que
él no sabe pueden ser verdaderas o falsas. O sea, hay otros estados posibles
del mundo donde el individuo sabe exactamente lo mismo. A partir de lo que
sabe, el individuo es incapaz de distinguir el estado w de esos otros estados
(que estan, por definicién, en I; (w)). Obviamente, tenemos que w € I; (w).

Los conjuntos I; (w) definen una particién de Q (una particién de un conjunto
es una coleccién de subconjuntos disjuntos entre si cuya unién es exactamente
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el conjunto original). De la definicién (?7?), es ficil ver que dados los estados
wy W', los conjuntos I; (w) y I; (w') o son disjuntos o son iguales. Ademds,
todo w € Q estd en por lo menos un I; (w), probando la afirmacién de que
P; ={I; (w) : w € Q} es una particién de 2. Estas dos observaciones inspiran
la siguiente definicién:

Definicién 4.2. Una funcidn de informacidn es una funcién I : Q — o (Q)
que cumple: (i) w € I (w) y (ii) para w,w’ € Q arbitrarios, vale una de las de
los condiciones: I; (w) N I; (') = & o I; (w) = I; ().

Una particion de informacion serd simplemente la particion generada por
una funcién de informacion.

Sea £; la menor &dlgebra universal (es decir, la que tenga menos conjuntos)
que contiene a P;. (Puede probarse que existe.) Sea p (£2) el conjunto de las
partes de €2, es decir, el conjunto de todos los subconjuntos de 2. Definamos
el operador K; : p () — © () de la siguiente manera:

K (E)={weQ:1(w)cCE}. (4.2)

Es facil ver que K; (E) es la unién de todos los eventos de la particién
que estdn contenidos en E. K; (F) puede ain caracterizarse como el mayor
elemento de &; que estd contenido en E. Vemos, pues, que K; (F) € &;. Por
otro lado, si E € R&;, entonces para cadaw € FE, I (w) C E. Luego, E = K, (E).
Asi, podemos escribir &; = K; (p (12)).

Tenemos la siguiente definicién:

Definicion 4.3. Un operador de conocimiento es una funcién
K:p(Q) —p(©Q)
que satisface las siguientes propiedades:

(i) K (E) C E;

(i) ECF= K (FE)C K(F);

(iii) ~ K (E) = K (~ K (E)). "

Las propiedades que definen un operador de conocimiento pueden ser leidas
de la siguiente forma: (i) para que se sepa algo, es necesario que ese algo sea
verdad; (ii) si algunos hechos E implican los hechos F', entonces si se sabe E,
se sabe F; (iii) si no se sabe algo, entonces se sabe que no se sabe. La condicién

(iii) podria ser llamada el axzioma socrdtico, en homenaje al fildsofo griego a
quien se atribuye la famosa frase: “sé que nada sé”.

Como el lector ya debe haber imaginado, tenemos el siguiente:

Lema 4.1. El operador K; : p () — o (Q) definido por (??) es un operador
de conocimiento.

"Podrfamos haber pedido la condicién més débil ~ K (E) C K (~ K (E)). Sin embargo,
si el ftem (i) vale, estas dos condiciones son equivalentes.
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Demostracion. Los ftemes (i) y (ii) de la definicién de operador de conocimiento
siguen directamente de (??), una vez que w € I; (w). Para probar (iii), es
suficiente establecer ~ K; (F) C K, (~ K; (E)), dado que la otra inclusién
viene de (i). Seaw €~ K; (E), es decir, w ¢ K; (E) . Como w € I; (w), entonces
I(w)NK; (FE) =g, dado que el conjunto K; (E) estd formado por conjuntos
de la forma I (w) y éstos son disjuntos o iguales. Entonces, I (w) C~ K; (E).
Eso implica que w € K; (~ K; (E)). ™

El item (i) del Lema abajo significa que los teoremas son conocidos. El item
(ii) significa que se conoce lo que se conoce.

Lema 4.2. Si K : p(Q) — ©(€) es un operador de conocimiento, entonces
vale el siguiente:

() K () =

(ii) K (E) = K (K (E)).

Demostracion. (i) Por el item (i) de la definicién ?7?, tenemos que K (&) =
@ Entonces, 2 D K () = K(~ @) = K (~ K (2)). Por el {tem (iii) de la
definicién ??, este tltimo conjunto es lo mismo que ~ K (&) =~ & = Q. Esto
demuestra (i).

(ii) Haremos repetido uso del ftem (iii) de la definicién ??. Tenemos:
~ K(E) = K(~ K(E)),

o sea, K(E) = ~ K(~ K (FE)). De ahi, K (K (E)) = K (~ K (~ K (E)))
=~ K(~K(E)=K(K(E)).

5. Conocimiento comuin

El concepto de conocimiento comin es muy importante en teoria de juegos e
implica algunas consecuencias interesantes, como mencionamos a continuacion.
Un evento F C 2 es de conocimiento comtn si todos los individuos saben
que E es verdad, saben que todos saben esto, saben que todos saben que
todos saben, etc., al infinito. Para definir formalmente tales eventos, vamos
definir operadores de conocimiento mutuo de orden m, K™ : p(Q) — p(Q)
recursivamente. El operador de orden 1 estd definido por:

K'(B) = () K: (B), (5.1)
iel
o sea, K! (E) representa el evento en donde todos los individuos saben que E es

verdad, es decir, el conjunto de estados del mundo w € €2 donde es mutuamente
conocido que E es verdad. Ahora, definimos K™ (F) recursivamente:

K™ (E)=K'(K™(E)). (5.2)

Si K™ (E) = E decimos que E es mutuamente conocido hasta el orden m o
que tienme nivel m de conocimiento comin. Finalmente, definimos el operador
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de conocimiento comun

K> (E)= () K™(E). (5.3)
meN

Hay otra construccién para el concepto de conocimiento comin que quiza
sea mas intuitiva. Ella se basa en la nocién de las particiones del conocimiento,
mencionada previamente. En hecho, suponga que P; sea la particién de co-
nocimiento para el individuo ¢ € I. (En particular, definimos el operador de
conocimiento K; a partir de la particién, estableciendo que K; (F) es la unién
de todos los elementos de la particién que estén contenidos en F.%)

Para llegar a la definicion de particion de conocimiento comin, necesitamos
antes la nocién de refinamiento de una particion. Decimos que una particion
P’ refina la particién P si para cada elemento F € P’, existe un F' € P tal
que E C F. El concepto se puede entender facilmente si pensamos que P’ es
obtenido refinando, es decir, haciendo una subparticién de cada elemento de
P.

Ahora definimos la particion de conocimiento comin P como la particién
mas fina P; que es un refinamiento de P para todo i € I. Se puede mostrar
que tal particién siempre existe.

Algunos ejemplos tornardn més claro el concepto. Supongamos que {2 =
{w1, w3, ...,we} y consideremos I = {1,2} con las correspondientes particiones
de conocimiento:

P = {{wi,wao},{ws,wa},{ws},{ws}};
P2 = {{wi,w2,wst, {wa}, {ws,wel}-

Observemos que P; y P son refinamientos, respectivamente, de las particiones

751 = {{w1,w27w6}7{w3,w4,w5}}§
752 = {{wl?w27w3}v{w4vw5aw6}}‘

Sin embargo, P; no es refinamiento de P, (por que {ws3,ws} € Py no estd
contenido en ningin elemento de 752) y P2 no es refinamiento de P, (porque
{ws,we} no esté contenido en ningtin elemento de Py ). La particién de conoci-
miento comtn P (a veces también escrita como P = P; A P,) es simplemente:?

P = {{wi,w2,w3,wa}, {ws,we}} -

Es 1til hacer la interpretacion de ese ejemplo. Supongamos que w; es el
verdadero estado del mundo. Entonces el individuo 1 sabe que {wi,ws} es
verdad (pero no sabe si de hecho el estado correcto es wy 0 wsy). El individuo 2,

8También el ejercicio contrario puede ser hecho: dado al operador K, los elementos de
la particién se definen como los sistemas del tipo ~ K; (~ {w}). La verificacién de que tales
conjuntos forman una particién puede verse en AUMANN (1999a).

9Quizém el lector quiera observar que P = P1 A P2 = {{w1,w2,ws,ws,ws,we}}.
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por otra parte, sélo sabe {w1,ws,ws}. Ambos saben, por lo tanto, que w4 no
ocurre. Sin embargo, el individuo 1 sabe que el individuo 2 considera posible
a ws. Entonces, el individuo 2 considera posible que el individuo 1 “sepa”
que el estado correcto estd en {ws3,w4}. Entonces el individuo 2 piensa que el
individuo 1 puede pensar que el individuo 2 “sabe” {w4}. Felizmente, las cosas
paran aqui, porque si el individuo 2 “sabe” {w4}, entonces 1 considera posible
{ws,ws}. Asi, dado wy, lo que es de conocimiento comun es {wi,ws,ws,wq}
(aunque {w1,ws, w3} sea de conocimiento mutuo ). Observemos ademés que
el evento {ws,ws} es de conocimiento comin mientras el evento {wa,ws} no
lo es. El menor evento de conocimiento comun que contiene a {ws,ws} es
simplemente 2, es decir, {w1,ws, w3, ws,ws,ws }

Una cuestién interesante es que las dos construcciones llevan a conceptos
equivalentes. Para demostrar esto, vamos a definir al operador K a partir de
la particion de conocimiento comtun y probar que, de hecho, es igual al opera-
dor K*° definido anteriormente. Sea P = A;c;P; la particién de conocimiento
comun y sea P (w) el elemento de la particién P que contiene w € €. Definamos:

KE)= |J PWw).
w:P(w)CE
Esta definicién estd de acuerdo con la nocién dada anteriormente para el ope-
rador K, cuando dijimos que K; (F) era la unién de todos los elementos de la
particién P; que estan contenidos en E. Tenemos la siguiente:

Proposicién 5.1. K (E) = K* (E) para todo E C Q.

Demostracion. Inicialmente probemos que K (E) C K (E). Es suficiente veri-
ficar que si P(w) C E entonces P(w) C K°(E). De hecho, como
Pi(w) C P(w) (por definicién) y K; (E) es la unién de todos los conjuntos
P; (w) C E, entonces P (w) C K; (E) para todo i. Luego, P (w) estd en todas
las intersecciones que aparecen en la definicién de K*°, o sea P (w) C K= (E).
Para probar la otra inclusién, basta probar que si w € K (FE), entonces
P (w) C E. Si eso no fuera verdad, habria algin i tal que P; (w) € E. Pero
entonces, w ¢ K; (E), lo que harfa imposible que w € K> (E). ]

El lector interesado puede hallar otra axiomatizacién de operadores de co-
nocimiento comun (equivalente a esta) en MILGROM (1981).

5.1. Ejemplo de conocimiento comin. En esta subseccién, ilustraremos
con un ejemplo que el conocimiento comin tiene implicaciones curiosas. Este
es una variacién de ejemplos famosos. (Véase SAMUELSON 2004, por ejemplo).

Ejemplo 2. Los légicos incompetentes. En un departamento de investigacién
matematica, habia un grupo de 3 légicos que se consideraban unos a otros
incompetentes. Cuando dos de ellos se reunian por separado, compartian su
impresion sobre el la incompetencia del colega ausente. Por supuesto, ninguno
de ellos escuchaba el comentario sobre su propia incompetencia.
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En el departamento, habia la tradicion de que ningin investigador podria
quedarse en el instituto cuando supiera que sus colegas lo consideraban incom-
petente.!? Si el investigador llegara a conocer que se le consideraba incompe-
tente, la tradicién determinaba que presentaria su dimisiéon en la reunién de
la comision de investigadores, que se celebraba todos los meses. Como nadie
hablaba directamente de la (in)competencia del otro, ninguno de ellos sabia
que era considerado incompetente, y por lo tanto, no hacia la solicitud de
dimisién. Asi, habfan hecho sus investigaciones por muchos afnos (aun siendo
incompetentes).

Pero un dia, el grupo recibié la visita de un investigador extranjero. El
visitante hablé individualmente con todos los tres l6gicos y cada un de ellos
le confié su opinién sobre los otros dos. Por supuesto el visitante se sintié
incomodo con tal situacién y, antes de partir, dijo en la reunion de la comisién
de investigadores que habia por lo menos un légico incompetente en el depar-
tamento.

Eso no fue ninguna novedad para los 16gicos, porque cada uno de ellos sabia
que consideraba a los otros dos incompetentes. De modo que en esa reunion
nada sucedio y el investigador extranjero se marché. En la segunda reunién de
la comisién, no hubo tampoco ningin pedido de dimisién y, entonces, los tres
l6gicos salieron preocupados porque, aunque eran incompetentes, por lo menos
eran logicos. En el tercer mes, todos presentaron su dimisién. El director del
departamento los felicité a los tres por sus decisiones, anadiendo que, después
de todo, habfan probado en esa ocasién que no eran tan incompetentes.'!

LEs capaz el lector de explicar lo que pasé en esa historia?, ;jPor qué ellos
pidieron dimisién en la tercera reunién (y no antes o después)?

La explicacion es como sigue. En la primera reunién, después del anuncio
de que habia un légico incompetente, esta informacion pasé a ser de conoci-
miento comtn. Notemos que esto no era de conocimiento comtin, porque cada
uno de ellos podria pensar que no era incompetente y, por lo tanto, no podria
ser de conocimiento comun la existencia de un incompetente. (Formalizaremos

10para simplificar las cosas, vamos a hacer la hipétesis siguiente: un investigador es
considerado incompetente si y solamente si es incompetente. Por otra parte, vamos a asumir
que si un investigador es incompetente, todos comentan esto en su ausencia, pero nunca en
su presencia.

Hyna variacién de esta historia que puede ser util para las ilustraciones en clase es la
siguiente: se ponen tres alumnos en un circulo. Se coloca sobre sus cabezas un sombrero con
uno de entre dos simbolos posibles, por ejemplo, cuadrado o circulo. Cada de los alumnos
puede ver el simbolo arriba de la cabeza de sus colegas, pero no el suyo. Se ponen los mismos
simbolos, digamos el cuadrado, en la cabeza de todos ellos, de forma que cada uno ve dos
cuadrados. Entonces el profesor dice: hay un alumno con simbolo cuadrado. EI profesor
pide: jalguien sabe el simbolo que tiene en su cabeza? Nadie debe contestar. El profesor
repite la pregunta, siguiendo silencio otra vez. En la tercera vez que repite la pregunta, todos
los tres deben contestar: cuadrado. Las experiencias hechas en sala de clase demuestran que
los alumnos en general no son tan competentes como los légicos de la historia.
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mejor este punto abajo.) Ademds, la regla de pedir la dimisién tiene el sigu-
iente efecto: si un investigador no sabe de ningin otro incompetente, entonces
debe concluir inmediatamente que él mismo es incompetente. Asi, si hubiera
apenas un incompetente, este pediria su dimisién inmediatamente, al fin de la
primera reunién. En el inicio de la segunda reunién, todos saben que hay por lo
menos dos incompetentes. Si hubiera exactamente dos incompetentes, entonces
cada uno de ellos sabria de apenas un otro. Entonces, cada uno de esos dos
sabria que es incompetente y pediria su dimisién en la segunda reuniéon. No
habiendo pedidos de dimisién en la segunda reunion, se vuelve conocimiento
comun que hay por lo menos tres incompetentes, lo que significa que todos son
incompetentes. Entonces, todos piden su dimisién en la tercera reunién.

En la préxima subseccién hacemos el modelamento matematico de esta his-
toria.

5.2. Modelamiento matematico de la historia. Podemos modelar mate-
maticamente esa historia a través de la definicién adecuada de los estados del
mundo.

Cada uno de los 16gicos puede ser incompetente (representado por 0) o com-
petente (representado por 1). (Recordemos que identificamos las nociones de
ser incompetente y de ser considerado competente, es decir, un investigador es
incompetente si y solamente si es considerado incompetente — y, en este caso,
es considerado incompetente por cada uno de sus pares.) Entonces tenemos
que = {0, 1}3. Asi, el elemento w = (1,0, 1) significa que apenas el segundo
investigador es incompetente.

Las particiones de cada uno de los investigadores estdn dadas por:
Pro= {(0,4,5),(1,4,5)} : 4,5 € {0, 1}};
P2 {{(5,0,5), (5,1,5)} 4,5 € {0, 1}};
Pz = {{(4,5,0),(,5,1)} : 4,5 €{0,1}}.
Naturalmente, la particién de conocimiento comin es P = {Q}. La afir-

macién del investigador extranjero tiene el efecto de modificar la particién de
conocimiento comin. De hecho, ella crea la siguiente particién:

P = {1 LD} AN, 1L, 1)}
La afirmacién del investigador visitante implica también que el estado (1,1,1)
no es verdadero, es decir, que no es posible que todos sean competentes. Esto
era de conocimiento mutuo (todos lo sabian), pero no era de conocimiento
comun.

A continuacién, entra en accién la regla de pedir dimisién al comprobarse
que se es incompetente. Al ser de conocimiento comin que hay por lo menos
un incompetente, de pronto, este incompetente debiera acusarse. Si al final de
la primera reunién nadie lo hace, es que el estado verdadero no puede ser con
apenas un incompetente. Asi, la particién de conocimiento comin modificase
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una vez mds. Para denotarla, vamos escribir como {2\ anteriores} al conjunto
obtenido de €2 menos los otros conjuntos que aparecen en la particién. Asi, la
particion al final de la primera reunion sera:

P ={{(1,1,1)},{(1,1,0)}, {(1,0, D)}, {(0,1,1)}, {2\ anteriores} }.

Al final de la segunda reunién, apréndese que no puede haber solo dos incom-
petentes. La particién de conocimiento comtn, por lo tanto, se torna la més
fina posible:

P2 = {{(i,5,k)} : 1,4,k € {0,1}}.

El estado verdadero, (0,0,0), se vuelve de conocimiento comun y, por lo tanto,
los 16gicos son obligados a pedir la dimisién.

6. Juego de los mensajes electrénicos

Presentaremos ahora el ejemplo paraddjico propuesto por RUBINSTEIN
(1989), que es muy util para ver que aun érdenes muy grandes de conocimiento
mutuo no es la misma cosa que conocimiento comuin.'?

El juego que vamos a formalizar puede modelar la siguiente situacion: dos
divisiones de un ejército rodean al ejército enemigo, por lados opuestos. Si las
dos divisiones atacan en conjunto, lograran derrotar al enemigo. Si atacan por
separado, sin embargo, las dos seran derrotadas. Los generales de las divisiones
s6lo necesitan coordinarse para atacar en conjunto. Ellos tienen dos opciones:
o bien atacan durante el dia o bien durante la noche. Por una cierta razén
militar, si hay lluvia, es mejor atacar durante el dia, mientras que si no hay
lluvia, es mejor atacar por la noche. Uno de los generales recibe el prondstico del
tiempo. Puede comunicarse con el otro general, su colega, a través del equipo
de transmision de mensajes electrénicos, pero hay una probabilidad positiva
de que el mensaje no llegue al otro general. Para disminuir el problema de la
ruptura de comunicacién, ellos deciden enviar sucesivos mensajes que digan que
recibieron el mensaje anterior. ;Pero serda que van a poder utilizar con ventaja
el prondstico perfecto del tiempo y la eficacia (casi absoluta) de su equipo de
comunicacion? La sorprendente contestacién es que no.

Para modelar formalmente el juego descrito, suponga que hay dos jugadores,
1y 2. Cada uno tiene que elegir una accién, A o B. Hay dos posibles estados de
la naturaleza, a y b. Si el estado de la naturaleza es a, lo mejor es jugar A. Si el
estado es b, 1o mejor es jugar B. El estado de la naturaleza a ocurre con proba-
bilidad 1 —p y el estado b ocurre con probabilidad p € [0, 1]. Abajo mostramos

12En esta seccién, utilizamos conceptos de la teoria de los juegos que no son necesarios
para la porcién restante de este articulo. De cualquier forma, definimos todos los conceptos
que necesitaremos.
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la matriz de pagos de los jugadores para cada estado y accién posibles.

Estado a A B Estado b A B
A M,M | 0,—L y A 0,0 | 0,—L
B —L,0| 0,0 B —-L,0| M,M

Las aciones en las filas son aciones del jugador 1, mientras las de las columnas
son las aciones del jugador 2. Los términos en la matriz representan el pago
del jugador 1 y el pago del jugador 2. Por ejemplo, si el estado es a, el jugador
1 juega By el jugador 2 juega A entonces el primero jugador sufre una pérdida
de L (recibe —L) y el jugador 2 no recibe nada.

1

Asumamos que L > M >0y p < 3,

probable.

de modo que el estado a es el mas

Ocurre que el jugador 1 sabe cudl es el estado correcto (a o b) y dispone de
un ordenador para enviar un mensaje electrénico con esa informacién para el
jugador 2. (Ellos no pueden comunicarse directamente, solo mediante mensajes
electrénicos.) Existe una probabilidad positiva que los mensajes electrénicos
no lleguen a su destinatario. Supongamos que esa probabilidad es € > 0.

Ellos establecen que el primer mensaje solo sera enviado si el estado es b y los
dos jugadores programan sus ordenadores para enviar mensajes electronicos de
confirmacién de recibimiento automéaticamente después de recibir un mensaje.
Asi, si el jugador 1 aprende que el estado de la naturaleza es b, su ordenador
envia un mensaje electrénico para el ordenador del jugador 2. Si este mensaje
no se pierde, el ordenador del jugador 2 inmediatamente responde que lo recibid
y el ordenador del jugador 1, si recibe la confirmacién, envia la confirmacién
de la confirmacién y asi en delante. El proceso sigue hasta que un mensaje
se pierda, y es entonces cuando la comunicacién se detiene. Al final de la
comunicacion, cada ordenador informa el nimero de mensajes enviados.

Vamos a modelar la situacién. El conjunto de estados va ser descrito como
el conjunto:
Q={(a,0,0)} U{(b,i,5) :4,j=0,1,2,...e k=i0k=1i—1},

o sea, el conjunto de las triplas (z,4,j) donde z representa el estado de la
naturaleza (a o b), ¢ y j representan el niimero de mensajes que cada ordenador
envio.

Si el ordenador del jugador 1 envié n mensajes, el jugador 1 no sabe si fue
su enésimo mensaje el que se perdié o si fue el enésimo mensaje del ordenador
2. O sea, ¢l no sabe si el estado correcto es (b,n,n—1) o (b,n,n). Asi, su
particién de informacién es:

P1={{(a,0,0)},{(b,1,0), (b,1,1)},{(b, 2,1), (b, 2,2)},
{(b,3,2),(b,3,3)},...}.
Por otro lado, el jugador 2 tiene como particiéon de conocimiento a:

Py ={{(a,0,0),(b,1,0)},{(b,1,1),(,2,1)},{(b,2,2),(b,3,2)},...}.
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Es inmediato ver que la particion de conocimiento comtun es la trivial,
P={0}1

Para describir lo que pasa en este juego, vamos a definir qué son las estrate-
gias de los jugadores. Sea A = {(a,1 —a): a €[0,1]}. Una estrategia para
el jugador i es una funcién S; : P; — A con el siguiente sentido: si E € P;,
entonces S; (E) = (a, 1 — «) significa que el jugador ¢ juega a estrategia A con
probabilidad « y juega B con probabilidad 1 — a. Si @ = 0 o @ = 1, apenas
una accién (B o A, respectivamente) es elegida con seguridad.

Un equilibrio de Nash es un par de estrategias (S1, S2) tal que S; da el pago
maximo al jugador 1 si el jugador 2 usa Ss y S da el pago maximo a jugador
2 si el jugador 1 usa Sj.

Un resultado importante, que serd usado en la demostracién abajo es que si

una accién da un pago esperado estrictamente mayor que otra accion, entonces
esta 1ltima accién es jugada con probabilidad cero en equilibrio.

Tenemos la siguiente:

Proposicién 6.1. Suponga que (S1,52) es un equilibrio de Nash tal que
S1 ({(aa Oa O)}) = (170) )

es decir, el jugador 1 juega A si sabe que el estado de la naturaleza es a .
Entonces para todo E € P; y todo i = 1,2, tenemos S; (F) = (1,0), es decir,
ambos jugadores juegan siempre A con seguridad.

Demostracion. Denotemos los conjuntos en la particién del jugador 1 de la
siguiente forma: I = {(a,0,0)}, y I} = {(b;k,k—1),(b,k,k)}, para k =
1,2,... De forma similar, definimos los conjuntos de la particién de 2 como I3 =
{(a,0,0),(b,1,0)} y I} = {(b,k,k),(b,k+1,k)}. Inicialmente verifiquemos
que S (Ig) = (1,0). Como el jugador 2 no sabe en que estado estd ((a,0,0) o
(b,1,0)), es decir, él no sabe si la razén de no recibir un mensaje fue porque
no fue enviado o porque se extravio, él atribuye las siguientes probabilidades:
(a,0,0) ocurre con probabilidad (1 —p) y (b,1,0) ocurre con probabilidad pe.
Luego, sin importar cual sea S; (Ill), si se juega A, el jugador 2 recibira el pago
12 (A) que cumple:

1-p) pe
I3 (A) > ( + 0
ot (1—p)+pe (1—p)+pe
(Lo peor que puede ocurrir es que Sy (Ill) = (0,1) que da al jugador 2 exacta-
mente el pago a la derecha.) Si juega B, ganara I13 (B), que cumple:

) Ty TP T e

i

130Observemos que si la probabilidad de la imperfeccién en la transmisién es cero, es decir,
€ = 0, entonces hay solamente dos estados posibles: Q = {(a,0,0), (b,00,00)} y la particién
de los dos jugadores seria la misma: P1 = P2 = {{(a,0,0)}, {(b, 00, 0)}}.
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sin importar S (Ill) Luego, el pago de la jugada en A es mayor que el pago
de la jugada en B, es decir, I13 (4) > II3 (B), como el lector podra facilmente
verificar. Luego, por el resultado antes mencionado en el enunciado de la
proposicién, tenemos que la jugada B es una jugada con probabilidad cero, es
decir, So (Ig) = (1,0), tal como queriamos establecer.

Concluiremos la prueba por induccién. Supongamos que
S (111—1) =52 (Ilg—l) - (LO)

y probemos que Sy (I}) = S (I?) = (1,0). Como I} = {(b,k,k — 1), (b, k, k)},
entonces el jugador 1 no sabe si el jugador 2 envié k o k — 1 mensajes. La
probabilidad (condicional) que él atribuye a {(b,k,k — 1)} es

e 1
e+(l—g)e ™ 2

y, por lo tanto, es menos probable el estado (b, k,k) que (b,k,k —1). Como
So (I,%_l) = (1,0), entonces el jugador 2 juega A en el estado (b, k,k—1) €
I,%il. Si el jugador 1 juega A, su pago va a ser II} (4) = 0, mientras que si
juega B, su pago sera I} (B), el cual cumple

€ (1-g)e

I} (B) < (—L) +

_— M <0
“e+(1-¢)e 5 ’

e+(1—¢g)
porque L > M > 0. Luego, es estrictamente mejor elegir A. Es decir, tenemos
que S; (I}) = (1,0). Un argumento similar establece que S (IZ) = (1,0), tal
como queriamos.

Este resultado es tan sorprendente que es casi una paradoja, porque va en
contra nuestra forma natural de pensar. Como siempre es mejor jugar A si el
estado es a, entonces tiene sentido que el jugador 1 juegue A si sabe que el
estado es a. Es intuitivo suponer, también, que los jugadores van cambiar su
jugada para B después de un numero suficientemente grande de confirmaciones.
Por tanto, es natural esperar que, delante de un problema como este, la mayoria
de las personas usaria estrategias como las siguientes:

S1 ({(a,0,0)}) = (1,0), es decir, juega A con certeza,

)
stk 0 = ) G 65

2 (k). 0o+ 1)) = { (0) e s sm

donde ny y ng son numeros pequenos. Por ejemplo n; = ny =5 0 aun n; =
ny = 3. La proposicién muestra, sin embargo, que eso nunca es equilibrio para
los jugadores, aun si n; = no = 1000!
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7. Aplicaciones a la economia

El concepto de conocimiento comun fue formalizado inicialmente por AU-
MANN (1976). En ese articulo, él también prueba un resultado simple, pero bas-
tante interesante que dice que dos individuos no pueden “ponerse de acuerdo
en discrepar”. Mas precisamente, si dos individuos tienen las mismas creencias
originales (las mismas probabilidades sobre el conjunto de estados del mundo
), entonces en todos los eventos de conocimiento comin ellos tienen que con-
cordar sobre la probabilidad que atribuyen a tal evento. (Véase AUMANN (1976)
para mayores detalles.)

Una consecuencia de ese resultado es que agentes en un mercado pueden
no llegar a negociar, como muestra un teorema de no-trade de MILGROM &
STOKEY (1982).

El modelamiento de conocimiento se usa extensamente en finanzas, prin-
cipalmente en la forma seméntica, como lo presentamos en la seccién ?7. En
general, se supone que el conocimiento de los negociadores de activos financieros
estd dado por una sigma-dlgebra generada a partir de la particiéon de conoci-
miento descrita en la seccién ??. A medida que el tiempo pasa, el agente
obtiene més informacién y entonces cambian sus particiones de informacién.
Se asume entonces que existe una filtracién de sigmas-dlgebras, {F;},-,, cada
vez maés finas, significando que el conocimiento aumenta con el paso del tiempo.
Se asume también que las negociaciones de los agentes son mensurables con res-
pecto a la sigma-algebra correspondiente. Esta condicién es andloga a la que
usamos en el juego de los mensajes electrénicos (secién ?7?), cuando exigimos
que la accién del jugador sea constante dentro de un atomo de su particién de
conocimiento.

Hay ademds una relacion profunda de la nocién de conocimiento y conoci-
miento comun con la teoria de juegos. Una vez que en situaciones estratégicas,
la informacién que cada jugador detiene es fundamental para sus decisiones, el
modelamiento y andlisis propio de teoria de juegos depende profundamente de
los conceptos presentados aqui.

Apéndice. Prueba del teorema 77

Para probar que ¢ estd bien definida, tenemos que verificar que si b € [a],
entonces F, = Fj (es trivial que a € [a] porque a < a es un teorema). Supong-
amos que exista w € E, \ Ej. Esto significa que a € wy b ¢ w. Como w es
coherente, entonces ~ b € w. Como b € [a] significa que a < b es un teorema
y w contiene todos los teoremas, tenemos que ~ a € w, lo que contradice la
coherencia de w. El caso w € Ey \ E, es analogo.

Supongamos ahora que [a] # [b], o sea, a < b no es un teorema. Por
la definicién de teorema, eso significa que existe w € Q tal que (a < b) ¢
w. Por la completitud de w, eso implica que ~ (a<b) € w. Es decir,
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((aN~b)V (~aAb)) € w. En este caso, sabemos que (aA~b) € w o
(~aAb) € w. (No probamos que podemos hacer esa deducién, mas el lec-
tor no tendra dificultad para probarla usando la definicién de V y las reglas
V1, V2 y V3.) En el primero caso, a € w y b ¢ w, mientras que en el segundo,
a ¢ wybée w En cualquiera de estas situacines, encontramos un w que no
puede estar al mismo tiempo en F, y en Ej. O sea, ¢ es inyectiva.

Sea E € §(9). Por definicién, E = E, para algin a € S. Tome ese a € S.
Entonces ¢ ([a]) = E 'y ¢ es sobreyectiva.

Del Lema 7?7, sabemos que E., =~ E, v Fanp = Eo,NEy. Por los resultados
anteriores, sabemos que ¢ ([~ a]) = Evq; ~p ([a]) = ~ Eq; ¢ ([a Ab]) = Egnp;
¢ ([a]) = Eq; ¢ ([b]) = Ep. Luego, los itemes (ii) y (iii) se siguen del Lema ?7.
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