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ABsTrACT. The Morales—Ramis theory is the Galois theory in dynamical
systems and relate two different kinds of integrability: integrability in
the Liouville’s sense of Hamiltonian systems and integrability in the
sense of differential Galois theory to differential equations. In this paper
are presented some applications of the Morales—Ramis theory in non
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RESUMEN. La teoria de Morales—Ramis es la teoria de Galois en el con-
texto de los sistemas dindmicos y relaciona dos tipos diferentes de inte-
grabilidad: integrabilidad en el sentido de Liouville de un sistema hamil-
toniano e integrabilidad en el sentido de la teoria de Galois diferencial de
una ecuacién diferencial. En este articulo se presentan algunas aplica-
ciones de la teoria de Morales—Ramis en problemas de no integrabilidad
de sistemas hamiltonianos cuya ecuacién variacional normal a lo largo
de una curva integral particular es una ecuacién diferencial lineal de
segundo orden con coeficientes funciones racionales. La integrabilidad
de la ecuacién variacional normal es analizada mediante el algoritmo
de Kovacic.
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Introduccién

Este articulo, de caracter divulgativo y expositivo tiene como finalidad difundir”
la teoria de JUAN MORALES Y JEAN PIERRE RAMIS, conocida como teoria de
Morales—Ramis. Aunque no es completamente autocontenido, se cita la referen-
cia donde se puede profundizar cada tema y al final se presenta una variedad
de ejemplos y observaciones para que el lector logre una mayor comprensiéon de
esta teoria. En esta parte se da un paseo por la teoria de Galois clésica, teoria
de Galois diferencial y no integrabilidad de sistemas hamiltonianos para luego
en cada una de las secciones los respectivos temas.

La integracion por cuadraturas de ecuaciones diferenciales es un problema
clasico que, aunque ha sido tratado por grandes matemdticos como J. LiOouU-
VILLE (1809-1882) o S. LiE (1842-1899), ain continda vigente. Frente a una
ecuacién diferencial, se desearia expresar sus soluciones mediante una férmula
cerrada; por ejemplo, a la ecuacién,

&= f(t)z,
le corresponde la férmula de las soluciones,
z =M/ F®dt — x e C.

A primera vista parece razonable que cualquier ecuacién diferencial ordinaria
pudiera resolverse de esta manera, sin embargo esto no es cierto. Considérese
por ejemplo la ecuacién,
T=t— x27

las soluciones de esta ecuacién son derivadas logaritmicas de funciones de Airy.
No pueden expresarse mediante una féormula que implique funciones elemen-
tales, y operaciones integrales. En este sentido, se dice que no es integrable por
cuadraturas.

El joven matematico E. GALo1s (1811-1832) abordé un problema distinto,
pero conceptualmente relacionado con la integracién por cuadraturas. Se trata
de la resolucion por radicales de ecuaciones algebraicas. Frente a una ecuacion
polinémica con coeficientes en un cuerpo @), irreducible sobre (), que se supone
de caracteristica cero,

z”+a1x"71+.--+an—1x+an:H(I*ai)zo

se quiere saber si se pueden expresar las raices a; mediante una férmula cerrada
que incluye los coeficientes a;, operaciones aritméticas y la extraccion de radi-
cales. GALOIS respondié a esta pregunta de un modo indirecto. A cada ecuacién
le corresponde el grupo de permutaciones entre las raices «; que conserva todas
las relaciones de dependencia algebraica entre ellas. Bajo ciertas hipétesis, el

KoL . ~ P .
Iniciativa tomada por el autor debido a que en espafiol no hay articulos publicados sobre
esta teorfa. Las publicaciones (en inglés y francés) se encuentran en revistas especializadas
en un lenguaje muy técnico.
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grupo G de la ecuacidn, es el grupo de automorfismos del cuerpo Q(«;) que
dejan fijo Q.

A cada subgrupo normal de H <1 G le corresponde un subcuerpo K¢ de
Q(c;). El grupo de automorfismos de K¢ que dejan fijo Q es G/H.

Cuando G es un grupo ciclico de orden n, entonces la extensién se obtiene
mediante la adjuncién de un radical K = Q( {/a).

Tras estas observaciones se llega naturalmente al resultado fundamental.

Teorema [GALOIS|. Una ecuacion es resoluble por radicales si y solo si su
grupo G es resoluble.

A cada cadena de resolucion:
Hi<..<H,=G
con H;/H; 1 ciclico, le corresponde una cadena de extensiones,
QoK —...— Ks;=Q(a;)

donde cada una de las sucesivas extensiones se hace adjuntando un radical, de
orden |Hi/Hi+1 |

Andlogamente a la teoria de Galois para ecuaciones algebraicas, existe una
teoria para sistemas de ecuaciones diferenciales lineales, desarrollada por E. P1-
CARD y E. VESSIOT. A modo de ejemplo, supongamos que ¥, Y2 €s un sistema
fundamental de soluciones de la ecuacion diferencial

y=ry, r €K, K cuerpo diferencial

Sea K = K (y1,y2), el menor cuerpo diferencial que contiene a K y a {y1, 42}
Entonces el grupo de automorfismos diferenciales de K que dejan invariantes
los elementos de K, se denomina grupo de Galois de la ecuacién diferencial. En
general, el grupo de Galois de un sistema de ecuaciones diferenciales lineales
con coeficientes en K, es un grupo algebraico de matrices con coeficientes en el
cuerpo de constantes de K.

Andlogamente a las extensiones por radicales de la teoria de Galois clasica,
se tienen las extensiones liouvillianas, las cuales se construyen sucesivamente
agregando una solucién algebraica, una integral, o bien una exponencial de
integral. Es decir, si 6 es una solucién de la ecuacién, entonces

K 0 algebraica.
Ki+1 = Kz(9)7 0 = fa, a € K.
96 = el aeK.

En analogia con el teorema de Galois para ecuaciones algebraicas se tiene el
siguiente resultado:
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Teorema. Un sistema de ecuaciones diferenciales lineales es integrable me-
diante cuadraturas (extensiones liouvillianas) si y solo si la componente conexa
de la identidad de su grupo de Galois es triangulizable.

En la formulacién hamiltoniana de la mecénica, la evolucién del estado de
un sistema viene determinado por las ecuaciones:

. O0H OH
§=

78717’ piiaiq’

El espacio de fases de estos sistemas estd dotado de forma natural de una
estructura simpléctica. Se induce una estructura de édlgebra de Poisson en el
espacio de funciones que dependen de p y gq. El paréntesis de Poisson de fy g
se define como

n
of dg Of Og
i1 \04: ODpi Pi 04;
Si {f,g} = 0, se dice que f y g estdn en involucidn o también que f y g
conmutan mediante el paréntesis de Poisson.

Dentro de este contexto, un sistema de n grados de libertad se dice integrable
en el sentido de Liouville cuando existen n constantes de movimiento indepen-
dientes y en involucion. Durante anos se han buscado criterios para determinar
la integrabilidad o no de este tipo de sistemas basados en el comportamiento
de las soluciones en el dominio complejo. A lo largo de una solucién particular
de las ecuaciones del movimiento, éstas pueden aproximarse linealmente por
un sistema de ecuaciones diferenciales lineales conocido como ecuacién varia-
cional. Esto permite relacionar el concepto de integrabilidad en el sentido de
Liouville con el concepto de integrabilidad por cuadraturas de la teoria de
Picard-Vessiot.

En la tesis doctoral Técnicas algebraicas para la no integrabilidad de sis-
temas hamiltonianos (véase [24]) escrita por JUAN MORALES—RUIZ y dirigida
por CARLES SIMO, se aplicé por primera vez la teoria de Galois diferencial
en la no integrabilidad de un sistema hamiltoniano. Sin embargo, simultdnea
e independientemente, CHURCHILL & ROD obtuvieron resultados parecidos
(menos generales). Mas tarde, gracias a una estancia postdoctoral de JUAN
MORALES—RUIZ en Francia trabajando con J. P. RAMIS se gesta, con el si-
guiente resultado, lo que hoy se conoce como teoria de Morales—Ramis (vednse
[30, 31])

Teorema [MORALES-RAMIS, 1997]. Si un sistema hamiltoniano es inte-
grable en el sentido de Liouville, entonces la componente conexa de la identidad
del grupo de Galois de la ecuacién variacional a lo largo de cualquier solucion
particular es abeliano.



LA TEORIA DE MORALES—RAMIS Y EL ALGORITMO DE KovAcic 25

A partir de entonces, se dispone de un criterio de no-integrabilidad, que
desde finales de los afios 90 ha sido aplicado por varios autores de la comu-
nidad matemaética internacional para estudiar la no-integrabilidad de distintos
sistemas, entre otros, problemas de N cuerpos, la dindmica del sélido rigido,
el péndulo forzado y determinados problemas cosmolégicos. Como ejemplo se
cita al mismo JUAN MORALES-RUIZ, quien en 2004 demuestra la no integra-
bilidad mediante integrales primeras racionales de la segunda trascendente de
Painlevé (véase [20]).

En algunos problemas, como el potencial ciibico Henon-Heiles, el criterio de
no-integrabilidad sobre la ecuacién variacional no es suficiente para decidir. Se
considera entonces la ecuacion variacional de orden n, que es la aproximacion
de orden n del flujo a lo largo de la solucién. No es un sistema lineal, pero si es
linealizable. Muy recientemente los autores de la teoria de Morales—Ramis en
colaboracién con CARLES SIMO obtuvieron el siguiente resultado:

Teorema [MORALES-RAMIS-SIMO, 2005]. Si un sistema hamiltoniano es
integrable en el sentido de Liouville, entonces la componente conexa de la iden-
tidad del grupo de Galois de la ecuacion variacional linealizada de cualquier
orden a lo largo de cualquier solucion particular es abeliano.

En la actualidad hay varios grupos y proyectos de investigacién alrededor
de esta teoria, uno de ellos es Sistemas dindmicos y teoria de Galois, proyecto
de investigacién que se desarrolla en la Universitat Politecnica de Catalunya y
estd conformado por JUAN MORALES—RUIZ (coordinador del proyecto) y por
sus doctorandos™” (véase [25]). Este grupo tiene un papel activo explorando
nuevas aplicaciones y extensiones de la teoria puesto que las conexiones entre
la teoria de Galois y los sistemas dindmicos atin no han sido completamente
aclaradas. De esta forma se tienen tres lineas de investigacion diferenciadas,
aunque interrelacionadas: aplicaciones a la mecanica celeste, teoria de Galois
y teoria espectral, y teoria para ecuaciones diferenciales no lineales. Hace poco
MORALES, SIMO y SIMON demostraron la no integrabilidad del problema de
Hill, un modelo del movimiento lunar (véase [38]). Se han hecho importantes
avances, paralelos a Bruns, con respecto a la no integrabilidad del problema de
N-cuerpos, aunque el caso general no ha sido probado atin. Recientemente el
autor en un trabajo conjunto con David Blazquez-Sanz aplicaron el problema
inverso de la teoria de Morales—Ramis, a partir de una ecuacién variacional
conocida se generaron familias de hamiltonianos no integrables con potenciales
racionales. Particularmente analizaron las ecuaciones variacionales que daban
lugar a ecuaciones diferenciales con coeficientes polinomiales y en el caso de
coeficientes funciones trascendentes se utilizé un algoritmo que permite trans-
formar la ecuacién en otra con coeficientes funciones racionales (véase [4]).

)k , . 2
PRIMITIVO ACOSTA-HUMANEZ, DAVID BLAZQUEZ-SANZ y SERGI SIMON
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El objetivo de esta introduccién es motivar al lector en el estudio de esta
teoria, asi que no se abordaran todos los temas en el articulo, solo se conside-
raran casos particulares. Al final se dan referencias adicionales que incluyen los
trabajos hasta la fecha alrededor de esta teorfa.

1. Integrabilidad de ecuaciones diferenciales

Tal como se menciona en la introduccién, el estudio de la integrabilidad de
ecuaciones diferenciales es un tema vigente. Por lo tanto, para animar al lector,
esta seccién se ha dividido en tres partes: preliminares, teoria de Picard-Vessiot
y subgrupos algebraicos.

1.1. Preliminares. Tomando como referencia [2, 3], se considera el cuerpo
C(z) de funciones racionales en una variable compleja z. Este es un cuerpo
diferencial con derivacién ' = %. Sea 1 una solucién de la ecuacién diferencial
2" +az' +bz =0, a,b € C(x), en alguna extensién diferencial de C(z).

La solucién de la ecuacion diferencial lineal anterior puede involucrar expo-
nenciales, integrales indefinidas y raices de polinomios. Las funciones trigonomé-
tricas pueden ser escritas en términos de exponenciales.

Definicion 1.1. Sea n una solucién de la ecuacion diferencial
2" +az +b2=0, a,beC(x).
Se dice que:

1. n es algebraica sobre C(x) si n satisface una ecuacién polindémica con
coeficientes en C(z), es decir, 7 es una funcién algebraica de una varia-
ble (raiz).

2. 7 es una primitiva sobre C(z) si y’ € C(z), es decir, n = [ f para algin
f € C(x) (integral).

3. 7 es una exponencial sobre C(z) si %/ € C(z), es decir, n = e/ f para
algiin f € C(x) (exponencial de una integral).

Definicion 1.2. Una solucién 1 de una ecuacion diferencial lineal se denomina
liouvilliana, o soluble por cuadraturas o que tiene solucién en forma cerrada, si
existe una cadena de cuerpos diferenciales C(z) = Ko C K1 C ... C K,;, = K,
conn € K y tal que para cadai =1, 2, ..., m, K; = K;_1 (n;), donde 7; es
algebraica, primitiva o exponencial sobre K;_.

Tales soluciones liouvillianas son construidas usando funciones algebraicas,
integrales y exponenciales. De esta forma se pueden obtener soluciones como
logaritmos y funciones trigonométricas, pero no soluciones en términos de fun-
ciones de Bessel. El término liouvilliano es un poco maés generoso que el de
funciones elementales (algebraicas, logaritmos y exponenciales solamente), de-
bido a que permite la integracién indefinida arbitraria, es decir, se puede dejar
la integral en forma implicita.
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El siguiente teorema permite eliminar el coeficiente de z("~1) en una ecuacién
diferencial lineal de orden n.

Teorema 1.3. La ecuacién diferencial

2 pan 12 4 a1 a2 =0, a; € C(x),
se puede transformar en la ecuacion diferencial

Y™ 4 by oy D 4 by +boy =0, b €C(a),

. . _1 . .
mediante el cambio z = yf, donde f = e = I'p, p = ap—1. En particular, si
n = 2, la ecuacién diferencial z"” + az' + bz = 0 se transforma en la ecuacién
diferencial y" = ry, donde r = *a®> + 1a’ —b.

Demostracion. Usando la férmula de Abel w’ + pw = 0, w = Cf"™, C € C*,
se tiene que ncf" 1 + pCf™ = 0, ahora, al dividir por w se sigue que f =
e~wlP , donde p = a,_1. Finalmente, un sencillo argumento inductivo ver que
al reemplazar por yf en la ecuacién diferencial inicial, el coeficiente de z(»~1)
se anula. Realizando los cdlculos se tiene que paran =2, 2" +az’ + bz =0, se

transforma. en
1 1
y' = (4a2+2a’—b)y. v

Teorema 1.4. Siz" +az'+bz =0, a,b € C(x) tiene una solucién liouvilliana,
entonces toda solucion es liouvilliana.

Demostracion. La segunda solucién se construye con la exponencial de la cua-
dratura de la primera solucién que es liouvilliana. Por la definicién 1.2, la
segunda solucién también es liouvilliana. &

Teorema 1.5. La ecuacién diferencial z"” + a2z’ + bz = 0 se transforma en la
ecuacion de Ricatti v’ = r —v?, donde r = 2a® + La’ —b.

Demostracion. Por el teorema 1.3, 4" = ry, donde r = ia2 + %a’ —b. Ahora,

al hacer la sustitucién v = % se tiene
2
<y’>': v'y—)? _y" (y’>
y y? Y y) '
y por lo tanto
1 1
v = 1a2+§a'7b7v2,

que es el resultado deseado. ™

De ahora en adelante, cualquier ecuacién diferencial de la forma
2 var +bz=0

se transformard en la ecuacion diferencial lineal reducida (EDLR)

1 1
y'=ry, r= ZaQ + ia' —b.
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1.2. Teoria de Picard—Vessiot. La teoria de Picard—Vessiot es la teoria
de Galois en el contexto de las ecuaciones diferenciales lineales (véase [3]).
Supdéngase que y1,y2 es un sistema fundamental de soluciones de la EDLR.
Esto significa que y1, 2 son linealmente independientes sobre C y toda solucién
es una combinacién lineal de y; vy y2. Sea K = C(z)(y1, y2), el menor cuerpo
diferencial que contiene a C(z) y a {y1,y2}-

Definicién 1.6 (Grupo de Galois diferencial). El grupo de todos los automor-
fismos diferenciales de K en K que dejan fijos (o invariantes) los elementos
de C(z) se denomina el Grupo de Galois de K sobre C(z) y es denotado por
Gal(K /C(x)).

Si o € Gal(K /C(z)), entonces oy; y oys son también soluciones, o lo que
es igual, es otro sistema fundamental de soluciones de la EDLR. Por tal razoén,
existe una matriz

d

GL(2,C) denotando el grupo lineal de matrices cuadradas no singulares de
tamano 2 X 2 con elementos complejos, tal que

<y1> (O yl) A <y1> .
Y2 oY2 Y2
Esto define una funcién inyectiva

p: Gal(K,/C(z)) — GL(2,C)

A= (‘i b) € GL(2,0),

que solo depende de la eleccion de y1, ys.

Ejemplo 1.1. Dadas las ecuaciones

(x)  y"=0,
1
(0x) Y +—=y' =0,
X

(3 * %) y' +y=0,

tomando como C(x) como cuerpo diferencial, el grupo de Galois diferencial
correspondiente a cada ecuacién esta dado por

Gal(x) ~e={1}, Gal(x+) = (C,4+) Gal(xxx)~(C,-).

Definicion 1.7. Un grupo algebraico de matrices 2 x 2 es un subgrupo G C
GL(2,C), definido por ecuaciones algebraicas en los elementos de matriz. Es
decir, exste un conjunto de polinomios { P;(z11, 12, Z21, Z22) }ic1, de tal manera
que,

T11 Ti12 .
cd == VZE[,Pl'(l’ll,fﬂlg,lﬂgl,l’gg):o.
21 T22
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En tal caso G es una variedad algebraica provista de una estructura de grupo.
En adelante se entiende que todo grupo mencionado es un grupo algebraico de
matrices.

Un primer ejemplo es el grupo especial lineal SL(2,C), pues,
11 L12
( ) € SL(Q,(C) & T11To2 — To1x12 — 1 = 0.
T21 T22
Uno de los resultados fundamentales de la teoria de Picard—Vessiot es el
siguiente teorema:
Proposicién 1.8. La imagen por ¢ de Gal(K /C(z)),
¢ (Gal(K /C(x))) € GL(2,C),
es un grupo algebraico de matrices.

Proposicién 1.9. Para la EDLR, ¢ (Gal(K /C(z))) C SL(2,C). Es decir, la
imagen de Gal(K /C(x)) estd en SL(2,C).

Demostracion. Sean yp,y2 un sistema fundamental de soluciones de la EDLR,
lo cual indica que y{ = ry1, ¥4 = rys. El wronskiano estd dado por

Yy Y2

W:
T

= 1ys — Y1 Y.

Ahora, derivando W se tiene
W' = y1yh + y1ys — y1y2 — Y1 = ry2y1 — y1y2 = 0.
Esto indica que W € C y de esta manera

a b

oW = W =W,
c d

por lo tanto
a b
c d

-

y asi se concluye que
a b
(c d) € SL(2,0),

que es el resultado deseado. ™

Se enuncia ahora el teorema de Lie—Kolchin. Es de notar que un grupo
algebraico G tiene un tinico subgrupo conexo G, el cual contiene la identidad
y es un subgrupo normal de G de indice finito. Esto indica que G°, componente
identidad de G, es el subgrupo algebraico mas pequeno de G que contiene la
identidad. De aqui se deduce que si G = G°, entonces G es conexo.

Teorema 1.10. [L1IE-KOLCHIN] Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. Toda solucion de la EDLR es liouvilliana.
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2. GY es soluble, es decir, existe una cadena de subgrupos normales
e=Gy<aG14...4G, =G°

tal que el cociente G;/G; es abeliano para todon >4 > j > 0,
3. GY es triangularizable, es decir, existe una base en C? tal que

GOQ{(S cc_l1> :c,d € C, 67&0}.

1.3. Subgrupos algebraicos de SL(2,C) y semi-invariantes.

Definicion 1.11. Sea y;,y2 un sistema fundamental de soluciones de la EDLR
en K. Sea f(x1,x2) un polinomio homogeneo con coeficientes en C(x). Diremos
que f es un invariante si para todo o € Gal(K /C(x)), of(y1,y2) = f(y1,y2)-
En este caso, f(y1,y2) € C(z). Ahora, f es semi-invariante si para todo o €
Gal(K /C(x)), o f(y1,y2) = cf(y1,92), ¢ € C. Se observa que 0 = ];((le’izz))/ €
C(x).

Se dice que un grupo G es el conjugado de un grupo G’ si existe una matriz .J
tal que GJ = JG’'. En este caso, G y G’ tienen la misma estructura algebraica.

Los siguiente teoremas muestran la relacién entre los cuatro casos en sub-
grupos algebraicos, los cuatro casos de semi-invariantes y los cuatro casos en
el algoritmo de Kovacic, estableciéndose una correspondencia biunivoca entre
estos.

Teorema 1.12. Sea G un subgrupo algebraico de SL(2,C). Entonces exclusi-
vamente uno de los siguientes cuatro casos puede ocurrir:

1. G es triangularizable.
2. G es el conjugado de un subgrupo de

{(S 601>:CEC,07A0}U{(_21 8) :CEC,C#O}

y el caso 1 no se da.

3. G es finito y los casos 1 y 2 no se dan.
4. G =SL(2,C).

Teorema 1.13. De acuerdo con el teorema 1.12, excepto por conjugacion, hay
tres grupos en el caso 3:

1. EI grupo tetraedro. Este grupo es de orden 24 y esta generado por

ki
e 3 0 1 ki 1 1
( 0 e—’“?’) BEICED) (2 —1)'

2. EI grupo octaedro. Este grupo es de orden 48 y esta generado por

ki
e 4 0 1 bxi ( kmi 1 1
( 0 ek:i) , 56 4 (e 2 +1) (1 1)-
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3. El grupo icosaedro. Este grupo es de orden 120 y esta generado por

0 (¢ w)
0 ) \¢ —¢)

siendo ¢ y psi definidas como

_2)7 W=

donde en los casos anteriores 0 < k < 5.

3kmi 2kmi kmi

1
(b:g(es —e 5 +4e s

(esksm + 36%5” — 9% k;rz + 1)

| =

Nota 1.1. La componente conexa de la identidad G° de los casos del teorema
1.12 es resoluble excepto para el caso 4. Para los demads casos es abeliana
excepto para el grupo dado por

G:Goz{@ A‘Q): )\G(C*,ME(C}:(C*CX(C.

Los casos abelianos de la componente conexa de la identidad son los siguientes

. o _J(1 0
Grupo trivial G —6—{(0 g

Grupo diagonal o multiplicativo G° = { <(>)\ )\01) i AE (C*} ~ C*.

Grupo aditivo G =G° = {((1) /f) : O pE (C} ~ C.

Teorema 1.14. Sea y1, y2 un sistema fundamental de soluciones de la EDLR,
de tal manera que en la base {y1,y2}, el grupo Gal(K /C(x)) se escribe en una
de las formas candnicas del teorema 1.12. Entonces, para o € Gal(K /C(z)),
uno de los siguientes casos puede ocurrir:

1. oy = cyi1, ¢ € C. Es decir, y; es un semi-invariante.
2. oy1 = cy1 y oya = ¢ 'y, 0 oY1 = cya ¥ oyp = —c'y1. Ademds, y1yo
es un semi-invariante y (y1y2)~ es un invariante.

3. El grupo tetraedro: (y‘ll + 8y1y§’)3 es un invariante. El grupo octaedro:
(yYy2 — y1y§)2 es un invariante.

4. El grupo icosaedro: yilys — 11ySyS — y1ya! es un invariante.

5. No hay semi-invariantes no triviales.

Demostracion. Se procedera tal como en el enunciado del teorema.

1. Por el teorema 1.12, G es triangularizable, es decir,

GZ{((C) Cdl):c,de(c, c;«éO},

de tal manera que se tiene

()= S)(5)
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es decir, oy; = cy1, por lo tanto y; es un semi-invariante.
2. Por el teorema 1.12, G es el conjugado de un subgrupo de

{(g 601>:CEC, c#O}U{(_gl S) :ceC, c;«é()},

de tal manera que
vy _ (¢ 0 (7
() -G ) )
ny_( 0 ¢\ (wn
()= (= 0) ()

de lo cual se concluye que oy; = cy1 v 0Ya = ¢ 'y2, 0 OY1 = CY2 ¥
oya = —c ly1, por lo tanto y1y2 es un semi-invariante y (y192)” es un
invariante.

o también

Los casos 3 y 4 se consideran de la misma forma. ¥

2. El algoritmo de Kovacic

En 1986 JERALD KOVACIC ([15]) presenta un algoritmo para resolver ecuaciones
diferenciales lineales de segundo orden con coeficientes funciones racionales
sobre los complejos. El algoritmo de Kovacic se basa en los invariantes y semi-
invariantes del teorema anterior.

En [12], se hace una modificacién al algoritmo y se aplica para resolver cierto
tipo de funciones especiales. Sin embargo, la versién del algoritmo que aqui se
presenta es la correspondiente a [15, 16] (vednse también [2, 7]).

En el caso 1, se observa que y; es un semi-invariante mientras que 6 = %
es un invariante, es decir, § € C(x), este cambio es cldsico para transformar 1a
EDLR en una ecuacién de Riccatti. Por tanto, este caso requiere de la bisqueda
de funciones racionales que sean soluciones de la Ecuacién de Riccatti. Para
lograr esto tltimo se usan las series de Laurent (fracciones parciales) teniendo

en cuenta que
0 =r—6°= (\f—e) (\/77—&-9) .

De acuerdo a los teoremas anteriores, existen cuatro casos para el algoritmo de
Kovacic. Los tres primeros casos determinan la solubilidad en términos liouvil-
lianos de la EDLR, mientras que en el cuarto caso el algoritmo no funciona, lo
cual indica que el grupo de Galois de la EDLR es exactamente SL(2,C) y por
tanto la EDLR no tiene soluciones liouvillianas. Si el algoritmo de Kovacic cae
en cualquiera de los tres primeros casos, no necesariamente proporciona las dos
soluciones de la EDLR, es posible que solo de una solucién, la cual llamaremos
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y1. Obviamente la segunda solucion, y,, puede ser encontrada como

dzr
Y2=m0 [ —5-
Yi

La idea del algoritmo es ver que la EDLR caiga en el caso 1, si no es asi,
se busca que caiga en el caso 2, si tampoco es asi, se busca que caiga en el
caso 3. Si definitivamente la EDLR no cae en los casos 1 , 2 o 3, entonces
obligatoriamente cae en el caso 4.

Por el orden de r en infinito, o (r«), se entenderd el orden de infinito co-
mo un cero de r. Esto indica que si 7 = £, s,t € C[z], entonces o (ro) =
grad(t) — grad(s). Se denotard por I'" al conjunto finito de polos de r, IV =
{c e C:t(c) =0}, de tal forma que I' = I'" U {oo}. Se denotard por o (r.) el
orden del polo ¢ € T. Para aplicar el caso 1 del algoritmo se requiere que
todo polo de r (en caso de existir) sea de orden par o de orden 1, mientras
que obligatoriamente o (ro) € {2n:n € Z~}U{n > 2:n € Z}, si en este caso
existe una solucién para la EDLR, ésta es de la forma y = Pe/ ¥, donde P y
w se construyen con los pasos del algoritmo. Para aplicar el caso 2, se requiere
que exista al menos un polo ¢ € IV tal que o(r.) € {2n+1:n € Z*} U {2}.
Para aplicar el caso 3, es necesario que para todo polo ¢ € IV, o(r.) € {1,2},
y o(re) € {n >2,n € Z}. Si al aplicar el caso 2 o el caso 3 existe una solu-
cién para la EDLR, ésta es de la forma y = el “, donde w se construye con
los pasos del algoritmo. El caso 4 se da cuando no se dan los casos 1, 2 o 3,
indicando que la EDLR no tiene soluciones liouvillianas. Se puede afirmar que
al escoger aleatoriamente una EDLR, la probabilidad de que ésta sea soluble
por cuadraturas es muy pequena. Los pocos casos en donde se dan este tipo de
soluciones, se obtienen mediante el algoritmo de Kovacic.

Caso 1. Este caso, como ya se menciond, corresponde a la solubilidad por
cuadraturas de la ecuacion de Riccatti. Por tal razén, la serie de Laurent de
V/r en cada polo ¢, [/7],, y en el infinito, [\/r]  , forman parte esencial en
el desarrollo del algoritmo para este caso y son funciones racionales. Para ha-
cer mas divulgativo este articulo se utilizaran fracciones parciales y cuadrados
de polinomios en lugar de series de Laurent, aunque en esencia es lo mismo.
Adicionalmente se definen o, a, ,ad,, ay € C, de acuerdo a la situacién pre-
sentada. Ahora, si p € T, entonces ¢ (p) € {+,—}.

Paso 1. Buscar para cada polo ¢ € I y para oo la situacién correspondiente
a cada una de las que siguen:

(c1) Sio(r.) =1, entonces

(c2) Sio(r.)=2,r=---+blx—c)"2+--- , entonces

[\/ﬂcz()’ aci: 1i\/21+4b.
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(cg) Sio(re) =2v>4,
r=(a(@—0c) " +..4+d@—0c) )2 +ba—c) ) 4.

entonces
[\/ﬂc:a(sc—c)_v—|—...—i—d(:c—c)_27 af = - (ia—i_?})'

(001) Sio(reo) > 2, entonces

(002) Sio(re)=2,7="---+b(x)?+---, entonces

[\/ﬂoozo, a:oto: lj:\/21+4b

(003) Sio(res) = =20 < 0, r = (az® + ... + d)® + b(z)""! + --- , entonces
Vil =az’ +..+dyag =5 (£7 — ).
Paso 2. Encontrar D # () definido como

D= {d € Z+ 1 d = aigoo) — Zai(c)7V(€ (p))pef} .
cel”
Si D = (), entonces el caso 1 del algoritmo de Kovacic no se tiene y debe pasarse
inmediatamente al caso 2. Ahora, si #D > 0, entonces para cada d € D se
construye w € C(z) tal que

w=e(o0) Vil + 3 (20 [Vi], + 0l @ —)7").

cel”

Paso 3. Buscar un polinomio moénico P de grado d, para cada d € D, tal
que
P" +2wP + (W +w? —r)P =0.
Si P no existe, entonces el caso 1 del algoritmo de Kovacic no se tiene y debe
intentarse inmediatamente el caso 2. Ahora, si P existe, entonces una solucién
de la EDLR esta dada por
y=Pel ¥,

donde w se construye en el paso 2 mediante d € D.

Nota 2.1. Si a una EDLR sdlo se le puede aplicar el caso 1 del algoritmo de
Kovacic entonces su grupo de Galois es conexo y estd dado por:

1. SL(2,C) si el algoritmo no provee ninguna solucién,

2. C* x C si el algoritmo sélo provee una solucién, que no sea una exten-
sién cuadrética de su derivada logaritmica,

3. C* si el algoritmo provee las dos soluciones.
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Solo se dardn ejemplos completos para el caso 1 y para el caso 4 puesto estamos
interesados en que la componente conexa de la identidad no sea abeliana.

Ejemplos del Caso 1. A continuacién, a manera ilustrativa, se presentan
los siguientes ejemplos que seran utilizados posteriormente para verificar la
integrabilidad o demostrar la no integrabilidad de un sistema hamiltoniano.

Ejemplo 2.1. [Coeficientes constantes] Este es el ejemplo trivial puesto que
2+ (/\1 + )\2)2/ + A2z =0

se transforma en la EDLR

)= <()\1 + A2)?

—MA .
1 12>y

Esta ecuacion no tiene polos, asi que cae en el caso 1. El orden del coeficiente
de y en el infinito es 0, asi que cae en (co3) y por lo tanto b = v = 0, de lo cual
se concluye que a+ = 0. Esto indica que D = {0} # 0, P = 1 y claramente
una solucién liouvilliana de la EDLR esta dada por y = €9, donde g depende
de A1 y A2. En este caso, el grupo de Galois de la EDLR es isomorfo (C*,-).

Ejemplo 2.2. [Cauchy-Euler] La ecuacién diferencial

p

oY
2+ =2+ 52=0,
T T

donde « y (3 son constantes, se conoce como la ecuaciéon equidimensional de
Cauchy-Euler o simplemente ecuacién de Euler. La ecuacién de Euler se trans-

forma en la EDLR
0o a? —2a — 483
y - 41.2 y

Trivialmente se tiene que para

a? = 2

6 = 4 3
la EDLR queda reducida a y” = 0. La cual es inmediatamente integrable por
cuadraturas y sus soluciones liouvillianas estdn dadas por y; = 1, yo = =.

Asi que el grupo de Galois de la EDLR es la identidad y las soluciones de la
ecuacién de Euler estdan dadas por

—a —a+2
Z1=x 2, Zp=x 2
En el otro caso,
a? — 2u
84—

se tiene un polo de orden 2 en x = 0 y en & = co. Esto indica que la solucién
de la ecuacién de Euler puede caer en cualquiera de los tres primeros casos,
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siendo siempre integrable para valores arbitrarios de a y 3. Un caso particular
que corresponde al caso 1 estd dado por

m(m—i—l):w#o, m € Z.
La EDLR queda
y' = (m<n;2+ U) Y,
por lo tanto o, =1, ag, =0, aa' =m+ 1, oy = —m. Los posibles elementos
del conjunto D estan dados por:
al,—ag=m+1 ag—ay=m
a;foza':fm ozgofaa':fm,

de lo cual se tiene que para m > 0, D = {m, m + 1}, mientras que para m < 0,
D = {-m,—m — 1}. Tomando d = m + 1 y aplicando el paso 3 se obtiene la
solucién
y= Pel @ = g1,
La otra solucién estd dada por
y=x ™.
Claramente se observa que el grupo de Galois de la EDLR es el grupo identidad.

Ejemplo 2.3. Dada la EDLR y” = ry, donde
425 — 82 + 122* + 423 + T2? — 200 + 4

T =
4zt

Se establecen s y t tales que
s =4z% — 82° + 122" + 423 4+ T2? — 200 + 4, t = 4a?,
por lo tanto se tiene que

7
r:;:x272x+3+x*1+1x*275x*3+z*4, I' ={0,00},

ademds se tiene que
o(rg)=4=2v, v=2, o(re)=degt—degs=-2=-2v, v=1.

Es claro que esta EDLR cae dentro del caso 1 (c3,003). Por (c3) se tiene que

a=1,b= -5, v=2y esto implica que
1 1
[\/ﬂo:ﬁ’ a§:§(¢5+2),

luego se tiene que

3 7
+ —
Qp =—=, Qg = —.
0 27 0 9
Por (0co03) se tiene que a = 1, b =2, v = 1 y esto implica que

Vr] =z—1, ai:%(ﬂ—l),
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y por lo tanto

1 _ 3
Por el paso 2 se tiene que D = {0,2}. Para d = 0 se tiene que
3 1 , 3 2
wETEHlogtw Y e
17 3 1

2 2 -1
w =z"-2x+4-5x " 4+ — — < + —.
42 23t
Ahora bien, para
4 6
M:w'+w2—7":—2—7,
x x
el tnico candidato a polinomio ménico de grado cero es P = 1, asi que

P’'4+20P + MP =0

indicaria que M = 0, luego d = 0 se descarta para encontrar una solucién de
la EDLR. Para d = 2 se tiene que
3

w=xr—1——+ w =1+

qa 3 2
2  z2

222 g3
5 1 3 1

2 2

=z -2r-24+—+—— <+ —,

w x T +a:+4ac2 x3+x4

por tanto se tiene

M:w'+w2—r=é—4.
x

Ahora, el polinomio ménico de grado dos es de la forma P = 2% +bx +c, asi que
P’ =2x, P” =2, por lo tanto P” + 2wP’ + M P = 0 indica que
4—3b+4c 20

—2bz+ (20 —dc—4)+ ———— + 5 =0,
x T

de esta forma, b =0y ¢ = —1, luego P = 22 — 1 y por lo tanto una solucién
de la EDLR es

22 1

Y1 = Pefw = (.’L‘é — x%) 87_1‘_;.

La segunda solucién de la EDLR es

1 1 3\ 22 _ 1 dx
y2:y1 —2:(:1727‘@2)6 x 3 . 2.
Y1 (x — 221 + J:3) eri 23

Como el algoritmo solo dié una solucién, que no es extensién cuadratica de su
derivada logarftmica, entonces el grupo de Galois de la EDLR es G = G° ~
C* xx C, el cual no es un grupo conmutativo.
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Ejemplo 2.4. La ecuacién diferencial zy” — xy’ — y = 0 se transforma en la
EDLR

1 1 z+4
"o _ = o .
e
Por lo tanto org = 1, ore, = 0 que corresponde a (c1,003), asi que
- 1 _
[\/F]O:O, oza':ozo =1, [\/1:]00:57 ozio:fozoozl.

Ahora bien, el tinico elemento de D estd dado por d = af, — a(f =0, asi que
el polinomio ménico es P =1,
1 1 , 1 9 1 1 1

YTz + 2’ x2 ’

por tanto se tiene

M=uw+w?—r=0.
El polinomio P = 1 satisface P’ +2wP’+ M P = 0y por lo tanto una solucién
de la EDLR es

(¥

Yy =zxez.

/ dx
x2er’

Como el algoritmo solo dié una solucién, el grupo de Galois de la EDLR es
G = G° ~ C* x C, el cual no es un grupo conmutativo.

La segunda solucién de la EDLR es

[N

Y2 = x€

Caso 2. Tal como se mencioné anteriormente, al descartar el caso 1, debe
buscarse que r tenga al menos un polo de orden 2 o de orden impar mayor que
la unidad (1).

Paso 1. Buscar E. # 0 y E, # 0. Para cada ¢ € I se define E. C Z como
sigue:

(c1) Sio(r.) =1, entonces E, = {4}

(c2) Sio(re)=2,7r=---+blx —c)"2+---, entonces

Ee= {2+ k15 k=0,2}.
(c3) Sio(r.) =v > 2, entonces E, = {v}
Para oo se define F, C Z como sigue:

(001) Sio(re) > 2, entonces Eo, = {0,2,4}
(002) Sio(res) =2, 7 =---+b(x)>+---, entonces

Em:{2+km:k:0,12}.

(003) Sio(re) =v < 2, entonces E = {v}
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Paso 2. Encontrar D # () definido como

1
D:{dEZ+: d:2<em—Zec>,Vep€Ep,p€F}.

cel”

Si D = (), entonces el caso 2 del algoritmo de Kovacic no se tiene y debe pasarse
inmediatamente al caso 3. Ahora, si #D > 0, entonces para cada d € D se
construye una funcién racional 6 definida como

1 e
zﬁzx—cc'

Paso 3. Buscar un polinomio ménico P de grado d, para cada d € D, tal
que

P" +30P" + (30' +30° — 4r)P' + (0" + 300’ + 6° — 470 — 20") P = 0.

Si P no existe, entonces el caso 2 del algoritmo de Kovacic no se tiene y debe
intentarse inmediatamente el caso 3. Ahora, si P existe, se establece
P/
¢ P
y se busca w tal que

w? — dw + <;¢/+;¢2 —T) =0,
entonces una solucién de la EDLR estd dada por
y=el,
donde w es solucién del polinomio anterior.

Ejemplo 2.5. Dada la ecuacién diferencial

I Tzl_ 3 _ 165(:—3'
’ r 1622 1622

Se observa que org = 2 y ory, = 1, por tal razén esta EDLR no cae en el caso
1. Ahora bien, por el paso 1 del caso 2 se tiene que esta EDLR cae en (cq, 003),

luego

3 3
b__ﬁ7 EQ—{2+I€W}_{17273}7 U_17 E_{l}a

por lo tanto los candidatos a elementos del conjunto D son

1 1 1 1

5(1*1)20624” 5(1*2):*5 ¢ Ly, 5(1*3):*1¢Z+7

y de esta forma D = {0}. El dnico candidato a polinomio ménico de grado 0
es P =1 y la funcién racional 6 estd dada por 6 = i Ahora bien, P’ = P" =
P" =0, luego

1 3 1 2 3 2 3
0" +300' +6° —4r0 — 27 = — — 4 — =4 " L ° —0
+ + " " 3 423 + 8x3 22 + 83 + 2 423
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Asi que que efectivamente P = 1 es el polinomio buscado. El paso siguiente es
buscar ¢ tal que
P’ 1
=0+ — = —,
¢ P 2z
luego se busca w que satisfaga la siguiente ecuaciéon cuadratica

1 1 1 1 1
2 _ LV R R B R _
W — pw + <2¢ +2¢ T) W oWt 6z 70

las soluciones de w estan dadas por

Por tanto, hay dos soluciones para la EDLR dadas por
yl = ef ﬁ—‘rﬁ = 1’%62\/5’ y2 = ef ﬁ_ﬁ = x%6_2\/5.
Finalmente, la componente conexa de la identidad del grupo de Galois de la

EDLR es el grupo multiplicativo, el cual es un grupo abeliano.

Nota 2.2. El caso 2 puede aportar dos soluciones o una solucion. Esto depende
de r tal como sigue

20 + 26— > .
r=——0 s6lo existe una solucién,
2¢' + 2¢ — ¢?
T # %M, existen dos soluciones.

Caso 3. Tal como se mencioné anteriormente, al descartar el caso 2, debe
buscarse que todo polo de r tenga a lo mas orden 2 y el orden de r en oo
debe ser al menos 2. Este es el caso més complicado debido a que se requieren
muchos célculos.

Paso 1. Buscar E. # 0 y E, # 0. Para cada ¢ € I' se define E. C Z como
sigue:
(c1)
(c2)

io(r.) =1, entonces E, = {12}

io(re)=2,r=---+blx—c) 2+, entonces

E, = {6 FhVITdb: k=041, j:2,13,j:4715,j:6} .

S
S
Para oo se define E, C Z como sigue:
(00) Sio(reg) =v>2,7r="---+b(z)?+---, entonces
12k
oo = {6 T N1 5 db: k=0,+1,+2,+3, +4, +5, j:G} . ne {4,612}
n

Paso 2. Encontrar D # () definido por

n
D_{deZ+: d—12<ew—Zec>,Vep€Ep,p€F}.

cel”
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Primero debe utilizarse n = 4 hasta que el algoritmo proporcione la respuesta
o falle, luego n = 6 y n = 12. Si D = (), entonces el caso 3 del algoritmo de
Kovacic no se tiene y debe pasarse inmediatamente al caso 4. Ahora, si #D > 0,
entonces para cada d € D con su respectivo n, se construye una funcién racional
n e
0=— =
12 Z Tr—c

cel”

y un polinomio S definido como

S = H(a:—c).

cel”

Paso 3. Buscar un polinomio ménico P de grado d, para cada d € D, tal
que sus coeficientes estén determinados por la recurrencia

P,=0 P,=-P,

P,1=-SP —((n—i)8 —80)P, — (n—1)(i+ 1) S*rPii1,
donde i € {0,1...,n —1,n}. Si P no existe, entonces el caso 3 del algoritmo
de Kovacic no se tiene y debe pasarse inmediatamente el caso 4. Ahora, si P

existe, se busca w tal que
n ]
Zﬂwi _0
(n —1)! ’

i=0 ’
entonces una solucién de la EDLR estd dada por
y=el®,
donde w es solucién del polinomio anterior, el cual es de grado n. Si se logra
determinar w con n = 4, entonces el grupo de Galois de la EDLR es el grupo

tetraedro, si se determina con n = 6 es el grupo octaedro y con n = 12 es el
grupo icosaedro.

Ejemplo 2.6. Este ejemplo es una correccién al presentado por J. KovAacic
en [15]. En el ejemplo 2 de la pdgina 25, él plantea la siguiente EDLR

" o5 + 27 2 L 2 n
=Ty, r=— = — e /& ey
vo=m 36(x—1)2  9(z— 1)2 9(z + 1)2
y luego aplica el algoritmo sobre esta ecuacién, omitiendo dos exponentes.
Gracias a estas dos erratas, es muy dificil entender el ejemplo y el caso 3.
La correcta EDLR estd dada por
M 5% + 27 2 11 2 11
Yy =ry,r=— = — —+ — — .
36(x2 —1)2 9z —1)2 72(x—1) 9(x+1)2 72(x+1)
La expansion en series de Laurent para r alrededor de x = oo esta dada por
5

T3622 T

r =
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Debido a que or_; = or; = or,, = 2, esta ecuacién podria caer en cualquiera
de los cuatro casos. Sin embargo, se puede observar mediante el paso 1 que no
cae en el caso (D = ) y mediante el paso 2 que no cae en el caso 2 (P =1 no
satisface la ecuacion en ). Asf pues, se intenta el caso 3. Por el paso 1, se tiene
que
E_1=FE ={4,56,7,8}, FE-x=1{2,4,6,8,10}.

Por el paso 2, las tinicas familias posibles para que D # () con n = 4 estédn
dadas por

1
o =8, e_1=4, e =4, d:§(87474):0,

eoo =10, e_1=4, e =6, d:%(10—4—6)=0,
1
3
eeo =10, e_1 =5, e =5, d:%(10—5—5):0,

oo =10, e_1=6, ey =4, d==(10-6-—4)=0,

las demés familias dan valores que no son enteros no negativos, por lo tanto
el tinico candidato a polinomio P es P = 1. Ahora bien, tomando la primera
familia se tiene

n € 1 4 4 8x
0= — = — —+ = s
R&ge—c 3\z+1 z-1 3(z2 —1)
y el polinomio S estd dado por

S = H(w—c)z(x—l)(m—&—l):x?—l,

cel”
asi se tiene )
8x 5x + 27
S0 =—"—, S%r=-"—".
3 36
El paso siguiente es encontrar Py, Pi,..., P, mediante la recurrencia Py =

—P=-1, P,=0,
Py = —SPj+ S0P, = 8z,
Py = —SP}— (S' — S0)P; — 4521 Py = — 15241,
Py = —SP}— (25" — S6)P, — 652 Py = 20x" 414z
Py=—SP| — (35 — SO)P, — 652 P, = —1252°+1342° -3
Sea w la solucién de la ecuacién

1522 + 15w2 n 2523 + Tw Sw — 125z% + 13422 — 3
6 27 1296

8
Swt = gSw?’ -
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La solucién de la EDLR sers e/ “, donde w satisface la anterior ecuacién
polinémica de grado 4.

Nota 2.3. El tercer caso es el mas complicado, puesto que al final se deben
resolver ecuaciones polinémicas de grado 4, 6 o 12. Estos calculos son muy
grandes y se requiere la ayuda del computador.

Caso 4. Si no se obtienen soluciones liouvillianas por cualquiera de los casos
anteriores, entonces el algoritmo de Kovacic no puede determinar las soluciones
de la EDLR. Es decir, el grupo de Galois de la EDLR es exactamente SL(2,C).

En algunos casos, la ecuacién diferencial tiene coeficientes que no son fun-
ciones racionales. Para solventar esto (si se puede) se algebriza la ecuacién
diferencial (véase al respecto el capitulo 2 en [4]). Esta situacién se ilustra
mediante el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.7. Dada la ecuacién diferencial

d?¢ sint  d¢ 8
dr? 1—COST%+1—COST570.

Para poder aplicar el algoritmo de Kovacic hacemos la transformacién x =
€T 4 1. Asi obtenemos

2

d?¢ /2 1/2 \ d¢ 1 1 1

— - — — +4 — —]&=0.
da:2+(:r z—1 dz+ (x —1)2 :c71+:c ¢

Al aplicar el teorema 1.3,la ecuacién anterior se transforma en la EDLR

Ay _ o b-Tw 6T 31 5 31
dzz " T T 1622w —1)2 . 16z —1)2  8(z—1) ' 1622 8z’

Por el paso 1 se tiene que I' = {0,1,00}, o(rg) = o(r1) = 2, o(re) = 3.
Esto indica que la EDLR puede caer en cualquiera de los tres primeros casos
(c2,001).

Primero se analiza el caso 1: s = 5—72x, t = 162%(z—1)?2, por lo tanto se tiene
quer =3 = 716(1631)2 +ﬁ+ 165.772 7%’ I'={0,1,00}, o (ro) = o (r1) =2,
y o(re) = degt — degs = 3. Es claro que esta EDLR cae dentro del caso 1,
(¢, 001), por (001) se tiene que o, = 0y ag, = 1. Ahora, por (ca) se tiene que
para el polox =1, b = *1—%7, mientras que para x = 0, b = 1573 y esto implica
que [\1],, =0y 0‘1i,0 ¢ R, por lo tanto D = (). De la misma se hace para los
otros 2 casos y se concluye que D = ) y por lo tanto la EDLR cae en el caso 4,

indicando que no tiene soluciones liouvillianas.

Nota 2.4. [No integrabilidad inmediata de la EDLR] A simple vista se puede
determinar, utilizando el algoritmo de Kovacic, si una EDLR no es soluble
por cuadraturas, basta observar el conjunto D que determina el grado de un
polinomio. Los siguientes casos son no integrables.

= Sir es un polinomio de grado impar,
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» sir es de la forma
P(z)

Z(ma—iic):Q(@’ i €C, ¢ F#¢, n=2, degQ—degP >2,
i=1 ‘

= Sir es un polinomio de segundo grado escrito como

n

((a:c+d)2+b), %b ¢ 27 +1.
En particular, las ecuaciones diferenciales
U = (@2 + N0, ' =(@**—a-1)y, y'= (1962 1 —n) y
son integrables si y solo si

A€E2Z+1, €7, né€ow.

20
» La ecuacién de Bessel (EDLR)

4n? —1
1
J— 7_1
4 ( 422 )y,

es integrable si y solosin € Z + 3.

3. Integrabilidad de sistemas hamiltonianos

En esta secciéon, acorde a la introduccién, se presenta un breve resumen de
lo que es un sistema hamiltoniano. Se inicia recordando que en la mecénica
cldsica, la energfa (H) de un sistema estd dado por la suma de la energia
cinética (T') y la energia potencial (V). La energia se expresa en funcién de
posiciones (g;) y momentos (p;), en lugar de posiciones y velocidades. De esta
forma, la expresion de la energia queda dada por

n_o2

H=T+V, T=LS P
2 &~ m;

1=1
en donde la energfa potencial (o simplemente el potencial) depende de las posi-
ciones y los momentos. Si la energia se conserva, entonces H es una constante
de movimiento (integral primera). Si el sistema es disipativo, entonces la en-
ergia (H) depende del tiempo. En adelante, las masas serdn normalizadas a la
unidad y solo se consideraran sistemas conservativos en donde el potencial solo
dependa de las posiciones.

El matemaético francés J. LIOUVILLE en 1840 enuncié el teorema que hoy en
dia lleva su nombre, teorema de Liouville y que fue formulado geométricamente
por V. ARNOLD, razén por la cual también se conoce como el teorema de
Liouville-Arnold.
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Definicién 3.1. Sea H : U C K** — K, donde K € {R,C}. Si (¢,p) € U,
donde ¢ = (q1,---,qn), p= (P1,--.,Pn) entonces
. _OH . O0H

qi = y Pi=—
Op; 9qi
se conocen como ecuactones de Hamilton, y al escribirlas como un sistema de

2n ecuaciones diferenciales se denomina sistema hamiltoniano con n grados de
libertad.

Nota 3.1. En adelante denotaremos por Xy al campo vectorial hamiltoniano
asociado a las ecuaciones del movimiento (3.1). Es decir,

oH
Op;
Xy =
__0H
0q;

Definicion 3.2. Sean f,g: U — K, el paréntesis de Poisson de f y g se define

como
N~(0f 09 Of dg
heh= ;(5%‘ Opi  Opi 5%).

Si{f,g9} =0, se dice que f y g estdn en involucidn.

El teorema de Liouville-Arnold [1], traduce el problema de la integrabili-
dad de un sistema hamiltoniano de n grados de libertad a la existencia de n
constantes del movimiento independientes y en involucion.

Definicién 3.3. Un hamiltoniano H de n grados de libertad se dice comple-
tamente integrable si existen n constantes del movimiento (integrales primeras
de Xpg), y en involucidn.

Nota 3.2. Se observa, que la condicién de involutividad de las f; implica que
estas son funcionalmente independientes, es decir sus diferenciales son lineal-
mente independientes sobre un abierto denso.

En particular, para un grado de libertad se tiene que la constante de mo-
vimiento o integral primera es la energia H, asi que todos los de un grado
de libertad son integrables. En dos grados de libertad, el siguiente caso del
potencial de Henon-Heiles es integrable.

1
H(q1,q2,p1,p2) = = (p} +p3) — G301 — 24;.
2

Como ejemplos de sistemas hamiltonianos de un grado de libertad se tienen
los siguientes:

» Oscilador armoénico , ,
D q
LN A 0

3 T
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= Péndulo simple
2

p
—+k
5 + kcosq

= Campo central
2k
Pk
2 q

Nota 3.3. Un sistema hamiltoniano de n grados de libertad dado por

n 2
p
H:ZHk’ Hk:?kJrVk(qk),
k=1
es integrable porque las 2n ecuaciones diferenciales son desacopladas puesto
que cada hamiltoniano es de un grado de libertad. La solucién de cada sistema
esté dada por

t:/ dqy,
V2H}, + 2Vi(qi)

Si el sistema hamiltoniano es de dos grados de libertad y se quiere buscar una
solucién particular g; haciendo g2 = ps = h = 0, se procede igual y se obtiene

+ :/ dq:
\/2V(q1, 0)

Una aplicacion de los sistemas hamiltonianos es que permiten resolver ecua-
ciones diferenciales. En el caso de un grado de libertad, la ecuacién y” = f(y)
puede resolverse como sigue,

= dy .
I

Para dos o més grados de libertad hay que usar técnicas més avanzadas.

Un ejemplo de sistema no integrable, mediante integrales primeras racionales
es el sistema de Henon-Heiles con parametros nulos, tal como se verd en los
ejemplos:

1
H(q1,q2,p1,p2) = i(p? +p3) — B -

Teorema 3.4. El sistema de ecuaciones diferenciales
m\ _ (a) b)Y\ (m
72 c(t) dt)) \m)’
se transforma en la ecuacion diferencial

£— (a(t) +d(t) + Zg) E+ (a(t)d(t) —b(t)e(t) — a(t) + alt)

v las componentes conexas son iguales.

@‘@
|
~ |
N N2
SN—
AN
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Ejemplo 3.1. El sistema dado por
dz 0 1—cosT\ [z
(8)-( e 07)0)
dt (1—cosT)2

d?¢ sint  d¢ 8

dr2  1—costdr 1—cosT

se transforma en
&E=0.

Durante anos se han buscado criterios para determinar la integrabilidad o
no integrabilidad de un sistema hamiltoniano basada en el comportamiento de
las soluciones en el dominio complejo.

Definiciéon 3.5. Consideremos H un hamiltoniano holomorfo definido sobre
U C C> y T la superficie de Riemann correspondiente a una curva integral
z = z(t) (la variedad riemanniana z(t) puede ser un punto de equilibrio) del
campo vectorial Xpg. La ecuacion variacional (EV) a lo largo de T se escribe
como

0= Xy (2(2) n-

Como es natural, las componentes de z(¢) son complejas.

Nota 3.4. Usando la parte lineal de la integral primera dH (z(t)) de la EV,
es posible reducir esta ecuacién variacional (es decir, la regla de eliminacién
de un grado de libertad) para obtener la conocida ecuacidn variacional normal
(EVN), propia de los sistemas hamiltonianos lineales no auténomos,

€= JuiS(08, Jn=(—1n 0)

donde S(t) es una matriz simétrica, J,, es la matriz simpléctica, I,, es la matriz
idéntica de tamafnio n x n. Este sistema de ecuaciones diferenciales (EVN) es
una EV de un sistema hamiltoniano lineal. Ademads, Xy se puede escribir en
funcién del gradiente de H por medio de la matriz simpléctica, es decir,

Xy =J,VH.

Histéricamente, POINCARE dio un criterio de no integrabilidad basado en la
matriz de monodromia (prolongaciones analiticas) de la EV a lo largo de una
curva integral real periédica. En 1888 S. KOWALEVSKI obtuvo un nuevo caso
de integrabilidad del sistema de cuerpo rigido con un punto fijo, imponiendo
la condicién adicional de que la solucién general es una funcién meromorfa
de tiempo complejo. LYAPUNOV generalizd los resultados de KOWALEVSKI y
probé que excepto para algunas soluciones particulares, la solucién general
es univaluada. Su método estd basado en el andlisis de la EV a lo largo de
una solucién conocida. Mas tarde, en 1982, S. L. ZIGLIN obtiene el siguiente
resultado.
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Teorema 3.6. [ZIGLIN| Supdngase que un sistema hamiltoniano admite n — k
integrales primeras meromorfas sobre T y que el grupo de monodromia de
la EVN contiene una transformacién no resonante g. Entonces cualquier otro
elemento del grupo de monodromia de la EVN conserva las direcciones propias
de g.

Se dice que una transformacién lineal g es resonante si existen enteros
T1,...,7ry tales que AJ' ... A"» =1, donde \; son los valores propios de g.

En particular, se consideraran sistemas hamiltonianos de 2 grados de libertad
y la solucién particular se buscara en el plano invariante g = ps = 0. De
esta forma la solucién particular se obtiene como la solucién de un sistema
hamiltoniano de un grado de libertad.

4. Teoria de Morales—Ramis

En 1997, durante su estancia postdoctoral en Estrasburgo, JUAN MORALE—
Rui1z obtiene conjuntamente con JEAN PIERRE RAMIS el siguiente resultado,
el cual es considerado como la herramienta més potente para determinar si un
sistema hamiltoniano es no integrable.

Teorema 4.1 (Morales-Ramis). Si el campo hamiltoniano inicial X es com-
pletamente integrable, entonces la componente identidad, G° del grupo de Ga-
lois de la EVN es abeliana.

El teorema de Morales—Ramis es un poderoso criterio de no integrabilidad de
un sistema hamiltoniano: si la componente identidad, G° del grupo de Galois
de la EVN no es abeliana, entonces el campo hamiltoniano inicial Xz no es
completamente integrable. En general el reciproco del teorema de Morales—
Ramis no es cierto, pues la integrabilidad de la EVN no implica la integrabilidad
completa del sistema hamiltoniano.

Nota 4.1. Si la EVN tiene una singularidad regular en el infinito y G° no es
abeliana, entonces el sistema hamiltoniano es no integrable mediante integrales
primeras meromorfas. En caso de que la EVN tenga una singularidad irregular
en el infinito y G° no sea abeliana, entonces el sistema hamiltoniano es no
integrable mediante integrales primeras racionales (véase [21]).

Sistematicamente debe aplicarse el teorema de Morales—Ramis a un sistema
hamiltoniano de dos grados de libertad en los siguientes pasos:

1. Seleccionar una curva integral particular T, haciendo ¢g; = po =0y
resolviendo el hamiltoniano de un grado de libertad (Nota 3.3).

2. Derivar el campo hamiltoniano X g y escribir la ecuacion variacional
Normal(EVN) (Nota 3.4).

3. Transformar la EVN en una ecuacién diferencial de segundo orden (Teo-
rema 3.4), hallar la EDLR, algebrizarla si es el caso y aplicar el algo-
ritmo de Kovacic.
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4. Hallar la componente identidad, G° del grupo de Galois diferencial de
la EDLR y ver si es abeliana (Nota 1.1).

5. Ejemplos

Como motivacién al teorema de Morales—Ramis y al algoritmo de Kovacic
se presentan los siguientes ejemplos.

5.1. El Problema de los tres cuerpos de Sitnikov. El sistema de Sit-
nikov es una restriccion al problema de los tres cuerpos dada por una configu-
racién muy simétrica: los primarios con masas iguales m se mueven en elipses
de excentricidad e en el plano XY alrededor de sus centros de masa O, mientras
el tercer cuerpo infinitesimal se mueve a lo largo del eje OZ perpendicular al
plano donde los primarios se mueven. Tomamos, de manera usual, la normali-
zacion de unidades, de tal forma que m = 1, el periodo de los primarios es 27
v la constante gravitacional es igual a 1.

El hamiltoniano correspondiente al movimiento de la particula infinitesimal
a lo largo del eje OZ de este problema es

2
p 1
H(iz,p,) =% —————

Gr) =S E o
y la ecuacién de movimiento estd dada por

d?z z

o T T T o e

dt® (22 +r2(t))>
siendo r(t) la distancia de una de los primarios al centro de masas O. Escogemos
como nuevo tiempo la anomalia excéntrica 7. La transformacién es dada por
la ecuacion de Kepler

)

t=1—esint, dt=(1—ecosT)dr
entonces la ecuacién anterior se transforma en

dz dv (1 —ecosT)z

1—ecos
— =(1—ecosT)v, _ L CeosT
dr

—=— , 1T
dr (22 412(71))3 (7) 2
Se estudian ahora dos casos del problema de los tres cuerpos de Sitnikov.

El problema del triangulo isésceles. Considérese el caso en que la drbita

de los primarios es circular y la distancia de cada primario al centro de masas
O es 1.

El hamiltoniano correspondiente a este problema, del cual se sabe que es
completamente integrable, es

2
ps 1
H ) = — —_—m
) =5 (22 +1)%
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y la ecuacién de movimiento del tercer cuerpo estd dada por
d?z n z _
dt? (224 1)3

entonces la ecuacién anterior se transforma en

)

dz dv z

— =, e
dt dt (22 +1)2
Se aplican los pasos del teorema de Morales—Ramis

1. Como curva integral particular T se toma z = v = 0.
2. La ecuacién variacional normal EVN a lo largo de T esta dada por

(1) (o))

3. Se observa que es una matriz con coeficientes constantes y

-1 0
por lo tanto la EDLR tiene coeficientes constantes. Por el ejemplo 2.1
la componente identidad es abeliana.

Orbita de colisién triple. Considérese el caso en que e = 1 y la distancia de

una de los primarios al centro de masas O es r(r) = 1=55T

El hamiltoniano y la ecuacién de movimiento del tercer cuerpo correspon-
diente a este problema, del cual nada se sabe, son los mismos del caso anterior.
Esta ecuacion se transforma en

1-— 1-—
L _cosryy, W (zcosmz oy Iocost
dr dr (22 +12(7))3 2

Se aplican los pasos del teorema de Morales—Ramis

1. Como curva integral particular T tomamos la érbita de la colisién triple
cone=1,r(r)= 71_20”, z=v=0.

2. La ecuacion variacional normal EVN a lo largo de T estda dada por

dz 0 1—cosT
(#)- (o )0
dt (1—cos )2 v

Este sistema coincide con el del ejemplo 3.1, por tanto se transforma
en

9 .
d<& sint  d§ L 8 £—0,
dr?2  1—costdr 1—cosT
Por el ejemplo 2.7 la EDLR no tiene soluciones liouvillianas.
3. La componente identidad G° del grupo de Galois de la EDLR no es
soluble y por lo tanto no es abeliana, de lo cual se tiene que el cam-
po hamiltoniano inicial Xz correspondiente al problema de los tres

cuerpos de Sitnikov con orbita de colisién triple no es completamente
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integrable con integrales primeras meromorfas (la ecuacién diferencial
tiene una singularidad regular en el infinito).

5.2. El problema planar restringido de los tres cuerpos. El hamilto-
niano correspondiente al problema de los tres cuerpos restringido al plano, con
pardmetro p = 0 estd dado por

1 1
H(q1,q2,p1,02) = = (07 +3) + (q2p1 — 1p2) — ———es-
2 Vai+a;

Se sabe que este hamiltoniano es completamente integrable por ser el problema
de dos cuerpos en coordenadas giratorias. La ecuacién de movimiento esta dada
por

q1 . q2
5 tP2, D2=——""F-——>735 D1

(a3 +¢3)? (63 +¢3)2

Se aplican los pasos del teorema de Morales—Ramis

G1 = q2+p1, G2 =—q+p2, P1=—

1. Como curva integral particular T se toma g1 = ps = 1,g2 = p1 = 0.
2. La ecuacion variacional EV a lo largo de T esta dada por

% 0 1 1 0\ /¢
if _ -1 0 0 1 q2
% 0 -1 -1 0 P2

3. Se observa que la matriz de la EV tiene dos bloques iguales: el primero
y el tercero, ademas el segundo y el cuarto bloque son I y —I5, de tal
forma que la ecuacién variacional normal EVN (utilizando el primer
bloque) a lo largo de T estd dada por

(4)- (5 o) ()

4. Se observa que es una matriz con coeficientes constantes y

-1 0
por lo tanto la componente identidad es abeliana.

5.3. Sistema de Henon-Heiles. El sistema de Hendén-Heiles estd dado por

1 A
H(q1,q2,p1,p2) = i(p? +p3) — A+ aq) — gq?-

Se consideraran dos ejemplos, el primero es un caso integrable y el segundo es
no integrable.

Un caso integrable. El sistema de Henon-Heiles

1
H(q1,q2,p1,p2) = i(p? +p3) — G — 245

Gi=p1, G2=p2, P1=¢+6q, pP2=2qq.
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Se aplican los pasos del teorema de Morales—Ramis

1. Como solucién particular se toma

. 1 2
T: (¢1)°=4q}, n=z n=-5 @©=p=0.

2. La ecuacién variacional normal EVN a lo largo de T esta dada por
It ’ _ 0 1 . 0 1
n = XH(Ql(t))nv XH(Ql(t)) - <12q1 0/ %2 0/
Por el teorema 3.4, este sistema se transforma en

¢ 12 ¢
2 277
3. Por el ejemplo 2.2 (m = 3) se tiene que el grupo de Galois de esta
ecuacion es la identidad, el cual es un grupo conexo abeliano.

Un caso no integrable. El sistema de Henon-Heiles que ahora se considera
es

1
H(q1,q2,p1,p2) = i(p% +p3) — @145 -

G =p1. G2=p2 PL=0, P2=2q0.
Se aplican los pasos del teorema de Morales—Ramis:

1. Como solucién particular se toma
t
2 )

2. La ecuacién variacional normal EVN a lo largo de T esta dada por

T:q1= pr=1, g =p2=0.

2q1

o = Xawom Xua®) = (5 o) = (7 o)

Este sistema se transforma en
d*¢
dt?

Como esta ecuacion estd en forma de EDLR, se procede a aplicar el

algoritmo de Kovacic. Por la nota 2.4 se tiene que el grupo de Galois

de esta ecuacién (denominada ecuacién de Airy) es SL(2,C) que es un
grupo conexo pero no es abeliano. Ademas, la ecuacién de Airy presenta
una singularidad irregular en el infinito y por lo tanto este sistema

de Henon-Heiles no es completamente integrable mediante integrales
primeras racionales.

=t
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5.4. Otros ejemplos. Utilizando el resto de los ejemplos de la seccion 2,
se pueden construir sistemas hamiltonianos tales que el grupo de Galois de su
EVN no sea abeliana.

1
H(q17q2ap1ap2) = 5(29% +p§) - V(qlan) .

Se buscan las ecuaciones de Hamilton y se deriva el campo hamiltoniano
para construir la ecuacién variacional, de tal forma que ésta quede

n=Xg@®)n X)) = (f((c)n) é) - (r?t) é) '

Este sistema se transforma en

d*¢

— =7r(t)§.
Ahora bien, si r(¢) hace parte del listado de las no integrables de la nota 2.4 o si
es la correspondiente a los ejemplos 2.3, 2.4, entonces el sistema hamiltoniano

inicial no es integrable mediante integrales primeras (meromorfas o racionales).

Conclusiones y comentarios finales. En general, construir ejemplos de apli-
cacion del algoritmo de Kovacic a la teoria de Morales—Ramis no es una tarea
facil. Hay muy pocos ejemplos del algoritmo de Kovacic, sobre todo del caso
3. No menos laborioso es construir un sistema hamiltoniano a partir de una
solucién particular. En [4] no solo se da una respuesta a este problema, sino
que también se presenta un algoritmo para algebrizar ecuaciones diferenciales
y se demuestra, usando una versién ligéramente mejorada del algoritmo de ko-
vacic (véase [2]) que si una EVN de un sistema hamiltoniano tiene coeficientes
polinomiales, entonces este sistema hamiltoniano es no integrable mediante in-
tegrales primeras racionales. La teoria de Morales-Ramis estd en crecimiento
y es una oportunidad para algunos investigadores avancen y aporten en esta
linea.
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