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RESUMEN. En este articulo se presenta una prueba més simple de
un teorema de existencia y unicidad de solucién ya demostrado en
un trabajo anterior. En esta nueva prueba no es necesario obtener
previamente el resultado para datos iniciales con norma pequeiia,
sino que directamente se establece para datos iniciales de tamaio
arbitrario.
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1. Introduccion.

La ecuacion de Kadomtsev-Petviashvili, la cual denotaremos en ade-
lante por KP, es una ecuacién de evoluciéon no lineal que aparece como
una generalizacién bidimensional de la ecuacién de Korteweg-de Vries
(KdV), en el estudio de la estabilidad transversal de solitones unidimen-
sionales [KP].

El problema de Cauchy para la ecuacién KP consiste en encontrar
una funcién u(z,y,t) de las variables espaciales x y y y de la variable
temporal ¢ tal que

O + O2u F 8;13511 +u0zu =0 (1.1)
’U,(.’E,y,O) = uo(x,y) .

Aqui ugp es una funcién dada y el operador 9, ! representa cierta an-
tiderivada con respecto a la variable z.

Con el signo “ — 7 la ecuacién (1,1) es conocida como KP-I, y con el

signo “+” la ecuacién es llamada KP-II.

En este trabajo consideraremos sélo la ecuacién KP-II y el denomi-
nado problema en R?, o problema a mar abierto, que es aquel en el cual
las variables espaciales = y y recorren todo R, es decir (z,y) € R2.

En los ultimos anos el problema de Cauchy para la ecuacion KP-11 y
otras ecuaciones de evolucién no lineales ha sido estudiado para datos
iniciales up en espacios de baja regularidad.

En [B1] y [B2] BOURGAIN presenta un nuevo método para el estudio
de problemas de Cauchy como el (1,1). La parte esencial de este método
consiste en el tipo de espacios funcionales utilizados, que en adelante
llamaremos espacios de Bourgain. Las normas de los espacios de Bour-
gain estan definidas mediante la transformada de Fourier en las variables
espacio-temporales y tienen en cuenta la estructura especifica de la parte
lineal de la ecuacién. Con su método BOURGAIN probé en [B3] que el
problema de Cauchy (1,1) estd localmente bien planteado para datos
iniciales ug en espacios de Sobolev H*(R?) con s > 0.

Basados en desigualdades elementales de calculo, como fue hecho por
KENIG, PONCE y VEGA en [KPV1] para la ecuacién KdV, y en una
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desigualdad tipo Strichartz, establecida en el contexto de los espacios de
Bourgain por TZVETKOV en [Tz, ISAZA y MEJ{A probaron en [IM] que
el problema de Cauchy (1,1) estd localmente bien planteado en espa-
cios de Bourgain adecuados para datos iniciales en espacios de Sobolev
anisotrépicos H 152 (]RQ) con s > —% y s2 > 0, lo cual constituye una
mejora del resultado de BOURGAIN en [B3]. Es importante senalar que,
independientemente de ISAZA y MEJA, TAKAOKA y TZVETKOV obtu-
vieron en [TT] el mismo resultado acerca del problema de Cauchy (1,1)
demostrado en [IM].

El objetivo central de este trabajo es presentar una prueba més simple
del teorema de existencia y unicidad demostrado en [IM]. Mds precisa-
mente, en [IM] se obtenian inicialmente soluciones locales en [0, 1] cuando
los datos iniciales ug eran pequefios en H*1%2(R?), y luego, utilizando un
argumento de homogeneidad, se probaba que dado un dato inicial ug de
tamaifio arbitrario en H*'%2(R?) existia un 7 > 0 tal que el problema de
Cauchy (1,1) tenia solucién en [0, T]. En este articulo probamos directa-
mente que dado ug de tamafio arbitrario en H*1%2(R?) existe un T' > 0
tal que el problema (1,1) tiene solucién unica en [T, 7.

El trabajo consta de dos partes. En la primera parte (seccién 2) son
introducidas las definiciones de los diferentes espacios y operadores que
permiten formular de manera precisa el concepto de solucién del prob-
lema de Cauchy (1,1). Asimismo se enuncia el teorema de existencia y
unicidad. La segunda parte (seccién 3) estd dedicada a la prueba del
teorema de existencia y unicidad.

A lo largo de este articulo la letra C' denotara diversas constantes.

2. Espacios funcionales, concepto de solucién y
formulacion del resultado principal.

Denotemos por S’ (R™) el espacio de distribuciones temperadas en R™.

Para s1, so € R, H*1%2 = H*%2(R?) denotar4 el espacio de Sobolev
anisotrépico de tipo L? dado por

2 = {u € §'(B) | [[ull?,,, == /R O™ ) @(Q)? dc < o0} .
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Aqui @ es la transformada de Fourier de u en las variables espaciales
z,y, ¢ = (&,7), donde £ y 7 son las variables en el espacio de frecuencias
correspondientes a las variables espaciales = y y, respectivamente, y el
simbolo (-) es una abreviacién para 1+ |- |.

Para s1, 82,7 € R y € > 0 denotamos por X el espacio de

s1897¢€
distribuciones temperadas u en S’(R?) tales que 4 es una funcién y

[4l,.,,, = [ 67 @) (07 O AN i < o,

Aqui u es la transformada de Fourier de u en las variables z,v,1,
A= (&n,7) y & n, T son las variables en el espacio de frecuencias,
correspondientes a las variables z, ¥, t, respectivamente. Adem4s, en la
anterior norma, y en adelante, la letra ¢ denota el simbolo asociado a la
parte lineal de la ecuacién KP-II, es decir

y laletra 6 es una abreviaciéon para —%— spagmer |I°

1+ \f
||) es un espacio de Banach. A los espacios XSlsﬂs que acabamos de

definir los llamaremos de manera genérica espacios de Bourgain.

Puede ser demostrado que si S(R?) es el espacio de Schwartz de fun-
ciones C®, definidas en R?, con decrecimiento répido en el infinito, en-
tonces S(R*)NX, , . esdensoen X, . Ademds paray > % también
se puede probar que el espacio X, , __ estd inmerso de manera continua
en el espacio Cp(Ry; H*1%2) de funcmnes continuas y acotadas de la vari-
able temporal ¢ con valores en el espacio H 5152 de las variables espaciales

z,y. De esta manera, para T > 0y v > = podemos definir el espacio
de Banach X [T, T] formado por las restncmones a [-T,T] de los

81897€
elementos de X con norma definida por

s1897¢?

[[ull x vy = nf{|[o]l,, o, [ € X, Avlma = u} -

313275[ 81827¢

En nuestro problema de Cauchy (1,1), los datos iniciales ug serdn toma-
dos en los espacios anisotrépicos H?®'%2 y las soluciones locales en el

tiempo serdn buscadas en los espacios X, , [T, T] para algin T' > 0.
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El concepto de solucién que utilizaremos parte de la férmula de Du-
hamel para el problema de valores iniciales (1,1). Formalmente, u es una
solucién del problema (1) si y sélo si

t
w(t) = W (1) — % /0 Wt — )0, (u(t'))2dt’

donde {W(t)} es el grupo en H*'%* asociado a la parte lineal de la
ecuaciéon KP-II, es decir el operador W (t) estd definido a través de la
transformada de Fourier en R? por

(W (£)uol(¢) == "™ Oi5(¢) -

En el estudio de la parte no lineal de la ecuacién la forma bilineal
B(u,v) :== —%am(uv) jugard un papel crucial; mas precisamente, tiene
lugar el siguiente resultado, cuya prueba puede consultarse en [IM], y
estd basada en desigualdades elementales de cdlculo, como fue hecho
por KENIG, PONCE y VEGA en [KPV1] para la ecuacién de Korteweg-
de Vries KdV, y en una desigualdad tipo Strichartz desarrollada en el
contexto de los espacios de Bourgain, como fue hecho por TZVETKOV
en [Tz).

5Pam 81 > — , s9 >0, si s:=max{0,—s1} ¥y, ¥, € son tales que
€> 5 <'y<7,1—s—fy—£—(%—s) (-3 - (e——)>0
1=s=3e=(b=5) =3 -0 20, 3-§ -7/ = H3-9) - (/- D) 20,
e=(v=7)>0,y % < %, entonces
||B(u,v)||5152(7/,1)5 < C“uHSlsz’yE”UHSlsz’yE ’ (2'1)
para u,v € X arbitrarios.

818927¢€

ParaT >0y~ > %, si f € S(R3) N X, s5(y—1)e; definimos el operador
integral G por

[Cr(](t) == (T / Wt — ) f(t)dt . tER,

donde ¥ € CP(R), 0 < ¢ < 1, 9(t) = 1sit € [-1,1], (t) = 0 si
t¢1-2,2]y f(t') = flasyt): R? - R

Usando transformada de Fourier en las variables espacio-temporales
en [IMS] fue probado el siguiente lema.
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.S Eziste una constante Cr, que depende de T, tal que
“GT(f)HSlSz’YE < CT||f||sls2('y—1)s ’ (2'2)

y por consiguiente eriste una unica extension continua de este operador,
que denotaremos también por Gr, al espacio X g, (y—1)c-

Los lemas 1 y 2 nos permiten definir el concepto de solucién del prob-
lema de Cauchy (1,1).

bDPara ug € H?'%2, T >0 y s1, s2, v y € como en el lema 1, decimos
que u € X, 5,7e[—T,T] es una solucion del problema de Cauchy (1,1) en
el intervalo [—T,T] si existe una extension v € X, 5,0 de u, tal que

u(t) = W(t)up + Gr(B(v,v))(t) para todo t € [-T,T]. (2.3)

Teniendo en cuenta, de una parte, que {W (%) }+cr es un grupo Cj en
H?1%2 y  de otra, el contenido de los lemas 1 y 2, vemos que el lado
derecho de (2,3) tiene sentido puntual en ¢ como elemento de H*1%2.

La proposicién que enunciamos a continuacion muestra que la defini-
cién de solucion que acabamos de dar es razonable.

.bSean s1, sa, v y € como en el lema 1.
Proposicién 1. (i) Si para vi,ve, w1, w2 € X, , . yT >0 se tiene
que v1(t) = vo(t) y wi(t) = wo(t) para todo t € [-T,T] entonces

[Gr(B(v1, w1))](t) = [Gr(B(v, w2))(t) Vi e [-T,T].

En particular, la definicion 1 es independiente de la extension v de
u que utilicemos.

(ii) La definicion 1 es independiente de la escogencia de la funcidn
1 € C3°(R) con 9(t) =1 para todo t en [—1,1].

(iii) Siv,w € X, ,,.. y 0 <T1 <Ty, entonces

(G, (B(v, w))](t) =[G, (B(v,w))|(t) Vi€ [-T1,T1].

En particular, siu € X, , .[=T,T] es solucion del problema de val-
ores iniciales (1,1) en [-T,T] y 0 < Th1 < T, entonces ull_1, 1, €s
solucion del problema de valores iniciales (1,1) en [—T1,T1].

En la demostracion de la proposicién 1 haremos uso del siguiente lema
de caracter técnico.
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.5Sean s1, so, v y € como en el lema 1 y (1) € C§(R). Entonces
eziste una constante C' tal que

||¢('t)f||31327£ S C||f||sls27s vf € Xslsz'ys : (2'4)

Demostracion del Lema 3. Observemos que

~

[$(-0) F1(C ) = CLo(-+) *7 F(C,n)](7)
Por lo tanto,

eC-e)f 1oy oge

=¢ {/ / (6)261 (7])282 (o')27<0>25‘[($('7') *r fA(C, 'T)](’T)|2 dr d(}
r2 )

(o o]

¢ {/R @12 [ (36) x PGNP dr dg

— 00

+/RZ(6)2“(n)252_7|0|27|[$(-f) *r F(Coon))(7) dr d¢

ol

O ™2 [ atvie . A2 dr
[ /||” 3C+) #r FG )72 dr de

<o [ @ @1, 176 I dc

+ / (€21 ()2 || D] [~ ™ p(t) (-, -, H)(ONI2 5 dC
R2 *

[N

231 )252 ’Y+€ itm(e) )
+/ 63 2e t [¢(t)€ f(7 1t)(C)]||L? dC

Para continuar con nuestra estimacién necesitaremos la siguiente for-
mula de Leibniz para derivadas fraccionarias probada en [KPV2]. Si
a € (0,1) y 1< p< oo, entonces

1D*(fg) — fD%Gllrr) < Cligllpoow) 1D fll Lo(r) - (2.5)
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Como 7,v + ¢ € (0,1), podemos aplicar la desigualdad de conmutador
(2,5) para estimar las dos ultimas integrales en la cadena de desigual-
dades precedente. Asi obtenemos:

6Ce) sy spqe

<of [ @ [1FoEara

+ [ @ (e O FC O, + I8¢l / F 202 dr) d¢

281 289
+ [, (1 DT 90 + o / PRI 2049 ar) ac)

Usando la inmersién del espacio de Sobolev de orden « y tipo L? en Ry,
HY(R), en L*°(R;), para vy > %, se sigue entonces que:

166l age
<c{|\f||313w L@ me et DOl 107000

¢ [ FOEle dr)ac

(€)1 (m)?e2

+ R2 (63)25

[le~*m(O 7T DOl = 1D+ S(I12

=

+ f f<A>2a|2<7+f>dT1d<}

<C{IMIR, e + [ @ w2l O TTDOIR, ac

251 2s9
[ e O DO, dc}

1
2

(£3)%

<c {lfllflw + [ o ( 2R+ m(g))|2dr> ¢

251 s %
+ [ 22( (r)" r+m<<))|2dr) dc}

< Clifll

81892v¢e *
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Queda asi demostrado el lema 3.

Demostracién de la Proposicién 1. (i) Como B(v,w) = $[B(v +w,v +
w) — B(v — w,v — w)], basta probar que si f,g € X son tales que
f(t) = g(t) para todo t € [T, T], entonces

[Gr(B(f, /)](t) = [Gr(B(g,9)](),
para todo t € [T, T].

Seat € (—=T,T) y témese § € (0,T) tal que -T'+6 <t < T — 6.
Sea ¢(-+) € C°(R) tal que ¢ = 1 en [T + 6,7 — 6] y cuyo soporte
estd incluido en (—7,T). Entonces ¢f = ¢g en X Veamos que
para todo t' € [-T + 4, T — 4]

[Gr(B(6f, o) = [Gr(B(f, E) - (2.6)
Como S(R*) N X, , .. es denso en X, . existe una sucesién {f,} en
S®)NX,, .. tal que f, - fen X, . Por tanto, en virtud del
lema 3, ¢f, — ¢f en X, . .,y en consecuencia, por los lemas 1y 2,

Gr(B(¢fn; #fn)) = G(B(¢f,4f)) en X, ,,... Puesto que para v > 3

X, spve €Std inmerso de manera continua en Cy(R¢; H*1%2), entonces

[Gr(B(¢fn, dfu)](t) = [G(B(8f,¢f))|(t') en H**2 (2.7)

para todo t' € R. Anélogamente,

[Gr(B(fa, fa))I(t') = [Gr(B(f, /))I(') en H** (2.8)
para todo t' € R. Sit' € [-T' + 6, T — ¢],
y

[GT(B($fn, $u)](t") = (T~ | W(t'—T)[—%am(QS(T)fn(T))Q]dT

81897€

s1897ve "

y
=9 ) [ WO = )50l i (29)
= [G1(B(fa, fu))I(T') -

De (2,7), (2,8) y (2,9) se sigue (2,6). En particular la igualdad (2,6) es

valida para t. Asi para t € (=T, T):

(G (B(f, )IE) = [Gr(B(8f, 61))](t) = [Gr(B(dg, ¢9))]()
= [Gr(B(g,9))]()
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Ent =T oent= —T laigualdad anterior es vilida por continuidad.

(ii) Para la prueba de (ii) basta tener en cuenta la densidad de S(R3)N
X en X, .y el hecho de que 9(T~'t) = 1 para todo t € [T, T].

81827€ 81892
(iii) Para la prueba de (iii) se hace uso nuevamente del resultado de
densidad y de la igualdad 4 (T, 't) = (T *t) para todo t € [Ty, T1].

Finalizamos esta seccién enunciando el resultado principal del pre-
sente articulo.

.5 [Existencia y unicidad de solucién local en el tiempo] Sean s; >
—%, s9 > 0 yug € H2. Si v y e satisfacen las hipdtesis del Lema

1 entonces existen T > 0 (T = T(||uollms152)) ¥ una dnica solucidn
U € Xy 509 [—T,T] del problema de Cauchy (1,1) en [-T,T].

3. Demostracién del Teorema 1 (existencia y unicidad de
solucién local en el tiempo)

En la prueba del teorema de existencia y unicidad utilizaremos los

siguientes lemas.

.5Sean s1,s2 € Rye >0, v > —e y () € C§°(R). Entonces eziste
una constante C tal que

[PCOW (Duoll, apre < Clluollsys, (3.1)

para todo ug € H'52.

Demostracion. Teniendo en cuenta que:

[BOW ()uo] (A) = ()™ Dag(¢)) (1)
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entonces:
[p W (euol? .. = /R O™ > (0) (O 1w (O) P (o) d
< Juoll,s, / ()20 () P

< Cllugll,.,( / D) Pdr + / 72079 () 2dir)

< C||u0||8152 :

!

S5Para T € (0,1), s1, s2, 7, ¥ y € como en el lema 1 y v < 7

b ECm, 0 £ < Vgl LT T i 20 it 4 50T
se tiene que

-1
HI(/J(T .t)v||3182(7—1)5 = CTﬂH Hs 182(7'=1e Vv € XS1S2(7’*1)E ?
donde 3 := %71’:,7.

Demostracion. Observemos que

||’([1(T_1-t)’l)|| s1sg(v—1)e > C||¢(T_ )U||5132(7—1)0 +CH’([)(T_l-t)AEU||3132(7+5,1)0
= I+1II, (3.2)
(¢ ,T)
donde (A®v)"((,T) :== I
Estimemos II. Para ello procederemos por dualidad y probaremos que

1 14—y
|D(T™ 1) ull sy, —so,1— (v +e)),0 S CT =74 [ul| s, sy (1—(y+€)),0 -
(3.2)
Esta ultima desigualdad se tendra por interpolacién una vez probemos
que:

. _ 1 _
) [Tl —an00 < CTHHE ™ ull_yy s
1 _
< CTHHT ™ Jull gy gpi—rser0 ¥

ii) (Tl =y, —s0,1—(r02).0 < Cllttll—sy,—5a,1- (1410
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Por densidad, es suficiente probar i) y ii) para
3
u€ SR)N X—s1,—52,1—(’7+£),0 .

Prueba de i):

T im0 = [, [ €O [T ) Para

[oe]

= (6)_251(71)_2”/I[(w(T’l-t)U)A”(C)]At(T)IszdC
R2 .

o o]

= [ @mrme [ e P o™ P

R2
= [P [ et e =™ (O P

2T
— —1,4y(2 _ —s1,=82(,, z 2 =
=0 [ @ [ w0 wo) e ) Pdadyds

2T
—c [ [ s e s @ ()@, v) Pdsdydt
—2T JR2

donde [J=*12(u())]*(¢) = (&)~ (n)~u(®) " (¢).
Apliquemos ahora la desigualdad de Holder a la integral en ¢, con
exponentes 4 y %, para obtener:

[T~ t)ullZ 5y —sp,0,0

<ori{ [ ([ W07 @ uo)e. ) dedy) ary

Por la desigualdad integral de Minkowski, la anterior expresién no ex-
cede a

CT1 /R | / W (=) T=51=352 () (T~ 1) u(t)] (2, )| 3 dt) i dardy

=T [ W (=)o T ) ) g dady
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1 - . 8 .
Como Hs(RR;) estd inmerso de manera continua en L3 (R;), se sigue que

(T~ t)ullZ oy —ap,0,0 < CT%/ W (=) =072 (T~ e )ule)](@, 9)II” 1 dedy
R2 Hts

=ord [ [ @Hreasm e @@ gut)l @) ) Prdsdy

Il
Q
N
NG

()3 /IRZ (W (=) 0722 (T H)ul))(w, 9) (1)} ¥ (C) 2 dCdr

Il
Q
~
NS

é\g é\g Sli\g Slﬁ\g

()i /R (W (=) T =052 (BT u(-)] () (7) P dgdr

[e™#™ (O (e) 1 (m) T2 (T H)u(-4) ¥ (O] ()P d¢dr

I
Q
S
NS
—~
)
~
N

Rz‘

(€)1 m) 2 (T )ul-6)] (G +m(C))*dCar

I
Q
S
S
—~
<)
~
N

]RQ‘

1 —
= CT4|[p(T ™ - )ul|?

1
—81,—82,%,0

1 _
< CTR T )l o, syt rrero s

vaque § <1—(y+e).
Prueba de ii):

-1 2
(T 't)u||—81,—82,1—(’7+€),0
[o0)

= CAQ(§>_251<U>_232 / () 2=V [TP(T ) %7 G(C, -r)](7)|2dTdC -

— 00

Si I(¢) representa la integral interior en la anterior expresién, entonces

10) < CTH(T-1) 40 G, e +C [ 17O THT-1) w7 86, -l(r + mlQ)) Par

=: C(II(¢) + ITI(C)) - (3.3)
De una parte,

T1(¢) < C|TH(T-) 3, (¢, )32 < Clas, I3z - (34)
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Para estimar I71(¢), una aplicacién de la desigualdad de conmutador
(2,5) nos da

I11(¢) = C||Di*H(e—"tm(C)w(T‘lt)?T(t\)wy(C))IIig

< OID; T (e Ou) ()2 T IR (3.5)

—TY

+Clle mOu®)™ (Q)DI T2,

Del estimativo (3,5) es claro que

/Rz ()7 )T II(Q)d¢ < COllully, o0 - (3.6)

De (3,6), la férmula de Plancherel y la desigualdad de Holder, se sigue
que

@22 o

<o [ @ m e [ @O @ o+ mo) Parde
R2 .

w0 [ @ e [l mOum™ QDI T ) P
R2 .
S C“u”%sl,7.52,1777»3,0+
¢ [ @ m [ le m@Ou@T O { [ 10} wr P a g,

R2

(3.8)

donde p y p’ son exponentes conjugados. Si escogemos p de manera
que % - % = 1 — v — ¢, entonces el espacio de Sobolev H'~7¢(R;)

estd inmerso de manera continua en L?P(R;). Teniendo en cuenta que
/

P
la transformada inversa de Fourier es un operador acotado de L?'-1 (R)
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en L2 (R), de la desigualdad (3,8) se sigue que
[ o7 e
R2

— — —q — Ty
< Ol g ymei0 + € [ O3 )22 e U (Ol

[ee)

’ 1

A [ Dl
— 00

S CHU‘”2—31,—32,1—7—5,0
) T S U |
—Y— T T
ClI 0y sy e [ 7o TR T ar} 5
—oQ

2p’—1

~ 2p’ 92p
= Cllull2 gy, —sn,1—y—e,0f 1+ ([ (717717 ATN(r") )2 =TT Ldr") " 27}

\8

|
8

2p’ -1 !

2 l—y—c¢ ‘e N 2/p 22?’71
=CllullZs; —sg1-q—c o1+ ([ (r[F7Y75T7FT 207 |gp(r)|) 26" ~1dr)" 27}

—3 é\g

e Al (=l 2P a2
= Olfull® 4y —ag1onmeofl+ ([ (el =7erz T2~ O 2 |Gy 2 T dr) )

|
3

f—1

2 1 yme | e 2T g 2 22t
= Cllull4y —ag1n—eo{l+ ([ (72 h(r)) 2 =T ar)* 27}

S CHUHESI,*SQ,].*W*E,O . (3-9)

De (3,4), (3,7) y (3,9) concluimos que

8 ~~—3

-1
(T t)ull—s1,—s2,1—y-2,0 < Clltel[=51,—52,1-7-£,0 »
es decir la afirmacién (ii) es cierta.

De las afirmaciones (i) y (ii), por interpolacién, se sigue que

(T )l sy, 50,120

e’ 1—9'—¢
-1 To~r—e -1 To~—e
S C||¢(T 't)u”isz,—ssQ,O,Oqu(T 't)uH—lslA:—Es?,l—fy—s,O

14—y
< CT817= ||U||—S1,—82,1—7—a,0 )
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con lo cual queda establecido el estimativo (3,3).

Ahora de (3,3) podemos concluir que

B 14—y
||'¢(T l't)u||s1,sz,7+s—1,0 < CT81-7-¢ ||u||51,52,'y’+5—1,0 ,

y, €n consecuencia:

14—y
II < (CT81-7-¢ ||AE’U||51,32,71+5_1,0 . (37)

De manera analoga podemos probar que

19—y
I <CT® 1=~ ||U||S1,52,7’—1,0 ) (3'8)

y, por tanto, puesto que T € (0,1), de (3,10), (3,11) y (3,2), obtenemos
la afirmacién del lema 5.

Demostracion del Teorema 1. Existencia

Sean s1, 2,7, 7 y € como en el lema 1 con v < 7' y sea ¢ € C§°(R;)
como en el lema 5. Para ug € H*%2 y T € (0, 1] definamos un operador

T .
9, de X, , .. en si mismo por

[@% (0)](1) == Y)W (D)uo + [G1(B( (T~ 1)v,0))](t) -

Los lemas 4, 2, 5 y 1 garantizan que el operador @z:o estd bien definido.
En realidad, de acuerdo con estos lemas, tiene lugar la siguiente cadena
de desigualdades:

@00 (0) 4y 0 < Clltgllsysy + CLI BT v, v)||
< Clluollsys, + Collp (T~ 1) B(v,v)|
< Clluollsys, + CT?|| B(v,v)]
< Cllugllsys, + CTA|v|?

s1s9ve ?

s1sa(y—1)e
s183(y—1)e

s182(7'—1)e

donde 3 := %% > 0.

5 B 1
Témese T € (0,1] tal que T” < CMuollorey
Veamos que @ZO envia la bola cerrada en X, .

2C||ug)|s,s, €n si misma y que @I es una contraccién en dicha bola. En

de centro 0 y radio
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efecto, si [|v]| < 2C||uolls, s, entonces

818978 —

T 2
19255 (0) ls;s3e < Clluollsys, + CT|l0]12
1
< Clluolsys, + C—o——4C?||ug|2
|| ||5182 402””0”8182 || ||sls2
= 2C||u0||5182 :
De otra parte’ Si ||w||8132'ys7 ||U||313275 S 20||u0||3132’ entonces

195 (@) = Piag (V)] 05e = I1GLWHT ™) (B(w, w) = B(9,9)))[l, 50
= |G (p(T™ ") B(w + v,w — v)))
< C|[Y(T~ 1) B(w + v,w — )
< CT|lw + o,
< CTP(4C |uo |l 5,5,) lw — 0]

||s152—7e

”5152(7—1)5

w— v||s1527a

s1897¢ ?

donde 4C2?T?|lugl|s,s, < 1. Bs decir, ®I es una contraccién en dicha
bola. Sea v € X, . __ el unico punto fijo de <I>£0 en la bola en mencién.
Probemos que u := v|_r7] € X, ,,..[-T,T] es solucién en [T, T] del
problema de Cauchy (1,1). En realidad, si ¢t € [-T,T], como T € (0, 1],
9(t) = 1 y asi, teniendo en cuenta la definicién de @50 y la proposicién
1, se sigue que

u(t) = W (t)uo + [G1(B( (T +)v,v))](t)
(t)uo + [GT(B@(T " 4)v,0))](t)
(t)uo + [Gr(B(v,v))](?) ,

es decir, u es solucién del problema de Cauchy (1,1) en [T, T.
Unicidad

Sean uy,up € X, ,,..[~T,T] soluciones del problema de Cauchy (1,1)
en [—T,T] con dato inicial ug. Probemos que u; = us. Sea ' escogido
de manera que 7' < 7, y que se satisfagan las hip6tesis del lema 1 con
los papeles de v y 7' intercambiados. Es claro que u; y uo también son
soluciones en X [-T,T] del problema de Cauchy (1,1).

sys07e

=W
=W
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Sea d € (0,T) y consideremos (u1; — ug)|[_g4 € X e gy ,.[=6,0]. Sea
vig € X, , . una extensién de (u1 — u2)|[—s,) tal que
lossll, e < 2ur —wallx 50 - (3.9)

Escojamos una extensién vo € X de uy + uo tal que

s1s97e

loal 1y < 2t +wallx (3.10)

s1s97’e —
y definamos g := G (B (¥ (67 1-t)ve, v15)). De los lemas 1, 2 y 3 se sigue
que g € X C X, . .. Veamos que g|[_545 = (u1 — u2)|[—4,]. En

s§1827¢€ s1897'e
efecto, si wy,ws € XSISW,E son extensiones de u1|[_s 5 ¥ u2|[s,], TESpec-

tivamente, entonces, para t € [—6,d], teniendo presente la proposicién
1:

Gs5(B(wi,w1))](t) — [G5(B(w2,w2))](t)
Gs(B(w1 + wa, w1 — wa))](t)
Gs(B((6 ) v2,v14))](2)
Gr(B((67 )2, v16))](2)
=g(t) -

En consecuencia, de los lemas 2, 5 y 1, para 3 := %

up(t) — ua(t) =

[
=
=
=

1=
1—">

tenemos:

s1897'c

< CIB@ (0™ t)v2, vis) |
< Cllp(6~ ") B(vz, v16))|
< G| B (w2, v15)ll
< C6||ua|

Jur —wallx | =55 < llgll
s1897'e

s1s2(y'—1)e
|5182(7’*1)€

sysa(y—1)e

o]

sys9ve s1s97'e

< 4C8||luy + ua x Cernllur —uellx =) -
s1s27'e s1s27'e
(3.14)

Si tomamos § € (0,1) tal que 4C6° |luy +up|x (—7,7] < 1, entonces
s1897e
(3,14) implica que u; = ug en [—4,d].
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Como el tamafio de § para si, s9, v, 7 y ¢ fijos s6lo depende de
lur + uellx , (7,7, iterando este argumento un nimero finito de
s1897€

veces, podemos concluir que u; = ug en [-T,T.
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