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RESUMEN. Se realiza una corta revisién de los polinomios de per-
mutacion de coeficientes en cuerpos y anillos finitos y se platea la
posibilidad de estudiar las diversas generalizaciones de polinomios
de permutacion a cierto tipo de dlgebras finitas.
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ABSTRACT. A short revision of results on permutation polynomials
over finite fields and rings is presented. Also the possibility of
extending these results to some type of finite algebras is explored.

Introduccién

En el marco de una investigacién que realizamos con un grupo de
estudiantes nos hemos propuesto el estudio de los polinomios de per-
mutacién (vide infra) en ciertos tipos de algebras finitas, que nacen del
estudio de la aritmética de polinomios de coeficientes en un cuerpo fini-
to o campo de Galois. El interés actual en los polinomios de permutacién
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en estructuras algebraicas finitas estriba en su eventual aplicacién en la
teoria algebraica de codigos y la criptografia. En particular, la teoria de
los polinomios de permutacén sobre cuerpos finitos interactia con areas
como la geometria finita (que algunos llaman geometria de Galois), la
teorfa de los grupos (incluyendo los grupos de Mathieu y los grupos de
Lie) y la teoria de grafos. Sobre estos temas existen importantes y ex-
tensas exposiciones en los libros [5], [16], [17], [28], [30] (por supuesto
hay muchos mds). Ademds, desde 1995 existe la revista especializada
Finite fields and Applications, hecho que evidencia el interés actual de
la comunidad matematica en los cuerpos finitos, sus propiedades y apli-
caciones.

En este trabajo, en gran parte expositivo, sélo mencionaremos tan-
gencialmente las aplicaciones de los polinomios de permutacién a la
criptografia y la teoria de cddigos, tocando solamente los aspectos pu-
ramente tedricos de estos polinomios dentro de un contexto historico-
bibliografico. Como siempre nos han atraido las conexiones entre la
literatura, el arte y otras manifestaciones culturales con la matematica,
en la primera seccién presentamos un ejemplo fascinante del papel pro-
tagénico de un criptograma en un cuento de EDGAR ALLAN POE, Fl
escarabajo dorado.

En la segunda seccién enunciamos algunos resultados clasicos de la
teoria de los polinomios de permutacion, la mayoria de ellos descubiertos
y demostrados por LEONARD EUGENE DICKSON en su magnifico y atn
influyente libro Linear Groups with an Ezxposition of the Galois Field
Theory[15]! También allf exponemos algunas de las conjeturas, muchas
de ellas todavia sin resolver, sobre los polinomios de permutacién sobre
cuerpos finitos. En cierta forma pretendemos, de manera incompleta,
por cierto, establecer un status artis de las mismas.

La seccién tercera contiene la extensién de la nociéon de polinomio
de permutacién a los anillos Z/p™Z, donde p es un nimero primo y n

'El propésito inicial del libro de DICKSON era determinar cuéles de los grupos
ortogonales, unitarios y simplécticos sobre un cuerpo finito eran simples. De hecho
listé todas las clases de isomorfia de los grupos simples que conocia. Por ejemplo.
demostré que PSL(2,4) y PSL(2,5) son isomorfos. Cuarenta afios mas tarde, JEAN
DIEUDONNE demostré que la lista de DICKSON estaba completa.
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un entero mayor o igual que 1, con el enunciado de algunos resultados
recientes, muy pocos, que consideramos ilustrativos.

En la ultima seccién indicamos cémo estudiar los problemas analo-
gos de las secciones anteriores en los anillos K[X]/(p(X)"), donde K
es cuerpo finito de caracteristica p # 0, p(X) € K[X] es un polinomio
irreducible y unitario y ¥ > 1 es un entero. Establecemos algunos de los
resultados mas elementales, dejando para una publicacién mas extensa,
los resultados obtenidos.

1. Una fantasia codificada

Quizas una de las més antiguas referencias en la literatura a mensajes
en clave o criptogramas (y con propdsitos militares) se deba al emperador
romano JULIO CESAR.

Para muchos de nosotros la primera reminiscencia de un criptograma
se remonta a la adolescencia y esté relacionada con la lectura del cuento
de EDGAR ALLAN PoE? titulado The gold-bug (El escarabajo dorado)
[53].

Segin esta narracién, el personaje, WILLIAM LEGRAND, descifra un
mensaje escrito con tinta simpdatica en un pergamino o vitela que por
casualidad encuentra en una playa junto con un raro espécimen ento-
moldgico que lucia como una calavera humana, con visos dorados, que
explica el titulo del cuento (POE, el narrador, le llama, burldéndose de
LEGRAND, un scarabaeus caput hominis).

Asociando estos hechos aparentemente independientes® y usando otras
pistas, el personaje establece que probablemente el criptograma indicaba

2EDGAR ALLAN POE estudi6 en la Academia Militar de West Point, establecimien-
to en el cual el estudio de las matemaéticas era de importancia obligatoria y quizas los
contenidos de sus cursos de matematicas eran de los mas avanzado en la Norteamérica
de ese entonces.

3En la vitela aparece como encabezamiento una calavera (simbolo de la piraterfa)
y como ribrica la figura de un muchacho (en inglés kid) que POE insiste en que es
una cabra.
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el lugar en donde el legendario pirata WiLLIAM KipD? habia enterrado
un fabuloso tesoro.

En la época de POE eran bien conocidos los métodos para descifrar
mensajes cifrados en los cuales se reemplazaban las letras por otros sig-
nos. Al respecto dice:

. and it may well be doubted wether human ingenuity can con-
struct an enigma of the kind which human ingenuity may not, by
proper application, resolve... —indeed in all cases of secret writing—
the first question regards the language of the cipher, for the prin-
ciples of solution, so far, especially, as the more simple ciphers are
concerned, depend upon, and are varied by, the genius of the par-
ticular idiom. In general, there is no alternative but experiment
(directed by probabilities) of every tongue known to him [the one
that deciphers].

Como LEGRAND consideraba a KIDD poco educado, supuso que descifrar
su mensaje era una tarea sencilla. De hecho partié de la hipdtesis de
que el lenguaje original del mensaje era el inglés, pensando que KIDD
no dominaba ni el espanol ni el francés, lenguas también de uso comun
y extendido en Tierra Firme y el Caribe. El mensaje es el siguiente:

53111 305)6%; 4826)41) - 41) : 806%; 48 1 8960))85; 11 (;: 1 %8 1 83
(88)5  T; 46(: 88 x 96+7; 8) * 1(;485); 5 72 : = I (;4956 x 2(5

— 4)898%; 4069285); )6 T 8)4 1 1; 1(19; 48081; 8 : 81 1;48 1 85; 4)

485 1 528806 * 81(19;48; (88;4(1734;48; (88 : 4(1734;48)41;161;: 188;17;

De aqui obtiene la siguiente tabla:

4Nacido en Inglaterra se establecié en Nueva Inglaterra. Combatié contra los
franceses en las Antillas y en 1695 recibi6 patente de corso para combatir a los piratas
que merodeaban las costas de Madagascar, a los cuales finalmente se unié. Ejercié la
pirateria alrededor de Madagascar. Al regresar a América fue arrestado y enviado a
Londres, donde fue juzgado por pirateria y ahorcado en 1701. En Nueva Inglaterra
siempre existié la leyenda del enterramiento de sus grandes botines en algin lugar de
sus costas.
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8 aparece 33 ; aparece 26
4 aparece 19 1) aparecen 16
* aparece 13 ) aparece 12
6 aparece 11 ( aparece 9
t1 aparecen 8 0 aparece 6
92 aparecen 5 :3 aparecen 4
? aparece 3 q aparece 2
— - aparecen 1

La letra mas frecuente en inglés (segin POE) es la e, apareciendo luego
en sucesion de frecuencia descendente las siguientes: a o i dhnrstu
ycfglmuwbdbkqgzxz LEGRAND, por experimentacién, probabilidades,
combinaciones de los simbolos e ingenio, llega a determinar la siguiente
tabla de equivalencias, basada en parte por el desciframiento preciso de
algunas palabras asociadas con la marineria:

5 «— a T — d
8§ «— e 3 «— g
4 «—— h 6 «— 1
¥ «— n I «— o
( — T ;o o— ¢
?2 — u

La transcripcién definitiva es la siguiente (donde la puntuacién la ob-
tiene LEGRAND observando el apifiamiento de los signos en determinados
puntos del manuscrito):

A good glass in the bishop’s hostel in the devil’s seat— forty-one
degrees and thirteen minutes— northeast and by north— main branch
seventh limb east side— shoot from the left eye of the deaths’s head—
a bee-line from the tree through the shot fifty feet out.

Con un poco de informacién histérica y geografica adicional LEGRAND
es capaz de encontrar el sitio exacto donde se oculta el tesoro y desen-
terrarlo (encontrando, por supuesto, encima del arcén que lo contiene
algunos esqueletos).

La mayoria de las historias noveladas de busquedas de tesoros se basan
en la existencia de un mapa. Quizas la formacién matemaética de POE y
las posibles tareas de desciframiento propuestas en West Point con fines
de preparacién militar lo inclinaron por la opcién de un criptograma.
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Pero bien, éstas son sélo suposiciones. Lo importante de lo anterior es
que nos conduce al tema tangencial de la teoria de codigos.

El ejemplo de la historia anterior es uno de los mas sencillos métodos
de criptacién y consiste de una funcion biyectiva entre los elementos de
un alfabeto dado en un conjunto de simbolos (el cual también puede
llamarse un alfabeto). Esta funcién es a la vez el cdédigo y la clave. Es-
queméticamente, un cédigo transforma un mensaje (aq,... ,as) escrito
en un alfabeto dado en otro mensaje (x1,...,x,) escrito en el nuevo
alfabeto (el mensaje codificado). En general, existe una transmision del
mensaje por algin medio a otra persona, que puede ser el mismo remi-
tente. En este proceso de transmision puede haber lo que se llama ruido
de fondo, causante de posibles errores, por lo que en general en el proce-
so de decodificacion el mensaje resultante puede ser dificil de leer. Por
esta razén en el alfabeto original el mensaje decodificado puede ser al-
go aparentemente diferente: (aj,...,a}). En nuestro ejemplo, podemos
considerar que el ruido de fondo que recibe LEGRAND consiste en no
saber la puntuacién del mensaje original, problema que, como hemos
visto, resuelve ingeniosamente basdndose en un involuntario proceder
de KIDD al escribirlo sobre la vitela. Hoy en dia es posible crear cddigos
correctores de errores.

Una manera de pasar de un alfabeto X a otro es permutar sus ele-
mentos, con lo cual se obtiene un cddigo. Si tomamos, por ejemplo, el
cuerpo F, finito de g elementos como nuestro alfabeto original, una per-
mutacion de los elementos de este conjunto produce, pues, un cédigo.
Si ¢ es muy grande, el nimero de sus permutaciones es ¢! que es mu-
cho mas grande, lo cual dificulta la escogencia de un permutacién como
c6digo. Es conveniente, pues, tomar los cédigos en un subconjunto mas
pequeno de permutaciones de [F,. Los polinomios de permutacién, los
cuales definiremos mas adelante, generan permutaciones que parecen ser
menos numerosas. Como decidir si un polinomio f(X) € F,[X] es no de
permutacion es muy dificil, su estudio es pertinente para la elaboracién
de codigos.

Pero hay otras razones de tipo criptografico para estudiar los cuerpos

finitos. Por ejemplo, en la teoria algebraica de cédigos un g—codigo lineal
C es un subespacio del F;—espacio Fy; de dimensién n (véase [33]).
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2. Polinomios de permutacion y
algunos de sus problemas

Sea K = [, un cuerpo finito con ¢ = p" elementos. Con cada poli-
nomio f(X) € K[X] estd asociada una funcién polinomia f : K — K,
definida por a — f(«), donde f(«) es el resultado de sustituir X por a.
Esta funcién se suele llamar inducida por f(X).

Como todo elemento o € K satisface la ecuaciéon a? = «, vemos que
las funciones polinomias asociadas con los polinomios X¢ y X coinciden.
Es, pues, natural identificar polinomios que producen la misma funcién
polinomia mediante las iguiente relacién de equivalencia: f(X) ~ g(X),
f(X), g(X) € K[X], si f(a) = g(a), para todo « € K.

Un polinomio f(X) € K[X] se dice reducido si su grado es menor o
igual a ¢ — 1. Un resultado importante es el siguiente: En cada clase de
equivalencia médulo ~ existe un iinico polinomio reducido (véase, por
ejemplo, [1]).

Esto nos permite remitirnos siempre en la mayoria de nuestras discu-
siones sobre funciones polinomias a los polinomios reducidos.

Por otra parte, dada un funcién arbitraria h : K — K existe un
polinomio f(X) € K[X] tal que h(a) = f(a) para todo o € K. Es
decir, toda funcién de K en K puede reemplazarse por una funcion
polinomia (reducida si se considera conveniente [1]).

Ahora bien, las biyecciones de K en K conforman su grupo simétrico
S(K). Un polinomio f(X) cuya funcién polinomia inducida sea un
elemento de &(K) se dice un polinomio de permutacion.

Con P designamos al conjunto de todos los polinomios de permutacién
reducidos.

Un problema inmediato es el siguiente: dado un elemento o € G(K)

hallar el unico polinomio reducido f(X) tal que f(«) = o(«) para todo
«a € K. Su solucién tedrica se encuentra en la siguiente proposicion.

Proposicién 2.1. Sea K = {ag,a1,...,04-1}. Entonces existe una
biyeccion entre P y S(K).
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Demostracion. Definiendo 7 : f(X) — &(f) = o, donde o¢(a) = f(c),
para todo a € K, obtenemos una aplicacién de P en &(K). Reciproca-
mente, definiendo f : o +— f(0) = f,(X), donde

—_

q—

fJ(X) = Za(ai) (X_O‘O)'”(X—Oéi)'--(X—aq_l)

= (a—a0) (e —ap) (e —agr)

vemos que este polinomio es un polinomio reducido de grado inferior a
q— 1y tal que f,(a) = o(«), para todo a € K. Es facil ver ahora que

7052 idp y 507: idg(K).

Este criterio tedrico no resulta muy 1til en la practica para decidir si
un polinomio reducido es o no de permutacién. En realidad, muy poco
se sabe de cuando un polinomio reducido es de permutacién. Uno de los
problemas actuales en la teoria de polinomios de permutacion es, pues,
el siguiente:

Problema 1. Aumentar el nimero de clases de polinomios de permutacién
proveyendo criterios adecuados. Ejemplos de estos criterios se encuentran
en [9], [24], [25], [27], [37]. [51], [55], [57]. [59]. [60], y en muchos mds. En
algunos de estos articulos se encuentran también tipos de polinomios que
no pueden ser de permutacion.

Desde el siglo XIX se conocen criterios para algunas clases de poli-
nomios reducidos [15], algunos de los cuales presentamos a continuacion.
Otros son mas recientes. Algunos de ellos los mencionaremos a lo largo
de estos apuntes.

Proposicién 2.2. Si1l <m < q— 1, el polinomio p(X) = X™ € K[X]
es de permutacion si, y sélo si, (m,q— 1) = 1.

Demostracion. Demostremos primero que si se tiene (m,q — 1) = 1
entonces p(a) = o™ es una biyeccién. Como K es un conjunto finito,
basta ver que p(a) = o™ es una aplicacién inyectiva. Si af* = of" y, por
ejemplo, a1 = 0, es claro que a; = as = 0. Supongamos, pues, que o,
ag # 0, de modo que 4™t = ag_l = 1. Por hipoétesis, existen enteros s
y t tales que 1 = sm + t(q — 1), de modo que

t(g—1 t(g—1
Oéim+ (¢-1) _ a;m+ (a—1)

a1 = = Q9 .
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Luego si of* = a3' forzosamente tendremos a; = a. Reciprocamente, si
p(a) = ™ es una biyeccion, tenemos necesariamente que K = K (m) —
{a"; o € K}. Ahora bien K* es un grupo ciclico de orden ¢ — 1. Si
¢ es un generador de K*, sabemos, por la teoria elemental de grupos,
que ¢ genera a KX, si, y sélo si, (m,q—1) = 1. o

Un polinomio de la forma

[k/2] .

k k—7
X,a0)=Y — ("
gr(X, a) ]E:ok_J(J

donde o« € K y k es un entero, se dice un polinomio de Dickson de
sequnda especie. Esta denominacién se debe a I. SCHUR. Los siguientes
son los primeros polinomios de Dickson, para k impar:

g (X,a)=X
g3(X,a) = X3 — 30X
95(X,0) = X° —5aX3 +5a°2X .

)cayxia, 1)

Se puede demostrar que podemos transformar gx(X,«) en un poli-
nomio de la forma X* — aX~% € K[X, X™!], lo cual resulta 1til en
muchos casos.

La siguiente proposicién la demostré DICKSON [15, pdg. 57] para k
impar.

Proposicién 2.3. Un polinomio de Dickson gi(X,«), con k impar, es
un polinomio de permutacién si, y sélo si, (k,¢> —1)=1. o

Problema 2. Es muy dificil decidir si un polinomio de Dickson de segunda
especie es 0 no de permutacién. Por lo tanto, es deseable obtener criterios
para su clasificacién.

En este sentido, por ejemplo, recientemente M. HENDERSON y R.
MATHEWS ([21], [22]) han logrado identificar ciertas familias de poli-
nomios de Dickson que si lo son. Para conocer el status artis de los
polinomios de Dickson hasta 1995 recomendamos mirar [32] y [41].

Problema 3. Un polinomio f(X) € F,[X] se dice que define una fun-
cion polinomia completa si f(X), f(X) 4+ X € P. Este tipo de funciones
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tiene aplicaciones en cuadrados latinos ortogonales y en otros temas de la
combinatoria, asi como también en dlgebra no asociativa.

En [39] G. L. MULLEN & H. NIEDERREITEN muestran que un poli-
nomio de Dickson define un funcién polinomia completa sélo en ciertos
casos especiales. La demostracion de sus resultados se basa en un cono-
cido teorema de S. LANG & A. WEIL sobre una cota para el ntimero de
soluciones de polinomios absolutamente irreducibles sobre F (véanse [1]
& [54]). De hecho, se han encontrado profundas relaciones entre poli-
nomios de permutacion, la teoria de funciones algebraicas y la geometria
algebraica (véanse las secciones 3 y 4).

H. NIEDERREITER & K. H. ROBINSON conjeturaron que si ¢ = 2™ >
3 toda funcién polinomia completa de [F, tiene grado a lo sumo ¢—3, con-
jetura que fue demostrada por WAN en 1986 ([58]). Una demostracién
muy sencilla la obtienen después Q. SUN & Q. F. ZHANG usando
métodos locales [56].

Proposicién 2.4. Si f(X) € P, entonces f1(X) =af(X+5)+~v€P
sia,B,v7€ K, a#0.

Demostracion. Sean 013 : K — K, definida por x — x4+ 8y 04y : 2
ax + 7. Es claro que estas dos funciones pertenecen a S(K). Luego
f1=0an~0fooy g eslapermutacién de K que corresponde al polinomio

A(X)=af(X+8) +yeP. &

Si f(X) es reducido es evidente que fi(X) es también reducido pues
f1(X) y f(X) tienen el mismo grado.

El polinomio que hemos designado con fi(X) se llama el polinomio
normalizado de f(X) si cumple las siguientes propiedades:

(a) f1(X) es unitario;

(b) f1(0) = 0;
(c) si ptn = grado de f1(X), el coeficiente de X"~ ! es cero.

Esta definicién es de DICKSON [14], [15, pdg. 62] quien los llama poli-
nomios reducidos, apelativo que no usamos hoy para evitar confusion
con la nocién de polinomio reducido que hemos introducido antes. Alli
mismo DICKSON [15, pdg. 63] hace un listado de todos los polinomios
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de permutacién normalizados de grado a lo sumo 5:

Polinomio de permutacién q
normalizado
X para todo ¢
X2 2"
X? 3", 3m + 2
X3 —aX, a¢K? 3"
X4 +3X 7
X4 4+ a9 X? 4+ a3X si su tnico cero es x = 0 on
bE 57, bm+2, bm +4
X5—aX, a¢ K4 5"
X° 422X 32
X5 +2X7? 7
X5 +aX3+X2+3a%X, a¢ K? 7
2
X5+ aX3 + %X, « arbitrario 5m £ 2
X% +aX? 430X, a¢ K? 13
X% —2aX?+a?X, a¢ K? 5"

Problema 4. Sorprendentemente, nadie ha extendido esta lista hasta
hoy. Es pues atractivo proponer su extensién a polinomios de permutacién
normalizados de grado mayor.

Las siguientes proposiciones se encuentran demostradas en [15].

Proposicién 2.5. SiF,m es una extension de Fy, entonces el polinomio
m—1 )
FX) =Y ajX? € Fym[X] (2)
j=0
es una [F4-aplicacion lineal del F ;-espacio vectorial Fgm y permuta a Fgm

si, y solo si, el tnico cero de f(X) en Fgm es o = 0. Si, ademas, cada
a; € F, entonces f(X) permuta a Fgm si, y solo si,

m—1 ‘
O oyx), Xm—1)=1.
j=0

Corolario. El polinomio (2) es de permutacion si, y sélo si, det(afij) #
0, 4,j=0,...,m—1.
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Un polinomio como (2) se dice un polinomio linealizado. Sobre este
tipo de polinomios también se trabaja intensamente (véase, por ejemplo,
[18]). Estan ademéds relacionados con los llamados grupos de Mathieu
[15].

Proposicién 2.6. El polinomio f(X) = X9 — aX? € F,m[X], donde
0<s<r<m-—1, es de permutacion si, y solo si, « =0 o o no es una
potencia (¢" — ¢°)—ésima de un elemento de Fym.

Demostracion. Sia =0, f(X) = X7 es de permutacién por la proposi-
cién 2.2, dado que 1 = (¢",q—1). Si a # 0, entonces f(3) = 34 —ap? =
0 (8 € Fgm) cuando, y sélo cuando, af? = (9. Si B # 0, vemos que
a=p1"9¢c (F;m)qr_qs. o

Problema 5. Dado f(X) € P, calcular el nimero C(f) de elementos

v € Fy para los cuales f(X)+~vX € P. Es claro que C(f) > 1, pues se
tiene trivialmente el caso donde v = 0.

En [18] se dan algunas condiciones para calcular C(f) y se demuestra
ademéds que si f(X)+~X € P para por lo menos [¢/2] valores de vy € I,
entonces f(X) — f(0) es un polinomio linealizado. Por otra parte, en
8] si f(X)+~vX € P (f(X) € P), entonces el grado de f(X) mddulo
(X79—X) es alosumo g—1—C(f). En este mismo trabajo se clasifican los
polinomios de grado a lo sumo 6 tales que f(X), f(X)—X, f(X)+ X €
P.

Proposicién 2.7. Si g = 1(médd) y a ¢ F;d, entonces el polinomio

f(X) = X(X% - )1/ g5 un polinomio de permutacién
Demostracion. Sea 3 € Fy. Si f = 0, entonces f(0) = f(8) = 0.
Supongamos, pues, que § # 0 y hagamos Y = X? — a, de modo que
f(X)? = (Y +a)Y? ! =q(Y). Queremos entonces encontrar y € F7 tal
que (y 4+ a)y?~' = B%. Si sustituimos y por 1/w en la anterior ecuacién
y multiplicamos por w?, encontramos

14 aw = fhw? , (3)

que tiene solucién para todo (3 € qu. En efecto el polinomio Z7 —
(/B4 Z es de permutacion, en virtud de la proposicién 2.6, pues (a/3%)
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no es una potencia d—ésima en qu y por fuerza tampoco es una potencia
(g — 1)—ésima. Luego existe w € F que satisface (3). o

Problema 6. En [15, pdg. 59] DICKSON conjeturé que si f(X) € K[X]
es un polinomio de permutacién de grado ¢, entonces p(X) es reducible al
polinomio de permutacién f(X) = X(X¢ — )@ D/d donded | (g—1)y
o ¢ K? La razén de esta conjetura es que en su tesis doctoral DICKSON
[14] la demostré para ¢ = 3,5, 7 y parcialmente para ¢ = 11.

Proposicién 2.8. Si (r,q—1)=1,s|q—1y g(X?®) € K[X] tiene un
cero distinto de 0, entonces p(X) = X" (g(X))(4=V/5 es de permutacién.

Otros resultados recientes relacionados con este tipo de polinomios
los expresamos en la siguiente

Proposicién 2.9. Los siguientes polinomios son de permutacion:

(a) X(atm=1/m L o X dondem |q— 1.
(b) X7(X4— )1/ donde d | q — 1.

El siguiente resultado debido a C. HERMITE [23] para ¢ = p y ex-
tendido luego por DICKSON a cualquier ¢ [15], es en algunos sentidos el
criterio mas 1til para decidir si un polinomio es o no de permutacion.

Proposicién 2.10. [Criterio de HERMITE| Un polinomio p(X) € F,[X]
es de permutacion si, y sélo si,

(a) p(X) tiene exactamente una raiz en Fy; y
(b) para cadat con1 <t < q—2,# 0(méd p), la reduccién de (p(X))*
modulo (X — X)) tiene grado t < q — 2.
Corolario. Si p(X) € K[X] es de permutacién, de grado n > 1, en-
tonces nt (q —1).

Muy parecidos a los polinomios de Dickson son los llamados poli-
nomios de Chébichev de sequnda especie y grado k:

[k/2] .
k—j i k—2j
fe(X) = ) (=) X (4)

Se puede demostrar que fr(X) = X fr_1(X) — fr—2(X) para k > 2.



48 VICTOR S. ALBIS

En [34] se demuestra la siguiente proposicién:

Proposicién 2.11. Sea fi(X) € K[X] un polinomio de Chébishev de
segunda especie. Si si q es impar y k+ 1 = +2(médm), para m = p,
(g —1)/2 y (¢ + 1)/2 entonces fi(X) es de permutacion, y fr(—a) =
—fr(a) ¥ fr(a) = £« para todo o € K.

Problema 7. Basados en evidencia computacional, LiDL & MULLEN
conjeturaron que la condicién de la anterior proposicién es necesaria y su-
ficiente para que fi(X) € P, si p > 5. Si p = 3,5 existen ejemplos de
g > py de k para los cuales fi(X) permuta a F, pero no satisface las
congruencias de la proposicidn. El problema consiste en verificar la verdad
o falsedad de la conjetura propuesta.

Al respecto, S. D. COHEN en [10] demuestra que la conjetura es
correcta si ¢ = p. Para su demostraciéon usa el siguiente resultado que
se encuentra en [6]:

Proposicién 2.12. Sip > 5, g; : F, — Fy y gi(a) = £ (), para todo
a € Fy, entonces

D (X)) =0 si r=1,... ,]%3 ,
a€lfg

]

Para demostrarla, COHEN solo necesita considerar los casos en que
r < 3. Aunque su demostracién es esencialmente teérica, en el caso
r = 3 usé un paquete de algebra simbdlica para calcular las resultantes
de varios polinomios. Poco tiempo después, el mismo COHEN [11] empled
un método similar para demostrar la conjetura cuando ¢ = p?, p >
5. Si d > 2 el método de COHEN podria conducir en teoria a una
demostracién completa de la conjetura, pero los célculos previstos serian
muy complicados, por lo que en 1995 este caso estaba atn sin resolver.

En [20] MARIE HENDERSON & R. MATHEWS describen nuevas clases
de polinomios de Chébichev para p = 3,5 y obtienen algunos resultados
en caracteristica 2.

Queremos terminar esta seccién estableciendo una de las numerosas
conexiones entre los polinomios de permutacién (que recordemos no son
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otra cosa que elementos de un grupo de permutaciones) y la teoria de
los grupos. Si usamos como ley de composicién la composicion usual de
funciones, tenemos el siguiente resultado:

Proposicion 2.13 El conjunto de los polinomios de la forma
aX@D/2 43X € F [X] (5)

es cerrado para la composicién moédulo el polinomio X9 — X. En par-
ticular, los polinomios de permutacién de la forma (5) que son de per-
mutacion conforman un grupo para esta ley de composicion. El orden
de este grupo esta dado por (q — 1)2/2.

Resultados relacionados con los de la anterior proposicién se encuen-
tran, por ejemplo, en [36].

3. Extension de los polinomios de permutacion a los
anillos Z/p"Z

Una primera extensiéon de los anteriores problemas y resultados se
hace para los anillos modulares Z/nZ. El teorema chino de los restos
nos permite restringirnos al caso de los anillos Z/p"Z, donde p es un
nimero primo. Se puede demostrar los siguiente:

Proposicién 3.1. Un polinomio f(X) € (Z/p"Z)[X] es de permutacion
si, y solo si, f(X) considerado como polinomio de coeficientes en Z/pZ =
F, es de permutacion y no tiene ceros singulares.

Para los polinomios de Dickson escritos bajo la form g (X, a) = X* —

a* X% W. NOBAUER demuestra lo siguiente:

Proposicién 3.2. Si gi(X,«) se considera con coeficientes en Z/p°Z,
p primo, e > 1, entonces este polinomio es de permutacion si, y sélo si,

(k,p(p* —1)) = 1.
Noétese la similitud con la proposicién 2.3. Existen muchos otros re-
sultados en la literatura.

Estos resultados también se usan en criptografia. Por ejemplo, los
puntos fijos de una permutacion son de interés en la construccién de
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criptosistemas RSA. Por ejemplo, uno puede usar las permutaciones x +—
z* en Z/nZ, donde m es primitivo (es decir, sin factores cuadraticos)
para construir un criptosistema. Sin embargo, pueden surgir alteraciones
debidas a los puntos fijos de las permutaciones inducidas. Por esta razén,
vale la pena estudiar los puntos fijos, en particular, su nimero. Sobre
estos asuntos se pueden consultar los siguientes trabajos: [5], [7], [12],
[17], [24], [27], [30], [46], [48]. Por ejemplo, en [47] se demuestra la

siguiente proposicion:

Proposicién 3.3. Si gi(X,«) se considera con coeficientes en Z/p°Z,
p primo, e > 1, el nimero N de puntos fijos de este polinomio esa dado
por:

2¢ si oe<3
k 1
N ={2(k- <§> ,2672) +2(k? —1,2°73) + 5(/-c2 —1,2°71), donde

(;> es el simbolo de Legendre
sip=2.

k+1 k-1
N= <%’36_12> + <—2 ,36‘12> 3k - 1,37 — 1,

sip=3, donde e =0si3!|(k*—1)ye=1 en caso contrario. Si
p > 3, entonces

k+1 _1p—1 k+1 _1p+1
N = e T e—1 T
( Al Rl et

+<2,p — )+ (5

4. Polinomios de permutacion en las algebras L,

Desde hace algin tiempo hemos trabajado en la aritmética de los
anillos de polinomios sobre cuerpos finitos, buscando resultados andlogos
a los de la teorfa clésica de los nimeros (la llamada aritmética superior)
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o encontrando nuevas demostraciones siguiendo un tnico hilo conductor,
el cual pasamos a explicar de la misma manera que lo hacemos en [2].

Tomamos F,[X] y en él un polinomio irreducible y unitario
p(X)=mo+mX +- +mg X+ X7, (6)
con el propésito de estudiar la estructura de los anillos
FQ[X]/(p(X)V)7 V:1727"° )
de la misma manera que se estudian los anillos Z/(p”Z) en el caso clésico.
En primer lugar tenemos la siguiente proposicién:

Proposicién 4.1. Sea p(X) dado por la ecuacion (6). Si x designa a la
clase de equivalencia de X mdédulo (p(X)"), entonces:

a) F,[X][X]/(p(X)") es una F,-dlgebra de dimensién vd y ¢** elemen-
(a) Fq q g
tos.
(b) 1, -, 2" es una Fy-base de esta dlgebra.
(0) Si B(a(X)) = O garX*) = Spgaa®), entonces O(p(X))
:= 2, cumple las condiciones 2% = 0,2¥ #0510 < k < v.
(d) Los polinomios unitarios de F4[X] de grado estrictamente menor
que vd forman un sistema completo de restos médulo (p(X)Y).
e) El dlgebra F | X X)¥) contiene un cuerpo L isomorfo al cuerpo
(e) El dlg o[ X]/(p 2 P
Fy[X]/(p(X)) (L~ Fya).
f) La L—dimension de

(
Fo[X]/(p(X)") = Ly = {0+ Az + -+ Arzy ™y M € L}, 2 =0,
es v, una de cuyas bases (llamada candnica) es precisamente 1, z,,
., 2L vf
Observemos que L,, como L—algebra, es la suma directa de v cuerpos
todos iguales a L. Por otra parte, es claro que L, ~ L[Z]/(Z").

Como vemos, hemos linealizado la estructura de Fy[X]/(p(X)"), lo
cual resulta muy util. Por ejemplo, es facil ahora demostrar la siguiente

Proposicién 4.2. El grupo de las unidades de L, esta dado por
Ll =L x {14+ Xz + -+ M1zt N € L}
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Este grupo tienen orden (g% — 1)qd(”_1). o
El subgrupo (que es un p—grupo)
Ul/ = {1 + )\12’1/ +---+ )\y—lzz_l ; )‘2 € L}

del grupo L, se llama el grupo de las unidades principales. Su estructura
esta dada por

~~

v—1
H C(p’) x - x C(p")| (7)
]ijl

m=td veces

donde t = [F, : F,], m = [Fg? : F,] y C(p%) designa al grupo ciclico con
p% elementos y

0; =min{# =0,1,2,--- gl >vd
Con lo anterior es posible determinar cudando L) es ciclico [3]:

Proposicién 4.3. Para p(X) € K[X], unitario e irreducible, de grado
d, tenemos

(a) Sid>1, L) es ciclico< v =1.

(b) Sid =1y p # 2, entonces L) es ciclico < K =F,, v=1,26
K=F;,,qg>p,v=1

(¢c) Sid=1, p=2, entonces L) es ciclico< Siq=2,v=1236
q>2,v=1.

Como vemos no hay muchos L, que sean ciclicos, contrariamente a lo
que sucede en el caso clasico: Si p es un nimero primo impar, entonces
el grupo de las unidades de Z/p"Z es ciclico para todo v > 1.

El problema que nos proponemos es el siguiente: Investigar los poli-
nomios de permutacién f(t1,...,t;) € Ly[t1,... ,ts], es decir, aquellos
que inducen una biyeccién de L, x --- x L, (s veces) en si misma.

Empecemos por el caso més sencillo: f(t) = t* (k> 1). Es claro que
f(0) = 0. Si v =1 estamos en el caso de la proposicién 2.2. Luego
podemos suponer que v > 2. Escribimos

)\(Z,,) =X+ Az + -+ )\,,7125_1 .



POLINOMIOS DE PERMUTACION 53

El elemento de A\(z,) = 2271, se convierte en \(z,)* = 7D o] cual es

nulo si, y sélo si, k(v — 1) > v, es decir, si k > > 1. En este caso

U
f(t) = t* no puede ser de permutacién. Por otra parte, /\(zl,)k #0si,y
sélo si, k(v — 1) < v —1, es decir, si k < 1, o también si k = 1. Pero es
claro que f(t) =t es de permutacién. Luego

Proposicién 4.4. Si v > 2, el tinico polinomio de la forma f(t) = t*
que es de permutacion es f(t) = t.

La cosa no es, pues, muy prometedora. Pero lo anterior es un caso
particular de los siguiente: Un polinomio f(t) € L,[t] es de permutacién
si, y sélo si, f(t) € L[t] es de permutacién y no tiene raices miiltiples
(Cfr. Proposicién 3.1).

La siguiente es otra posibilidad de generalizacién: en [6] BRISON da
una generalizacion del concepto de polinomio de permutacién que lla-
ma polinomios grupo-permutantes, la cual adaptamos asi: Un polinomio
f(t) € L,[t] se dice grupo-permutante si induce en algun subgrupo de
L una permutacién de este subgrupo.

Por ejemplo, tenemos la siguiente proposicién:

Proposicién 4.5. Si LX es ciclico, entonces f(t) = t* permuta a L si,
v sélo si, m.c.d.(k, ¥ (q¢ — 1))

Demostracion. Sea ((z,) un generador de L. El elemento C(z,)F

d _

es un generador de este grupo de orden (g 1)g*=Y si y sélo si,

m.c.d.(k, gD (g4 — 1)). o
Esta proposicién abarca la 2.2 cuando v = 1, por lo cual la generali-
zacion propuesta parece adecuada.

El trabajo de BRISON utiliza como punto de partida los subgrupos
ciclicos (en nuestro caso) de L;*. De acuerdo con la férmula (7), estos
son de dos formas:

(a) L* x C(p%), de orden (g% — 1)p%

(b) C(p%), de orden p%,
donde j = 1,...,v —1, ptj. De aqui resulta que f( ) = tF permuta
a los subgrupos del tipo (a) si, y sélo si, m,c.d.(k, (¢* — 1)p%) =1y a
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los del tipo (b) si, y sélo si, m.c.d.(k,p%) = 1 (la demostracién de lo
anterior sigue de la de la proposicién 4.5).

Otra posibilidad de estudiar y clasificar los polinomios de permutacion
de L, son las sugeridas por SOPHIE FRISCH [19]) o por Q. F. ZHANG
[61]. Pero de esto hablaremos en una ocasién préxima.

5. Nota final

Este articulo constituye el texto definitivo de la charla que dio el autor
en el marco de la Primera Conferencia Iberoamericana de Matemdtica
Computacional, Bogotd. julio de 2002, por invitacién de los organi-
zadores de este evento, invitacién que se extendié a su publicacién en
esta revista. Por lo anterior, quiere agradecer a los organizadores del
evento, en especial a la Sociedad Colombiana de Matematicas.
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