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ABsSTRACT. In this note a description is given of the free symmetric distributive
lattices in terms of the free bounded distributive lattices. As a byproduct,
coproducts of such lattices are described.
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ReEsuMEN. En esta nota se da una descripcién de los reticulos distributivos
simétricos libres en términos de reticulos distributivos libres. De paso, se des-
criben los coproductos de dichos reticulos.

1. Introduccién

Recientemente S. A. Celani en [4] introduce los reticulos distributivos simétricos.
Ellos aparecen en forma natural cuando la operaciéon de complementacién es
desechada de las algebras de Boole involutivas (tambien llamadas simétricas).
Estas tltimas fueron consideradas previamente en [1, 2, 7, 8]. En el trabajo
mencionado al comienzo se da una representacién concreta de los generado-
res de un reticulo distributivo simétrico libre. En realidad, este es un caso
particular de la situacién mds general descrita en [5] (ver también [6]) donde
se da una representacién concreta de los generadores del algebra libre en una
variedad generada por un numero finito de sus algebras finitas. Los reticulos
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distributivos simétricos son reticulos distributivos acotados (e.d., con miximo
y minimo como operaciones sin argumentos) dotados con un automorfismo in-
volutivo; esto es, una funcién biyectiva del reticulo en si mismo que preserva las
operaciones de reticulo acotado y cuya funcién inversa es ella misma, como una
operacién adicional en un argumento. Si en vez de un automorfismo involutivo
el reticulo esta dotado de un automorfismo dual (e.d. una aplicacién biyectiva
que invierte el orden) involutivo como operacién adicional, se esta en presencia
de una algebra de Morgan. El propdsito de esta corta nota es mostrar como
las técnicas usadas por J. Berman y Ph. Dwinger para describir las 4lgebras
de Morgan libres (ver [3]) pueden ser adaptadas para describir los reticulos
distributivos simétricos libres.

2. Coproductos

Siguiendo la notacién de [4], se denota con S la variedad de los reticulos dis-
tributivos simétricos y con D la variedad de los reticulos distributivos acota-
dos. Un elemento de S es un algebra (L; V, A, T, 0,1) de tipo (2,2,1,0,0) donde
(L;V,A,0,1) € D y T es un D-automorfismo de L (e.d., T preserva las opera-
ciones de D) tal que T?(z) = 3Dz. Se denotard con L* el miembro de D que
se obtiene de L € S al desechar la operacién T'; en otras palabras, L* es el
D-reducto de L € S. Para las nociones bésicas sobre reticulos distributivos y
lgebra universal, el lector puede consultar [3].

Teorema 1. Sea {L; : i € I} una familia de miembros de S. Entonces existe
un tnico automorfismo involutivo de [[;c; Li ( el coproducto de la familia
{L} :i € I} en D) que lo transforma en un miembro de S. Dicho miembro de
S resulta ser el coproducto de la familia {L; : 4 € I} en S.

Demostracion. Para cada j € I, dendtese con T el automorfismo involutivo de
L;. Como L7 es una D-subalgebra de [;c: L7, T; puede ser considerado como
un D-homomorfismo de L} en [[;c; L}. Como [[;c; L} es un D-coproducto de
los L}, existe un D-homomorfismo T': [[;c; Li — [I;c; L} tal que

T(z;) =3DT;(z;) Viel, Vz; € L;.
Es claro que
T?(x;) = 3DT?(x;) =3Dx; Vi€ l, Vx; € L;.
Sea y € [[;c; Li. Entonces

y=3D V (A 4)

k=3D1
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donde n > 1 y para cada 1 < k < n, A es un subconjunto finito de U;crL;.
Como T preserva las operaciones V, A, se tiene que T'(y) = 3DV} _;p; (AT (Ag))
donde T'(Ag) = 3D{T(x) : x € Ag}. Se verifica entonces facilmente que
T?(y) = 3Dy. Esto prueba que T es un automorfismo involutivo de | P
y por tanto, este reticulo junto con T, se constituyen en un miembro de S.
Denétese dicho miembro de S con L. Para probar que L es un coproducto
de la familia {L; : i € I} en S, es suficiente verificar que si f; : Ly — L' es
una familia de S-homomorfismos (e.d., L' € S y f;(Ti(z)) = 3DT'(f;(x)) para
todo x € L;, donde T" es el automorfismo involutivo de L') entonces existe un
S-homomorfismo f : L — L' tal que para cada i € I, f;(x) = 3D f(x) siempre
que z € L;. Como L* es un D-coproducto de los L7, existe un D-homomorfismo
f: L* — L'* tal que para cada i € I, fi(z) = 3Df(z) siempre que z € Lj;.
Se probard ahora que f es un S-homomorfismo; esto es, se probard que para
todoy € L, f(T(y)) =3DT'(f(y)). Para esto, sea y = 3D \/}_;, (AAg) como
antes. Es claro que f(y) = 3D \}_;p; (A f(Ax)). Entonces

n

T'(f(y)) =3D T'( \/ (/\f(4))

k=3D1
=30 \/ (AT'(f(4n))
k=3D1
—3D \/ (A\FTA)
k=3D1
=3D f(T( \/ (\f(4))=3Df(T(y))
k=3D1
Asi concluye la prueba del teorema. af

3. Reticulos libres

Denétese con Fy (X) el algebra libre sobre una variedad V con un conjunto X
de generadores libres. Se sabe que S es generada por 4 = 3D{0,a,b,1} donde
a y b no son comparables y T'(a) = 3Db. Por otro lado, D esta generada por
la cadena 2 = 3D{0,1}.

Entonces (ver [5,6]), Fs (1) es la subalgebra de 4* generada por z = 3D (0, a, b, 1)
y Fp(2) es la subalgebra de 22" generada por y = 3D(0,0,1,1)y 2 =3D(0,1,0,1).
Estas algebras (ver la figura) son D-isomorfas.
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FI1GURA 1. Los reticulos 4, Fg(1) y Fp(2).

Reciderdese que, en general, Fy(X) es isomorfa al V-coproducto de X copias
de Fy(1). Ver [3, 1.20, Theorem 11]. En consecuencia se tiene el siguiente

Teorema 2. Fg(X) y Fp(2X) son D-isomorfos (isomorfos como reticulos dis-
tributivos acotados) donde 2X representa la union disjunta de dos copias de
X.

De este teorema y [3, XI.5 Theorem 3] se sigue el siguiente.

Corolario Fg(X) y Fm(X) son D-isomorfos. M representa la variedad de las
algebras de Morgan.
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