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ABSTRACT. The special features of the triangular group ST'(2) allow for its
quantization by non-canonical deformations of its function algebra. For this
purpose a non-standard solution of the classical Yang-Baxter equation is de-
termined which allows for such deformation to be carried out by means of the
Poisson bracket it induces.

Key words and phrases. Lie group, Lie algebra, bialgebra, Hopf-Poisson algebra,
r-matrix, Yang-Baxter equation, quantum group

1991 Mathematics Subject Classification. Primary 17B37. Secondary 16W30,
17B66

RESUMEN. Las caracteristicas especiales del grupo triangular ST(2) permiten
una cuantizacién por deformacién no canénica del dlgebra de funciones. Con ese
fin se determina una solucién no estandar de la ecuacién de Yang-Baxter clisica
y se deforma el dlgebra de funciones usando el corchete de Poisson generado por
tal solucién.

Trabajo realizado dentro de proyecto de investigacién Grupos Cudnticos Triangulares,
financiado parcialmente por el CINDEC y por COLCIENCIAS .
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0. Introduccion

La existencia de una cuantizacién de un grupo de Lie G implica la existencia
de una estructura de bidlgebra de Lie sobre su dlgebra de Lie G (ver [2], [10]).
Un elemento r € G ® G define una estructura de bidlgebra de Lie si y sélo si
la parte simétrica de r es un elemento G-invariante de G ® G y {{r,r)) definido
por

{{r,m)) == (r12,r23) + (r12,713) + (r13,723) (0.1)

(donde el corchete de la derecha es el inducido por el de G sobre GRG®G ) es un
elemento G-invariante de G® G® G (ver [9] ). La primera condicién se satisface
obviamente si r es antisimétrico, y la segunda si r satisface en particular la
ecuacién de Yang-Baxter cldsica ((r,r)) = 0.

Construir una solucién antisimétrica de la ecuacién de Yang-Baxter clésica
es equivalente a encontrar un par (Go,w) tal que Gy es una subélgebra de G y w
es un 2-cociclo no degenerado sobre Gy; es decir, es equivalente a encontrar una
subdlgebra quasi-Frobenius de G (ver [1] ). Por la Proposicién 3.1.6 de [1] se
sabe que si G es un algebra de Lie de dimensién finita, existe una solucién anti-
simétrica de la ecuacién de Yang-Baxter cldsica con valores en G ® G asociada
a toda subdlgebra de Lie quasi-Frobenius de G.

Puesto que el dlgebra de Lie ST (2) del grupo triangular ST'(2) es de Frobe-
nius (ver [1], pdg. 85), existe una solucién antisimétrica de la ecuacién de
Yang-Baxter clésica con valores en ST (2) ® ST (2) que induce la estructura de
bidlgebra de Lie sobre ST (2).

Dado el grupo de Lie ST(2), demostraremos que el tensor antisimétrico
r=X; AXz:=X1® Xa — X ® X1, donde {X7, X5} es una base del lgebra
de Lie, es una solucién de la ecuacién de Yang-Baxter clasica con valores en
ST (2)®ST(2). Construiremos la estructura de Hopf-Poisson determinada por
r en el dlgebra de funciones sobre el grupo ST'(2), y demostraremos que el
corchete de Poisson definido por r determina una cuantizacién del espacio de
funciones.

1. Estructura de ST(2)
1.1 Algebras relacionadas con el grupo ST(2).

Definicién 1.1. El grupo ST(2) es el grupo de las matrices de orden 2 con
determinante uno y entradas g;; tales que g;;j = Oparal < j <i<2,1<
i,j <2, con el producto u

p:ST(2)x ST(2) = ST(2), wlg,9')=99's 9,9 €ST(2). (1.1
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Claramente ST'(2) es un grupo de Lie (ver [7]) que actua transitivamente sobre
el espacio R? — {(0,0)}, as{ que ST(2) puede también considerarse como el
grupo de Lie de transformaciones generado por las aplicaciones

¢1(aa ba c,:c,y) =azr + by
(]52(&, b; c,:c,y) =cy (12)

conac =1, a = g1, b = g12, ¢ = g2, siendo entonces los g;; los pardmetros
del grupo y (x,y) # (0,0) sus coordenadas.

Como grupo de Lie, ST'(2) tiene por lo menos cuatro estructuras algebraicas
relacionadas: su &lgebra de Lie, que podemos identificar con el dlgebra ge-
nerada por los campos invariantes a izquierda; el dlgebra C*°(ST(2)) de las
funciones diferenciables de ST(2) en k = R, C; el dlgebra tensorial del 4lgebra
de funciones; y finalmente el dlgebra envolvente universal U (S7 (2)) del dlgebra
de Lie ST (2). Nos referiremos aqui a las tres primeras.

Definicién 1.2. El dlgebra de Lie ST (2) del grupo ST(2) es el dlgebra de Lie
de las matrices triangulares superiores de orden dos con traza nula y con la
estructura de Lie dada por el conmutador de matrices.

Como &lgebra de Lie de un grupo de Lie de transformaciones, ST (2) es
isomorfa al algebra de Lie de las transformaciones infinitesimales del grupo
(ver [7]); es decir, ST (2) es el dlgebra generada por los campos fundamentales

nE ()0

donde e es la identidad del grupo y los y; son los pardmetros del grupo, y la
estructura de Lie estd dada por el corchete entre campos vectoriales.

Proposicién 1.1. El dlgebra de Lie del grupo triangular especial ST'(2) es el
algebra generada por los campos invariantes a izquierda,

0 0
X =z— —y— Xy =y— 14
1 x@w yay ) 2 y@:c’ ( )
con la estructura dada por
(X1, Xo] = —[Xs, X3] = —2X; ) [Xi, Xi] =0, i =1,2 (1.5)

Demostracion. En efecto, el lgebra de Lie de ST(2) estd generada por los
campos fundamentales (1.3) que son a su vez los campos vectoriales invariantes
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a izquierda calculados en la identidad e del grupo, es decir,

X1= (86¢1> (e)ax + (66(22) (e )8y

N

m%—ya—y
9

~@n(y )5 (16
dy

(0 8 [0 8

% = (%) 05+ (7)o

_ 0
9

= (z, y) (8 é) a; (1.7)
5

(e es la matriz idéntica de orden dos, a y b son los pardmetros del grupo), con
la estructura dada por el corchete entre campos vectoriales:

[66] 0 0 0 0

0z’ dy| ~ droy dyox
Entonces
0 0 0
5 = _— Yy — R
[X1, Xo] [wax Y5y yaw]

( 0 6‘)( 8) 6‘( 0 6)
oz yay Yor) " YVor "oz y@y

2 8 o, 0 8 9 ., o 02

= Wor Yoz YVoyor Yoy Yoz TV owoy  Vor2

0
=2y = —2Xo = - [, X,

y andlogamente,
[X1,X1] = [Xo, Xo] =0. ™
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Nota 1.1 . Los campos vectoriales X7, X2 forman una base del dlgebra de Lie
ST (2) y los podemos identificar con las matrices

Xy = (é _01) X2:<8 é) (1.8)

con la estructura de Lie dada por el conmutador entre matrices, que coincide
con (1.5).

Definicién 1.3. El algebra de funciones diferenciables C*°(ST'(2)) sobre el
grupo ST(2) y con valores en el campo k = R, C es el dlgebra asociativa,
conmutativa y con unidad definida por el producto corriente entre funciones
(ver [7])

m : C®(ST(2)) x C*°(ST(2)) = C*(ST(2)

)
m(f,f") =ff' e C=(ST(?),  ff'(9) =1f9)f'(9)- (1.9)

Una importante subélgebra del dlgebra C*(ST'(2)) es el dlgebra A de los poli-
nomios generada por las funciones coordenas del grupo, es decir, por las fun-
ciones t;; que a la matriz g € ST(2) asignan sus entradas: t;;(g9) = gi;. Més
precisamente, considerando

_ftin ti2\ _ [a b
T = (0 tm) - (0 ) (1.10)
el dlgebra A estd generada por las entradas de la matriz 7" médulo la relacién
ac = tu(g)tzz(g) = 11922 = detT = 1, t12 = b. Claramente (VeI' [6]), A
tiene la estructura de un 4lgebra asociativa, conmutativa y con unidad para el
producto
m:AQA— A m(ti]’ ® tkl) =titr, m(tu ® t22) =1 (111)
y la aplicacién unidad
n:k— A, n(A) = Ala, (1.12)
donde 14 = n(1) es la funcién constante en A tal que
tij(9)1a(g) = 1a(9)ti; (9) = ti;(9) = gi;

para todo ¢ y todo j.
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La estructura de dlgebra asociativa de A induce a su vez la estructura de un
algebra asociativa sobre A ® A dada por el producto (ver [6] )

M:(AQA)® (AR A) - AR A,
definido por

M((tij @ tr) @ (tst @ trn)) = (Mm@ m)((tij ® tr) ® (st @ trn))
m(ti; @ ts) @ m(te ® trn)
= lijtst @ tpitrn, (1.13)

cuya unidad es 1 ® 1, y por la aplicacién unidad

Ik A®A, I\ =MN®L (1.14)

El producto (1.1) del grupo induce aplicaciones duales respectivas (ver [8] )
(morfismos de algebras) del producto m y de la unidad 7,

A:A—-ARA y e: A=k,

definidas sobre las funciones coordenadas t;; € A por

Atij)(9,9") = ti(u(g,9") = tii(99") »  e(ti;) = tij(e), (1.15)

donde (g,9') € ST(2) x ST(2) y e es la identidad de ST'(2), las cuales hacen
de A una codlgebra. Por otra parte, la operacién inversa g — g—! del grupo
ST(2) induce sobre A la aplicacién antipoda

S: A=A, S(tiy)(g) =ti(g7h), (1.16)
que junto con A y € hacen de A un élgebra de Hopf, como se demuestra en la
siguiente proposicién.

Proposicion 1.2. El dlgebra A es un dlgebra de Hopf con el co-producto A,
la co-unidad € y la aplicacién antipoda S, las cuales segin (1.15) y (1.16), estdn
dadas sobre los generadores por

Aa) =a®a, AbD)=a®b+bRec, Ale) =c®c,
€(a) =1, e(b) =0, ec)=1,  (1.17)
S(a) = ¢, S(b) = —b, S(c) = a. (1.18)



CUANTIZACION NO ESTANDAR DEL GRUPO TRIANGULAR ST(2) 29

Demostracion. Considerando la matriz T de las funciones coordenadas (1.10),
las aplicaciones A, € y S se pueden expresar en forma matricial por las igual-
dades

AT =T®T, e(T) =1, S(T)=T7". (1.19)

Entonces (1.17) se obtiene de
a b\ _ [(a b a b [(a®a a®b+bd®c
A(o c)_(O c>®<0 c>_(0 c®c )
a b 10
(5 1)=(2 ) w0
a b c —b
S(O C):(O a). (1.21)

Para demostrar que 4 es una Algebra de Hopf con las aplicaciones lineales A,
€y S debemos probar que

y (1.18), de

(1) Ay € son morfismo de 3lgebras,

(2) A es co-asociativa y € es la co-unidad para A,
(3) S es un anti-morfismo,

(4) S satisface las propiedades de una antipoda.

Basta verificar estas afirmaciones sobre los generadores de A4.

(1) De la definicién (1.15) de A sobre las funciones coordenadas obtenemos

A(tijtr)((9,9") = (tijtr)(u(g, 9"))
(tijtr)(99')

tij (99" )tk (9, 9")
tij(1(9,9")tri (11(g, 9"))
A(ti;)(g, 9)A(tr)(9,9")
= (A(tij)A(twr)) (9, 9")-

De la misma forma, € satisface

e(tijtn) = (tijtrr) (€) = tij(e)tni(e) = e(tij)e(thr)-
(2) A es coasociativa; es decir, satisface la igualdad

(id® A)A = (A ® id)A. (1.22)
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En efecto, sobre los elementos de la base de A. se tiene

(ld® A)A(a) = (Id® A)(a ® a)
= id(a) @ A(a)
=a® (a®a)
=a®a®a,

(A ®id)Aa) = (A ®id)(a® a)
= A(a) ® id(a)
=(a®a)®a
=a®a®a,

(I d@A)AD) = ([ d®A)(a®@b+b®c)

(id(a) ® A(D)) + (id(b) ® A(c))
a®@®b+b®c)+bR®(c®c)
=a®a®b+a®bR®c+bRc®ec,

(A®id)ADd) =(A®id)(a®b+b®c)
= A(a) ®id(b) + A(b) ® id(c)
=(a®a)@b+(@®b+bRc)®c
=a®a®b+a®bdbR®c+bRc®ec.

Utilizando ahora el isomorfismo k ® A = A, véalido para todo espacio vectorial

A sobre k = R, C, y laigualdad 0® f = 0, f € A (ver [6] ), se demuestra
facilmente que € es la co-unidad con respecto a A, es decir, que

(id® €)A = (e ® id)A. (1.23)
En efecto, sobre los generadores de A se tiene que

(id®€)Aa) = (id® €)(a ® a) = id(a) ® €(a)
=a®l=a,
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(e®id)Aa) = (e®id)(a @ a)
=¢(a)®id(a) =1® a = a,

(id®e)A(d) = (idR€)(a®b+ bR c) = id(a) ® €(b) + id(b) ® €(c)
=a®ble)+bxale)=a®0+bx1 =0,

(e®id)A(d) = (e®id)(a®@b+b®c)
=€(a) ®id(b) + e(b) ®id(c) =1®@b+0Qc=b.

(3) La aplicacién S es un antimorfismo. En efecto,
S(tijti)(9) = tutij(9™") = tij(g Vtr(g™") = S(ti;)(9)S (tr)(9)

sobre los elementos t;; de la matriz T'. Para completar la demostracién de los
numerales (1), (2) y (3) basta verificar que el determinante de T' se comporta
como un elemento del grupo para A, ey S. Esto es claro de

A(detT) = A(ac) = A(a)A(e) = (a®a)(c®c)
=detT ®detT =1® 1,

e(detT) =€(1) =1 = detT,
S(detT) = S(ac) = S(c)S(a) =ac=detT = 1.

Por lo tanto A y € son morfismos de dlgebras y S es un anti-morfismo.
(4) La aplicacién S es la antipoda sobre A; es decir, satisface las igualdades
TS(T=S(TT =1, a(S®S)A(T)=AS(T), (1.24)

donde o denota la extensién natural a las matrices 2 x 2 sobre A ® A del
operador lineal

c:AQRA—- ARA, o(z®y)=yQux. (1.25)

La primera igualdad en (1.24) resulta de la definicién de S. La segunda se
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obtiene de las relaciones
o(S® S)A(T) = o(S @ S) (a?“ “®i’;g®c)

_[c®c —(b®c+a®b)
0 a®a

Esto completa la demostracién de la proposicion. v

1.2 Bislgebras. La estructura de dlgebra de Hopf sobre A precisa de la es-
tructura de codlgebra con las aplicaciones A y € y de la estructura de algebra
con las aplicaciones m y n, de tal forma que las dos estructuras sean compati-
bles; es decir, que A y € sean morfismos de dlgebras. Un espacio vectorial con
estructura de algebra y de codlgebra y tal que esas estructuras sean compatibles
se denomina una bidlgebra (ver [6] ).

Definicion 1.4. Se dice que un &dlgebra de Lie G tiene la estructura de una
bislgebra de Lie si existe una aplicacién antisimétrica é : G — G ® G tal que la
aplicacién dual §* : G* ® G* — G* sea un corchete de Lie para el espacio dual

g*.

Es decir, un espacio vectorial es una bidlgebra de Lie si es un dlgebra y una
coélgebra de Lie y las dos estructuras son compatibles (ver [4], [7], [9] ).

Se sabe que una solucién antisimétrica de la ecuacion de Yang-Baxter clasica
induce una estructura de bidlgebra de Lie sobre el espacio de las funciones de
un grupo de Lie (ver [1] , [2] y [9] ). Usaremos este hecho para construir
la estructura de bidlgebra de Lie sobre el espacio generado por las funciones
coordenadas del grupo ST'(2).
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Definicion 1.5. Un tensor r € G ® G sobre el lgebra de Lie G de un grupo de
Lie G es solucidén de la ecuacién de Yang-Baxter cldsica si satisface la ecuacion

{{r, 7)) = {r12, ra3) + (r12, T13) + {r13, rez) =0, (1.26)

donde el conmutador (,) es el corchete inducido por el corchete del dlgebra de
Lie G en el espacio G ® G ® G (vease (1.32) més adelante) y los r;; son los
tensores definidos por

re=r®I, roas =1Q®r ri3 = (I®T)’I‘12, (127)
siendo I la matriz identidad de orden 4 (ver [9]).

Con el fin de determinar la estructura de bidlgebra de Lie sobre el dlgebra
de funciones sobre ST'(2), consideremos el r-tensor antisimétrico

r= X1 ® X2 —X2 ® X1 (128)
de ST(2)® ST (2), donde X5, X5 son los campos (1.4) que forman una base del

lgebra de Lie ST (2). Este tensor puede expresarse en forma matricial usando
el producto tensorial usual entre matrices (ver [11] ), es decir,

= (%) (0 8- )0 )

(1.29)

|
cooo
co o

Proposicion 1.3. El tensor r = X1 ® X2 — X2 ® X, satisface la ecuacién de
Yang-Baxter cldsica (EYBC)

(r12, r23) + (r12, r13) + (r13, T23) = 0. (1.30)

Demostracion. Los tensores r;; estan definidos por las igualdades

T12:T®I:X1®X2®I—X2®X1®I,
T23=I®T:I®X1®X2—I®X2®Xl, (131)
re=X1 10X - X0 ®I®X;,
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donde X;,X> son como antes, I es la matriz identidad, y el conmutador
(rij,rm) en ST(2) @ ST (2) ® ST (2), inducido por el corchete de Lie de ST (2),
estd definido (ver [1]) por
(X1 9X20 X3, V1Y, 0Y3) =[X;, V1] ® XoYs @ X3Y3
+ X1Y1 ® [Xa, Yo] ® X3Y3

+X1Y: ® XoYs @ [ X3, Vi),
(1.32)

siendo [X;, Y]] el corchete de Lie (1.5). Es facil ver que el conmutador (,) sobre
los tensores r;; es en efecto un corchete de Lie. Entonces

(r12, r23) + (r12, r13) + (r13, T23)
=(X13XoQRI—-XoX;Q1, I X1 Xy — I Q® Xy®X;)
FX1XoRI-Xo X1, X010 Xy —Xo®IR® X7)
HF{X1®I®Xo—Xo®I®Xy, I®X1 9 Xo —I®Xo®X4),

y por linealidad

{r,m) =(X1 90X 0, I® X1 @ X)) = (X1 @ Xo® I, I ® Xo ® X3)
- (XeXiL IX1 X))+ (XoX1®I, I® X ® X1)
+ (X1 X, Xi®I®Xs)— (X1 0Xo®I, Xo®I®X)
— (X0X1 01, X10TQXy)+ (X, X101, Xo01® X,)
+ (X1 RI®Xs, IRX; @Xo)— (X1 ®IQ® X2, I®X2® Xy)
—(Xo®I®X:, I®X1@Xa)+ (Xa®I®X:, I ®X:® X71).

De (1.32), de las ecuaciones (1.5) y de la igualdad [I, X;] = 0, obtenemos
entonces que

({r, 1)) =X1 @ [X2, X1] ® Xo + Xo ® [X1, Xo] ® X3
— [X1,X0] @ Xo @ X1 — [X2, X1] @ X1 ® Xo
- X1 ®Xo ®[Xo, X1] - X2 ® X1 @ [X1,Xo]
=2X1 X ®Xe— 2Xo® X2 ® Xy
+ 2Xo®Xo® X1 — 2Xo 0 X1 ® Xo
—2X1 X @ Xo+ 2Xo @ X, ® Xy = 0. ™
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Por ser antisimétrico y por ser solucién de la EYBC, r induce una estructura
de bidlgebra de Lie (ver [1] ) sobre A. Es decir, mediante r podemos definir
un corchete de Lie {,}: A® A —+ A sobre las funciones coordenadas de la
siguiente manera. Sea T' la matriz de las funciones coordenadas (1.10), y sean
{T®,T} la matriz

{a, a} {a, b} {b, a} {b, b}

(T®, T} = 8 {“’OC} {cf)a} ig g (1.33)
0 0 0 {c, ¢}

y T®T el producto tensorial usual entre matrices: (T'®T)ik,mn = (T)im (T)kn
(ver [11]), esto es,

aa ab ba b

al bT 0 ac 0 be
TeT= ( 0 cT) - 0 0 ca cb (1.34)
0 0 0 ¢

Sea ademéds (I' @ T, r) =2 (T @ T)r—r (I' ® T) el conmutador usual
entre matrices. Definimos entonces {t;;, t;;} mediante la identidad (ver [11])

(T®, T} = (T T, 7). (1.35)

Proposicion 1.4. EI dlgebra A es una bidlgebra con el corchete definido por
(1.35).

Demostracidn. Desarrollando la igualdad (1.35), el corchete entre los genera-
dores de A resulta estar dado por

{a, a} ={b, b} ={¢, ¢} =0

{a, b} = —{b, a} = a® —ac (1.36)
{a, ¢} ={c¢, a} =0

{b, ¢} = —{c, b} =ac—c?

Se ve en forma inmediata que (1.36) es antisimétrico y satisface la identidad
de Jacobi {tij, {tkis tpgs }}+ {tkt, {tpgs tij}}+ {tpg> {tij> tre}} =0 sobrelos
generadores y, por lo tanto, sobre todos los elementos de 4. Entonces (1.36)
es un corchete de Lie (ver [7]) y A es una bidlgebra de Lie con el corchete

{1} [l
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Una estructura de bidlgebra obtenida de una solucién antisimétrica de la
ecuacion de Yang-Baxter clisica se dice que es una bidlgebra de Lie triangular
(ver [1]). Puesto que también se tiene en forma inmediata que el corchete
(1.36) es una derivacidn, es decir, satisface la regla de Leibniz {t;jtw, tpe} =
tij{trt, tpq} + tri{tij, tpg} sobre todos los elementos de A. Entonces A con el
corchete {, } es una variedad de Poisson. Como demostraremos a continuacién,
el corchete {, } es ademds compatible con el co-producto de A, es decir, satisface
la igualdad

Aftyy, tu} = {AQiy) , Altw)}, (1.37)

Es, por lo tanto, lo que se conoce como un corchete de Poisson, y el grupo
ST (2) seré entonces lo que se llama un grupo de Lie-Poisson (ver [7], [8] ¥ [9]

).

Proposicién 1.5. El grupo de Lie ST(2) es un grupo de Lie-Poisson con el
corchete definido por (1.36).

Demostracion. Debemos probar que el corchete (1.36) es compatible con el co-
producto A en el sentido de (1.37). Para esto basta verificar la propiedad sobre
los generadores del dlgebra A. Asi

{A(a), A(a)} ={a® a, a®a}
a®>® {a, a} + {a, a} ®a®
=0= A{a, a},

y de la misma forma se verifica la compatibilidad del corchete en los casos
{b, b}, {c, c} vy {a, c}. Para {a, b} se tiene que

A{a, b} = A(a® — ac) = A(a?) — A(ac)
=(e®a)(a®a) - (a®a)(c®0)

:a2®a2—ac®ac

{Aa, Ab} ={a®a, a®b+b®c}
={a®a, a®b}+{a®a, b}
=a’®{a, b} +{a, b} ®ac+ab® {a, c}
=a’® (a® — ac) + (a* — ac) ® ac

:a2®a2—ac®ac,
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y para {b, c}, que
A({b, ¢}) = (ac® ac) — @ ¢ = {A(b), Alc)}.

Esto demuestra (1.37) para toda funcién coordenada t;; del espacio A. En-
tonces, A es un algebra de Hopf-Poisson y el grupo ST'(2) tiene la estructura
de Lie-Poisson.

2. Cuantizacion del Grupo ST7(2)

Una cuantizacién del grupo de Lie Poisson ST'(2) (ver [2], [3], [10] ) es una
deformacién del lgebra conmutativa A en una nueva algebra no conmutativa
Apn (h es el pardmetro de deformacién) tal que, en el limite h — 0, el dlgebra
Ap coincida con A, y las estructuras de dlgebra y de codlgebra sobre A con
producto *5 y co-producto A, respectivamente, sean compatibles. Esto requiere
que A sea un morfismo de dlgebras con respecto al nuevo producto *p, y que
Ap tenga la estructura de un Algebra de Hopf.

Proposicion 2.1. Una deformacién Ay, del dlgebra A estd dada por el dlgebra
asociativa con unidad determinada por el producto *, definido sobre A por

tij *n te = m(ti; ® tix) + h{ts;, tu.} + O(h?) (2.1)

donde las t;; son las funciones coordenadas del grupo ST'(2), m es el producto
(1.9) entre estas funciones y {, } es el corchete de Poisson (1.36) definido sobre
el espacio A.

Demostracién. Médulo h? la relacién (2.1) define el producto *j, sobre los ge-
neradores (1.10) de A por

2

a*xpa=a
bxpb=10"
cxpc=c?
a*pb=ab+ h(a*—1)
axpc=1

bxp c=bc+ h(l—c?).

Probaremos que Aj, es un dlgebra asociativa y no conmutativa con este pro-
ducto. La asociatividad la verificamos caso por caso. Por ejemplo se tiene
que
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a*p (bxpc) =axp (be+ h{b,c}) = a*p (be+ h(1 — %)
=axp bc+ haxp (1 —c?)
= abc + h{a,bc} + h(a’c — ac?) + h*{a,1 — c*}
= abc + h{a,b}c+ hb{a,c} + ha*c — ha’c + h*({a,1} — {a.c*})

= abc,

(a*p, b) x, ¢ = (ab + h{a,b}) 4 c = (ab+ h(a® — 1)) x; c
= abc + h{ab,c} + h(a® — 1)c + h%{a® — 1,¢}
= abc + h(a{b,c} + {a, c}b) + h(a’c — ac?) + h*({a*,c} — {1,¢})
= abe,
moédulo 2. Las demds posibilidades se establecen en forma andloga. En total
tij *n (tr 1 tpg) = (tij *n tr) *n tpg + O(h?) (2.2)

cualesquiera que sean t;j;,tki, tpg € An. La unidad 1 de A es la unidad de Ap,.
Es decir,
t,'j x1 = m(tij ® 1) + h{t,’j, 1} = m(tz-]- ® 1) = tz']', (23)

pues {tij,1} = 0. Asi (Ap,*n) es un algebra asociativa con unidad, y en el
limite, el producto #, y el corchete {, } satisfacen

m = ’Eig%)(*h) {tij, ti} = }Lig})(tij *p b — trr *p tig). (2.4)

Es decir, en el limite, las dlgebras A, y A coinciden en su estructura. Entonces
(Ap,*p) es una deformacién de (A, m). En cuanto a la no conmutatividad de
Ap, obsérvese que a xp b # ab+ h(1 — a?) = b ¥, a. ]

Proposicion 2.2. El producto *p, definido sobre los generadores del dlgebra
Ay satisface

(ml &® 332) *p (y1 & yz) = (-'L'l *ph y1) X (-Tz *ph yz) (2-5)

cualesquiera sean x1,Ts,y1,Yy> en Ap.

Demostracidn. De la definicién del producto (2.1) y del corchete (1.36) pode-
mos extender el producto *j al dlgebra A4 ® A por

(1 ® 2) *p (Y1 @ y2) = (1 @ x2) (Y1 @ y2) + h{z1 ® 22, y1 ® Y2}
= 21Y1 @ Z2y2 + h(z1y1 ® {T2,¥2} + {T1,y1} ® 22y2).



CUANTIZACION NO ESTANDAR DEL GRUPO TRIANGULAR ST(2) 39

Por otro lado, de la definicién del producto (1.13) sobre el dlgebra A® Ay de
la conmutatividad del producto m se obtiene que

(@1 #n Y1) ® (B2 *#n y2) =(T1y1 + ”{z1,91}) ® (2242 + h{T2,92})
=191 @ Z2y2 + h{z1,y1} ® T2y2 + 11 @ h{z2,y2}
+ 1 {1,491} © {22,92}

=191 ® T2y2 + h({z1,y1} ® Z2y2 + T1y1 ® {22,92}).
Esto demuestra la proposicién. v
Proposicion 2.3. El dlgebra A} es una bidlgebra con el co-producto A y la
co-unidad € dadas por

AT)=T®T, e(T) =1, (2.6)
donde T es la matriz (1.10).
Demostracion. Por ser A un morfismo de édlgebras con el producto m (Propo-

sicién 1.2), por ser compatible con el corchete (1.36), y por la Proposicién 2.2,
podemos escribir

A(a:l *p 182) = A(-'L'll'Q) + h{.’L’1,CL'2})
= (.Z'l.’IIQ) + hA({.’I?l,-Z'Q})

A
A(z1)A(z2) + h{A(z1), Al22)}

A(Z’l) *p A(Z’g) = A(.’L‘l)A(xz) + h{A(IIJl),A(.’L‘z)}

para todo par de elementos xi,z2 en Ap. También, por (1.17) y (2.6), €
satisface

e(axp b) = e(ab+ h(a* — 1))
e(a)e(b) + e(h(a® — 1)) =0,

e(a) *n €(b) = e(a)e(b) + h{e(a), e(b)} =0,
elaxpc) =¢€(1) =1,

e(a) *p, €(c) = e(a)e(c) + h{e(a),e(c)} =1,
e(b*p ) = e(bc + h(1 —c?)) = 0,

€(b) *p, €(c) = e(b)e(c) + h{e(b),e(c)} = 0.
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Ademis,
A(det T) = A(1) = A(a) *, A(c)
=(a®a)*p (c®c) = (ax*pc) @ (ax*pc) (2.7
=1®1=detT ®@detT.

Entonces A y e son morfismos de dlgebras con respecto al producto *;,. Ademas,
A es compatible con el producto *5. Entonces, A, es una bidlgebra y una
deformacién de A. ]

Proposicion 2.4. La bidlgebra Ay es un algebra de Hopf con el co-producto
A y la co-unidad € definidas en (2.6), y con la aplicacién antipoda S definida
sobre los generadores (1.10) por

S(a) =c¢, S(b) = =b+ h(c—a), S(e) = a. (2.8)

Demostracion. Puesto que Ap es una bidlgebra con el co-producto y la co-
unidad (2.6), basta probar que S es una aplicacién antipoda. En efecto, S
satisface las siguientes tres propiedades:

xp ((S ®id)A) = x,((id ® S)A) = €l,
S(@xny) = S(y)*n S(z), =,y € Ay,
o(S®S)A = AS.
Verificaremos la primera propiedad sobre los generadores a,b. Se tiene
*1(S @ id)Aa) = *((S @ id)(a ® a)
=#,(S(a) ® a) = *xp(c®a) =ca=1=¢(1),

x5, (id @ S)A(a) = *,((id ® S)(a ® a)
=#p(a® S(a)) =*pa®c) =1=1=¢(1);

*p((S®id)A(b) = *x,(S®id)(a®b+b®c)
*xp(c®@b+ (—=b+ h(c—a)) ®c)
=c*xpb—bxpc+ h(cxpc—axpa) =0,

*x,((1d @ S)A(D)) = *,(1d® S)(aR b+ bR c)
xp(id(a) ® S(b) + id(b) ® S(c))
=sp(a® (-b+ h(c—a))+b®a)

=bspa—a*xpb+ h(a*xpc—axpa)=0.
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La verificacién puede hacerse en forma andloga para c. Las otras dos propieda-
des de una aplicacion antipoda se satisfacen por definicién de S. Se concluye
que el dlgebra A}, es entonces un dlgebra de Hopf y una deformacion del dlgebra

A.

El algebra de Hopf no conmutativa Ay recibe el nombre de grupo cuédntico

del grupo de Lie ST(2) (ver [2], [3]).
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