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RESUMEN

En este articulo presentamos una investigacion en curso sobre las concepciones que tienen los estudiantes de
profesorado de matematica acerca de la aleatoriedad. Reportamos un estudio bibliogréafico sobre la problematica
que nos ocupa, asi como el andlisis de un cuestionario realizado a estudiantes de Didactica 111 del profesorado de
matematica del pais. Este cuestionario indaga las distintas concepciones presentes en los futuros profesores, en
especial el significado subjetivo de la aleatoriedad.
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ABSTRACT

We present an ongoing research about prospective mathematics teachers’ conceptions of randomness. We report
some research results focused in this topic, as well as the analysis of a questionnaire we applied to prospective
mathematics teachers studying Didactica Il in their teacher education. This questionnaire inquires the different
conceptions those students have, specially the subjective meaning of randomness.

KEYWORDS: randomness, subjective probability, mathematics teacher education

INTRODUCCION

Presentamos una investigacion en curso sobre las concepciones de la aleatoriedad que tienen
los estudiantes de profesorado de matematica. La misma ha sido motivada por las dificultades que se
detectan en relacion a este concepto, en los cursos de Probabilidad y Estadistica del profesorado de
matematica. Se realizé un estudio de investigaciones que reportan estas problematicas, asi como las
distintas concepciones de aleatoriedad, desde el punto de vista historico, que acompafian los diferentes
enfoques de la probabilidad. Como primera fase de esta investigacion se elabord un cuestionario que
fue propuesto a los estudiantes de Didactica Il de todo el pais, para ser completado en linea. En este
documento presentamos un andlisis preliminar de las respuestas obtenidas, asi como futuras lineas de

trabajo.

SIGNIFICADOS DE LA ALEATORIEDAD

En este apartado analizamos distintas acepciones y significados del concepto de aleatoriedad,
a través de la revision de algunos documentos.
En Batanero (2001) encontramos la siguiente definicion de aleatorio, del diccionario de

Moliner (1983): “Incierto. Se dice de aquello que depende de la suerte o del azar”. Y para azar: “la
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supuesta causa de los sucesos no debidos a una necesidad natural ni a una intervencion humana ni
divina”.

Estas definiciones plantean que lo aleatorio tiene causas desconocidas, y el azar representaria
esas causas (Batanero, 2001). Esta interpretacion corresponde a la primera fase histérica del desarrollo
de la probabilidad, que finaliza a inicios de la Edad Media. Se establecia una diferencia entre los
fendmenos que obedecian a leyes conocidas y aquellos que no (aleatorios), y la propiedad de aleatorio
de un fendmeno era objetiva (Poincaré, 1936, citado en Batanero, 2001).

Otro posible significado es el de establecer que todo fendmeno tiene una causa, y que el azar
se debe a nuestra ignorancia, siendo esta una interpretacion subjetiva, ya que la propiedad de ser
aleatorio depende de nuestro conocimiento. Esta interpretacion, sin embargo, no es correcta, ya que
existen fendmenos deterministas con causas desconocidas (por ejemplo, la muerte).

Actualmente se consideran aleatorios aquellos fenémenos a los que se les puede aplicar el
calculo de probabilidades (Batanero, 2001), conozcamos 0 no sus reglas.

Si seguimos el desarrollo histérico del calculo de probabilidades para rastrear el concepto de
aleatoriedad ligado a este, encontramos distintos enfoques. Inicialmente la aleatoriedad se asociaba
con la equiprobabilidad de los distintos resultados de un fenémeno (Liber de Ludo Aleae, de
Cardano). En esta etapa la probabilidad se vinculaba fundamentalmente con los juegos de azar. Asi, en
una concepcion clasica, la probabilidad de un suceso es el “cociente entre el nimero de casos
favorables al suceso y el nimero de casos posibles, siempre que todos sean equiprobables”. (Batanero,
2001, p. 13). Esta idea tiene el problema de una cierta circularidad, que hace dificil discriminar un
miembro aleatorio de uno no aleatorio, de una clase dada de sucesos. Ademas, solo podriamos decir si
un suceso es aleatorio, si estamos ante una clase finita. También quedan fuera de este significado los
fendmenos cuyos resultados no son equiprobables. Esto ocurre, por ejemplo, cuando se consideran
situaciones del mundo fisico o natural (fendmenos meteoroldgicos, accidentes, resultados electorales,
etcétera).

Surge entonces la concepcion frecuencial, por la cual un objeto es considerado un miembro
aleatorio de una clase si podemos elegirlo por un método que asigne a cada miembro de esa clase, una
frecuencia relativa a priori, luego de un gran nimero de casos. Aqui la dificultad radica en determinar
cuantos casos son necesarios, para asignar a un fendémeno la propiedad de aleatorio. Ademas, se
obtiene una estimacion de la probabilidad.

Kyburg (1974, citado en Batanero, 2001) critica estas dos concepciones, y plantea que la
aleatoriedad estd compuesta de cuatro elementos: el objeto que se supone es miembro aleatorio de una
clase; el conjunto del que el objeto es un miembro aleatorio (poblacion o colectivo); la propiedad con
respecto a la que el objeto es un miembro aleatorio de la clase dada; el conocimiento de la persona que
decide si el objeto es aleatorio, 0 que asigna una probabilidad (Batanero, 2001).

Bajo esta concepcion, la aleatoriedad ya no es una propiedad objetiva, sino que lo que es

aleatorio para alguien puede no serlo para otras personas. Como ejemplifica Esteban (2015): “... al
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lanzar un dado, si una persona ve el resultado, este resultado ya no es aleatorio para ella, pero si es
aleatorio para otra persona que no lo ha visto” (p. 15). Esta es una concepcion subjetiva de la
probabilidad, que desarrollamos mas adelante. Finalmente tenemos la formalizacidn del concepto de
aleatoriedad. Esta surge a partir del estudio de las tablas de nimeros aleatorios, y la preocupacién por
la calidad de estas.

Todo lo anterior nos muestra la diversidad de significados del concepto de aleatoriedad. Esta
diversidad se refleja también en las concepciones que presentan los estudiantes cuando se enfrentan a
la resolucién de problemas o cuestiones vinculadas con lo aleatorio. Dado el énfasis que tiene este
trabajo en relacion con la formacién de profesores, y la dependencia entre las concepciones de los
futuros docentes y aquellas que pueden promover o dejar de lado en sus clases, creemos que no es
conveniente dar una definicidn del concepto de aleatoriedad, sino que, al contrario, es esencial ser
conscientes de los distintos significados que pueden presentarse. De todos modos nos focalizaremos,
en lo que sigue, en el desarrollo de la concepcién subjetiva de la probabilidad, partiendo de la

hipotesis de que es el que esta presente en menor grado en los futuros profesores de matematica.

ENFOQUE SUBJETIVO DE LA PROBABILIDAD

Desde este enfoque, la decisién sobre si consideramos que un objeto es o no aleatorio,
depende, como dijimos antes, de nuestro conocimiento sobre el mismo. Vinculado a esta concepcién
de la aleatoriedad, aparece la de probabilidad subjetiva.

Desde la interpretacion subjetiva o personal, la probabilidad que una persona asigna a uno de
los posibles resultados depende de su propio juicio sobre la probabilidad de que se obtenga el
resultado. Este juicio estard basado en las opiniones e informacién que tenga acerca del proceso.
Cuando una persona asigna probabilidades subjetivas a los resultados de un fendémeno, esta
expresando su grado de creencia en términos numéricos. Asi es que Keynes (1921), Ramsey (1931) y
De Finetti (1974), citados en Batanero y Diaz (2007), describen la probabilidad como grado de
creencia personal basado en el conocimiento y experiencia personal.

A pesar de las criticas recibidas sobre su estatus cientifico, el analisis de las creencias y la
valoracion de sus grados, este enfoque suscité mucho interés al inicio del siglo xX. El primer trabajo
sobre probabilidad subjetiva fue realizado por Borel (1924), en este aparece una definicién bastante
concreta de lo que es la probabilidad subjetiva, y ademas esta el germen del método para medir grados
de creencia, el llamado método de la apuesta. Un elemento a destacar es que, desde la interpretacién
subjetiva de la probabilidad, se imponen ciertas restricciones a la formulacion de creencias, estas
deben estar dotadas de una racionalidad. Para ser aptas para definir probabilidades, las creencias
subjetivas deben tener dos cualidades fundamentales: consistencia y coherencia. La primera tiene que

ver con la no contradiccidn de la légica deductiva. Mientras que la segunda viene asociada a que la
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persona no quedara perjudicada cualquiera sea el resultado del suceso. La coherencia llevaria a la
persona a no apostar en su contra.

Es la regla de Bayes la que ha proporcionado una doctrina que permite la interpretacion de las
creencias, asignandoles una medida precisa. Esta permitié que la interpretacion subjetiva de la
probabilidad cambiara de naturaleza y status. Este razonamiento esta basado en el conocimiento de la
verosimilitud P(E/H), donde E es la evidencia que me suministran los datos, cuando se supone cierta la

hipdtesis H. La decision se apoya en la distribucion a posteriori.

PERTINENCIA DEL ENFOQUE SUBJETIVO EN LA ENSENANZA

Hace varias décadas en los curriculum de matematica en ensefianza media se plantea la
importancia de brindar a nuestros estudiantes una buena educacion estocastica. Acordamos con este

planteo, cuyos fundamentos encontramos, por ejemplo, en Chernoff y Sriraman (2014):

Las ideas equivocadas sobre probabilidad son legion. Después de todo, es una nocion diabolicamente
compleja y elusiva para nuestra mente. Y al mismo tiempo, como el Unico medio confiable que tenemos
para predecir - y planificar - el futuro, juega un rol fundamental en nuestras vidas, por lo que no

podemos ignorarla, y debemos ensefiarla a todos los futuros ciudadanos. (p. ix)

Estamos convencidos de que en la actualidad, cuando se plantea la importancia de la
probabilidad en los curriculos, los significados trabajados no pueden prescindir del aspecto subjetivo
gue hay en lo que es aleatorio y lo que no.

Por otra parte, la importancia de la probabilidad en la ensefianza media tiene que ver con su
pertinencia en la toma de decisiones, y aqui la probabilidad subjetiva tiene muchas respuestas para
aportar. Creemos que es mas coherente, para abordar muchos de los problemas de la vida cotidiana,
hacerlo desde un enfoque subjetivo que desde un enfoque clasico o frecuencial. Pensamos que dar
lugar a este enfoque en la ensefianza media, no como Unico pero si como importante, hara que los
estudiantes tengan un significado mas amplio de lo que es la aleatoriedad y amplien el espectro de
problemas que pueden resolver.

De lo anterior se desprende la importancia de trabajar en formacion docente con la diversidad
de significados de la aleatoriedad, dando lugar al enfoque subjetivo, y trabajar problemas en los que se

aplique directamente la definicion subjetiva.

LA EXPERIMENTACION

Nuestro grupo de trabajo se planteo el objetivo de realizar una investigacion sobre la nocién
de aleatoriedad de los estudiantes de profesorado de matematica, indagando sobre la presencia del
componente subjetivo en las respuestas de los estudiantes. Para comenzar, nos propusimos una fase
inicial de caracter exploratorio, con el objetivo de tener una primera aproximacion a los significados
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de aleatoriedad presentes en los estudiantes y, por otro lado, con el fin de disefiar una herramienta
metodoldgica para una futura investigacion, apta para el contexto de nuestro estudio.

En la primera fase de este estudio se solicitd a todos los estudiantes de Didactica Il del
profesorado de matematica que dedicaran un tiempo para completar un formulario. EI mismo fue

disefiado con cinco secciones de preguntas (ver en https://sites.google.com/view/grupopye/trabajos).

En agosto de 2017, se encontraban cursando Didactica Il1l, 104 estudiantes en todos los centros y en
las dos modalidades (presencial y semipresencial), de los cuales completaron el cuestionario 38.Y en
base a estas respuestas se hizo un andlisis descriptivo.

Elegimos a los estudiantes de Didactica Il porque consideramos que ellos forman una
muestra razonable de estudiantes avanzados. Somos conscientes que muchos de ellos podran ain no
haber cursado o aprobado asignaturas de tercer afio, incluso Probabilidad y Estadistica.

La primera seccién del formulario corresponde a datos de seguimiento, como la institucion en
la que estudian, y si han cursado y/o aprobado la asignatura Probabilidad y Estadistica.

En la segunda seccion se plantean una serie de preguntas que suelen encontrarse en
investigaciones de este tipo (por ejemplo, Azcérate, Cardefioso y Porlan, 1998; Moreno, Cardefioso y
Gonzalez, 2014). Aqui se busca obtener de forma casi explicita la concepcidn de aleatoriedad presente
en los estudiantes y, de ser posible, analizar si conviven mas de una.

La tercera seccidn cuenta con una Unica pregunta en la que se plantea una situacion usual
vinculada a apuestas en el deporte.

En la cuarta seccién planteamos una serie de preguntas con respuesta de multiple opcion para
que los estudiantes manifiesten la probabilidad que le asignan a los resultados de diferentes
experimentos. Estos estan asociados a tirar una moneda pero en distintas situaciones que buscan dejar
en evidencia la nocion evocada de aleatoriedad, ahora sin llamarla de tal forma, sino por medio de
asignacion de probabilidades.

Por altimo, en la quinta seccidn buscamos directamente enfrentar al estudiante a una situacion
de apuestas. Aqui queremos indagar si la definicién subjetiva de probabilidad dada por Borel (1924),
se encuentra presente al momento de tener que decidir el valor a apostar en distintas situaciones.

Nuevamente las distintas preguntas recorren situaciones asociadas a una nocion objetiva y/o subjetiva.

EL ANALISIS DE LAS RESPUESTAS

De los 38 estudiantes que respondieron la encuesta, 24 declararon haber cursado Probabilidad
y Estadistica, 2 se encontraban cursando y los restantes 12 aln no la habian cursado. Habian aprobado
la asignatura 13 estudiantes.

Iniciamos la segunda seccion con una pregunta de calibracion: 2. a. Se lanza una moneda al

aire y se observa la cara superior al caer.
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Luego del analisis de las respuestas obtenemos que dos estudiantes afirman de forma sostenida
gue no se trata de un experimento aleatorio. Otro estudiante plantea la no aleatoriedad, pero pensamos
gue en este caso fue producto de interpretar observa como algo pasado y por ende no lo considera
aleatorio: “No ya veo el resultado. No es aleatorio. Otra cosa a priori”.

En relacion a la pregunta: 2. b. Se dobla una moneda un poco, se lanza al aire y se observa la
cara superior al caer, el 50% de los encuestados afirma que no es aleatorio. Entendemos que en las
respuestas de estos estudiantes predomina la concepcion clasica de la aleatoriedad. El solo hecho de
doblar un poco la moneda, lo que posiblemente altere las probabilidades de obtener cara o cruz, lleva a
que 19 de los 38 estudiantes no lo consideren un experimento aleatorio. Esta pregunta nos deja clara
evidencia de que es necesario trabajar mas profundamente en el concepto de aleatoriedad y sus
distintas concepciones.

En la siguiente pregunta: 2.c. Se germina una semilla de naranjo. El experimento consiste en
la obtencion, algin dia, de naranjas, casi dos tercios de los encuestados afirman que el fendmeno
natural no es aleatorio. Esto se encuentra estrechamente vinculado con la investigacion realizada en
Moreno, Cardefioso y Gonzalez (2014), quienes constataron que a diferencia de los estudiantes de
profesorado de biologia, a los estudiantes de profesorado en matematica les cuesta significativamente
mas reconocer la aleatoriedad en situaciones cotidianas, es decir, no vinculadas a los juegos de azar.

En lo que respecta a las preguntas: 2.d. El experimento es si el primero de enero de 2020
llovera y 2.e. El experimento es si el primero de enero de 1500 llovid, tratamos de buscar un mismo
fendmeno, en este caso asociado a una situacion climatica, formulado en futuro y en pasado,
respectivamente para cada item. En el primer caso, cuando se le pregunta por la posibilidad de lluvia
en un tiempo futuro la gran mayoria (mas del 81%) responde que es aleatorio, no obstante, cuando se
les pregunta por un tiempo pasado, por mas que no haya informacién, solo es considerado aleatorio
por un poco mas del 13% de los estudiantes. Esta diferencia marca una gran tendencia a no reconocer
un fendmeno aleatorio en términos de la informacion que se posea, es decir, un experimento pasado en
general no es considerado aleatorio y esto va en directa relacion con la falta del concepto subjetivo de
aleatoriedad.

En la tercera seccion introdujimos una situacién de las apuestas deportivas que se suele dar en
la vida cotidiana: Hay varias empresas que hacen apuestas sobre resultados de eventos deportivos.
Consideremos dos de ellas: Supermatch y Bet365. Cada empresa paga en funcién de la probabilidad
gue le asignan al resultado. En un partido de fatbol entre Nacional y Pefiarol, Supermatch pagaba
mas que Bet365 a que empataban. Explica en tus palabras si esto tiene sentido y de tenerlo a qué se
debe. En este caso, el 84,21% de los encuestados afirmaron que si tiene sentido. Las argumentaciones
a favor muestran un reconocimiento del caracter subjetivo. Veamos algunas de ellas:

- Si puede tener sentido. Deberd ser porque evallan diferentes datos sobre resultados en
partidos pasados.

- Tiene sentido. Hay una percepcion subjetiva de la probabilidad.
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- La probabilidad es subjetiva en este caso. Se tienen en cuenta diversos factores para asignar
una probabilidad a cada resultado. Esos factores pueden variar y por ese motivo asignan
distintas probabilidades al mismo suceso.

Por otro lado, los que responden de forma negativa, muestran en sus justificaciones que solo
atribuyen a la probabilidad el significado cléasico. Algunos ejemplos de estas respuestas son:

- El célculo de probabilidad teérico no deberia tener diferencias.

- No tiene mucho sentido, a mi parecer la probabilidad de empate es similar a la de victoria o
derrota (por no decir igual).

En esta seccién, creemos que la gran mayoria de los estudiantes pudo reconocer el caracter
subjetivo del experimento, dado que aceptaron que un mismo fendmeno podria tener distintas
probabilidades dependiendo de la entidad que emita el juicio. En conjunto con las respuestas a 2d y 2e,
tenemos indicios para creer que la dificultad en reconocer la aleatoriedad subjetiva estd mas bien
vinculada a que los fendmenos ya hayan ocurrido.

En la cuarta seccion tratamos de salir del contexto de ver si el fenémeno es aleatorio o no, y
preguntamos al estudiante directamente sobre la probabilidad que le asignaria a determinado suceso.
El enunciado del problema era el siguiente: Responde a tu criterio, la probabilidad que le asignarias a
los siguientes items (opciones: 0, en (0, %2), %, en (¥,,1), 1). En esta seccion obtuvimos informacion
rica sobre la asignacidn de probabilidades que hacen los estudiantes participantes.

En la pregunta: 4.a. Obtener cara al tirar una moneda no cargada, nuevamente como
pregunta de prueba, todos los estudiantes salvo uno asignan probabilidad Y2 a obtener cara al tirar una
moneda no cargada.

En la pregunta: 4.b. Obtener cara en una moneda que se tiré hace una hora pero nadie ha
visto el resultado, la mayoria de los estudiantes (mas del 92%) asigna probabilidad ¥ al experimento,
por mas que haya sucedido hace una hora atras. Esto contrasta con las respuestas a la pregunta 2.e, en
que la informacion de que el fendmeno ya hubiera ocurrido hacia pensar a muchos estudiantes que el
mismo no era aleatorio. Pensamos que estariamos ante un problema con el uso del término aleatorio,
mas alla del reconocimiento de la aleatoriedad en un experimento.

La pregunta: 4.c. Obtener cara al tirar una moneda no cargada, pero en los primeros 10
lanzamientos se obtuvo cara, busca explorar el reconocimiento o no de la equiprobabilidad, cuando
por caso fortuito se han obtenido una serie de resultados desfavorables. La gran mayoria de los
encuestados (mas del 84%) toma en cuenta que la moneda no estéa cargada, dato fundamental, y si bien
el suceso de que haya salido 10 veces cara es poco probable, eso no afecta la probabilidad para la
siguiente tirada. No obstante, un estudiante considerd que no corresponde y otros 5 asignaron una
probabilidad distinta de Y%, interpretamos que por el hecho de tener esa informacion adicional.

En estos estudiantes parece estar presente el problema que surge por la mala interpretacion de
la Ley de los Grandes Numeros. Simplificando podemos decir que la Ley de los Grandes Numeros

establece que la frecuencia relativa de un suceso converge a la probabilidad teérica del mismo. Es
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comun mal interpretar este resultado cuando se aplica a repeticiones de experimentos, esperando que
los proximos experimentos sean forzados a modificar su resultado para que se mantenga la frecuencia
deseada.

La dltima pregunta de esta seccion: 4.d. Obtener cara al tirar una moneda que no se sabe si
estd cargada, pero en los primeros 10 lanzamientos se obtuvo cara, introduce la subjetividad de forma
mas directa. En este caso no se sabe si la moneda esta o no cargada. Un poco mas del 31% de los
encuestados asigna una probabilidad mayor a %2 y menor a 1. En general, bajo la aplicacion de la
férmula de Bayes, cualquier distribucion a priori que asignemos a la probabilidad de obtener cara,
dentro de lo estandar, nos conduce a que la probabilidad a posteriori esté fuertemente volcada hacia
ese intervalo.

Nos llama la atencién que casi un cuarto de los estudiantes (23,68%) hayan considerado que
no corresponde calcular la probabilidad, estas respuestas ameritan investigar mas en este punto pero el
disefio de esta primera encuesta no lo permite.

Por otro lado, 11 de los 38 estudiantes (28,95%) no altero la probabilidad de obtener cara dada
la informacién adicional, a pesar de haber sido declarado de forma explicita que no se sabe si la
moneda esta o no cargada.

En general, las respuestas a estas preguntas nos hacen pensar que si bien la formula de Bayes
es trabajada en los cursos de probabilidad, la concepcion bayesiana en si, mediante la adaptacion de
las probabilidades con la informacion adicional, parece no haber sido interiorizada significativamente
por un conjunto importante de estudiantes.

Luego de analizar las respuestas en esta seccion consideramos que para dar continuidad a esta
investigacion, seria de suma relevancia complementar con estudios de caso, indagando personalmente
las opiniones que motivan a dar la respuesta seleccionada.

En la quinta seccién, finalmente, trabajamos directamente con el concepto de probabilidad
subjetiva, la cual es definida mediante una apuesta de un individuo racional. Se propuso a los
estudiantes tres situaciones en las que debian decidir cuanto estaban dispuestos a apostar para, en caso
de ganar, obtener un premio de 100 pesos. En este caso el premio es fijo y por ende es razonable,
segun la propia definicion subjetiva de probabilidad, que se estaria dispuesto a apostar un monto
directamente proporcional a la probabilidad que se le asigna al suceso.

En todos los items que se presentaron, son cerca de la mitad de las respuestas que no se
aproximan al valor del premio por la probabilidad, lo cual deja una clara evidencia del no manejo de la
definicion subjetiva de probabilidad.

Por ultimo, en esta seccién preguntamos: ¢Crees que tus compafieros estan dispuestos a
apostar lo mismo que tu? De forma resumida, un 28,95% de los estudiantes respondieron que no, un
44,74% respondieron que si y el 26,32% restante respondié que dependeria. La gran mayoria de las
respuestas son muy escuetas, no obstante algunas de ellas son justificadas mediante el haber cursado o

no Probabilidad y Estadistica, y otras haciendo hincapié en la aversion o no al riesgo.
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CONCLUSIONES

En muchas de las respuestas de estos estudiantes predomina la concepcién clasica de la
aleatoriedad, muchas veces cuando el contexto no es adecuado para aplicarlo. Esto no Illama la
atencion debido al caracter prioritario que se le da a este enfoque en la ensefianza.

De este estudio preliminar se concluye que, en general, gran parte de los estudiantes no ven un
fendmeno aleatorio vinculado a la informacion que se posea, lo que muestra una falta del significado
subjetivo de la aleatoriedad. Incluso cuando explicitamente se agrega nueva informacion, esta no es
tomada en cuenta para modificar la probabilidad. Esto podria dar cuenta de que no se ha interiorizado
significativamente la férmula de Bayes.

Finalmente queremos destacar que cuando se propuso un problema en el contexto de la
probabilidad subjetiva, la gran mayoria de los estudiantes no lograron resolverlo con solvencia. Esto
nos lleva a reafirmar la pertinencia del problema de investigacion que nos planteamos y a
comprometernos con realizar futuras investigaciones que profundicen este estudio. Ademas, nos
planteamos la necesidad de elaborar secuencias de ensefianza para el curso de Probabilidad y
Estadistica, que permitan el abordaje de los multiples significados de la aleatoriedad en la formacién

de profesores.
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