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Resumen

En este articulo estudiamos diferentes teoremas limites en un pro-
ceso critico de Bellman-Harris con un sélo tipo de partculas y con
segundos momentos finitos. Los limites encontrados se hallaron con
base en los siguientes dos procesos: “Procesos bajo la condicién de
no extincién” y “procesos bajo la condicion de extincién en el futuro
cercano”. En la observacién de estos dos procesos hemos tenido en
cuenta los dos diferentes casos: 7; := d;it y 7; := d; £ t, donde t
es un punto de tiempo y d; € (0,00) son constantes fijas para todo
i = 1,...,k. Para el caso 7; := d;t, el lema de comparaciéon 2.3
de Esty es ttil para investigar el comportamiento asintético de la
funcién de generatriz conjunta F(s1,...,7;), para t — oo; para el
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104 H. LLINAS

caso 7; := t + d;, no. Para éste dltimo caso encontramos otro lema
de comparacién (lema 4.3), que es la base para demostrar teoremas
limites si 7; := t = d;.

Palabras clave: Proceso de Bellman-Harris, proceso critico, segundos
momentos finitos.

Abstract

In this article are studied different theorems limits in a critical
Bellman-Harris branching process with a only type of particle and
with finite second moments. There were used two processes in order
to figure out the limits as following as: “The condition of no extinc-
tion” and “The condition of extinction in the near future”. In the
two previous processes is taken into account two different cases as:
7 = dit y 7, := d; £ t, where ¢ is a point of time and d; € (0, 00)
are fixed for every ¢ = 1,...,k. For the case where 7; := d;t, the
Esty’s comparison lemma 2.3 is used to investigate the asymptotic
behavior of the joint probability generating function F(si,...,7%),
for ¢t — oo; for the case 7; :=t + d;, is not used. For this last case is
founded another comparison lemma (lemma 4.3), that is the base to
demonstrate the theorems limits if 7; := t &+ d;.

Keywords: Bellman-Harris process, critical process, finite second mo-
ments.

Mathematics Subject Classification: 60G07, 60J80

1 Introduccion

El desarrollo de este trabajo estd basado en las investigaciones realizadas
por Athreya & Ney [1], Goldstein [4] y Esty [2] en donde estudian el proceso
critico de ramificacién de Bellman-Harris con un sélo tipo de particula y
segundos momentos finitos. Los teoremas limites que presentan y demues-
tran los dos primeros sélo tienen en cuenta una sola generaciéon y los que
presenta Esty generaliza algunos de estos resultados a los casos en que se
tienen en cuenta varias generaciones al mismo tiempo.

Basicamente, el objetivo de este trabajo es completar los resultados de
Esty (los cuales, entre otros, se mencionan en las secciones 2 y 3) mediante
la presentacin y demostracién de teoremas limites (véase la seccién 5). Los
limites encontrados se basan en el supuesto de que el proceso comienza
con una sola particula y en las siguientes dos condiciones: Procesos bajo
la condicién no extincion y procesos bajo la condicién extincion en el
futuro cercano. En la observacion de estos dos procesos se han tenido
en cuenta los dos diferentes casos: 7; := d;t y 7 := d; £ t, donde t es
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TEOREMAS LIMITES EN PROCESOS DE BELLMAN-HARRIS 105

un punto de tiempo y d; € (0,00) son constantes fijas para todo i =
1,...,k. Para el caso 7; := d;t, el lema de comparacién 2.3 de Esty es ttil
para investigar el comportamiento asintético de la funcién de generatriz
conjunta de Z(ty),...,Z(tg) (t; == 23:1 7j, y 7; > 0) para t — oo; para
el caso 7; := t + d;, no. Para éste ultimo caso encontramos otro lema de
comparacién (lema 4.3), que es la base para demostrar teoremas limites si
T «— t+ dl

También cabe anotar que en la actualidad existen trabajos més re-
cientes que presentan demostraciones detalladas de resultados andlogos,
pero sélo tienen en cuenta el proceso de Galton-Watson (ver, por ejemplo,
Llinés [6], [7] y Hurtado & Llinés [8]).

El articulo estd dividido en cinco secciones. La primera de ellas co-
rresponde a la introducciéon. En la segunda y tercera se presentan algunos
resultados conocidos e importantes relacionados con el proceso de Bellman-
Harris con segundos momentos finitos. En la cuarta se presenta y demues-
tra un lema de comparacion analogo al lema 2.3 de Esty, el cual nos serd
muy util para demostrar teoremas limites para el caso en que 7; :=t + d;.
En la quinta seccién se presentan y demuestran tales teoremas limites en
el proceso de Bellman-Harris con segundos momentos finitos, los cuales
generalizan (al tener en cuenta varias generaciones al mismo tiempo) y
complementan a aquéllos encontrados por Athreya & Ney [1], Esty [2] y
Goldstein [4].

2 Generalidades del proceso crtico de Bellman-
Harris con un tipo de particula y el lema de
comparacion de Esty

Tomando como base el modelo desarrollado para un proceso de Galton-
Watson (véase Hurtado & Llinds[8]), consideraremos ahora que cada indi-
viduo tiene un tiempo de vida aleatorio 1" con la funcién de distribucion

P{T <t}=G(t), con G(-0)=0 y G(+0)<1.

La reproduccién de la poblacién “funciona” exactamente como en el
proceso de Galton-Watson, es decir, con probabilidad p; un individuo pro-
duce, después de su muerte, ¢ individuos de la misma especie. Como antes,
debemos hacer algunas exigencias: las probabilidades p; y los tiempos de
vida de las particulas son independientes del punto de tiempo ¢ de parir,
de la edad de las madres y del tamano de la poblacién en el tiempo ¢
de parir. Este proceso {Z(t)}+>0 asi descrito lo llamaremos PROCESO DE
BELLMAN-HARRIS, en donde Z(t) representa el tamano de la poblacién en
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106 H. LLINAS

el punto de tiempo t € R} . Los datos del modelo son {p;} y G(-). En
lo que sigue, si se dice otra cosa, supondremos que el proceso comienza
con una sola particula, es decir, Z(0) = 1, y que pgp + p1 < 1. El proceso
de Bellman-Harris representa una generalizacién del proceso de Galton-
Watson, que ademas ha resultado muy caro, porque sin otras condiciones
para la distribucién G de la edad, se ha perdido la propiedad de Markov de
{Z(t)};+. Sin embargo, se pueden obtener resultados importantes debido a
la estrecha relacién de {Z(t)}+ con el llamado PROCESO ASOCIADO DE GE-
NERACIONES {Z, }neN,: si Z, describe el tamano de la n-ésima generacion
del proceso {Z(t)}+, entonces, {Z,}, es un proceso de Galton-Watson con
funcién generatriz de probabilidad (f.g.p.) f, definida por

o0
fls) = > ms’,  0<s<l.
=0

Ademis, f eslaf.g.p. de la distribucién de los descendientes de {Z(¢)};
(para més detalles, véase, por ejemplo, Harris [5], pdg. 127). De nuevo,
estudiaremos el tamano de la poblacién Z(t) con ayuda del estudio de su

f.g.p.

F(t;s) = f:P{Z(t) =k}sf,  0<s<l1
k=0

La investigacion se divide de nuevo en 3 casos: m>1, m<lym=1
(el caso critico). Sea Q(s;t) := 1 — F(s;t). Con esto, Q(t) := Q(0;1) es la
probabilidad de supervivencia del proceso hasta el tiempo t.

Sea G, (t) la n-ésima convolucién de G(t), con Go(t) = 1sit > 0y cero
sit < 0. Ademads, sea p:= E(T) = [;°tdG(t), el tiempo de vida media.

Para todo 0 < s; < 1, t; := Z;Zl 7j, 1 =1,...,k, y 75 > 0 definimos la

funcién de generatriz de probabilidad conjunta de Z(t1), ..., Z(t;) como
F(S1y.euySE3Tlyeey k) =
R . .
= Z P{Z(tl):jl,...,Z(tk):jk}Sil'--Sik.
J15e0Jk=0

Con esto, sea

Q(S1y v ey Sk Ty Th) =1 — F(S1,000y Sk Tl ey Th)-

Si no hay confunsién con la notaciéon, a menudo escribiremos breve-
mente F(sy,...,7;), para referirnos también a la f.g.p. F(s1,...,sk;
T1,...,Tk); de otro modo, escribiremos todos los argumentos.
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TEOREMAS LIMITES EN PROCESOS DE BELLMAN-HARRIS 107

Esty [2] ha encontrado una ecuacién integral parala f.g.p. F(s1,...,7%)
vy ha demostrado que esta ecuacién tiene una tnica soluciéon acotada que
también es una f.g.p. El caso unidimensional es conocido (véase
Goldstein [4]).

Teorema 2.1 (Esty, [2]) Sean s := Hle si, [ una f.g.p. vy G una dis-
tribucion sobre [0,00) con G(07) = 0. Sea

Fip(y) == F(Sit1,- -+ S5 tie1 — Y5 Tig2, -+ - Tk)
para it =1,..., k. Entonces la ecuacion integral
F(S1y.euy Sk Tlyeey k) =
k—1 1 tiv1
= si-Gal+ Y [[s [ SF@ldcw)
i=0 j=0 “ti
tiene una solucion que es una f.g.p. k-dimensional para cada 11, ...,7% > 0

y que es la unica solucion acotada.

La ecuacion integral (1) también la podemos escribir de la siguiente
manera:

Flovoon) = [ ' For(w)] dG(y)
- Olf[Flk@)] dG(y) +
—I—SlF(SQ,...,Sk;tQ,Tg,...,Tk). (2)

Cuando el proceso es critico, Esty [2] ha encontrado dos importantes
propiedades con respecto a la f.g.p. conjunta F(sq1,..., 7).
Teorema 2.2 (Esty, [2]) Sim =1, entonces,
(a) s182- - $iF(Sit1,---,7k) < F(s1,...,7k), para todo i =1,... k— 1.
(a) F(s1,...,T,) mondtonamente creciente en t;, para todo i =1,... k.

Los lemas de comparacién son las bases del método para demostrar
nuestros teoremas limites. En estos lemas hacemos una aproximacién de
dela f.g.p. F(s1,...,7) de nuestro proceso de Bellman-Harris a través de
las iteraciones fn(---) de un proceso de Galton-Watson mds un error que
depende de G, (t1). Esta aproximacién hace posible extender resultados
conocidos del caso Galton-Watson al caso Bellman-Harris.

Lema 2.3 (Lema de comparacién de Esty, [2]) Sean m = 1 y
s:=s81F(s2,...,7). Para todo n € N, tenemos

Qn(s) — Gu(t1) < Q(s1,---,7k) < Qu(s) + [1 = Gy(t)]
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108 H. LLINAS

3 Resultados conocidos para el caso de varianza
finita

Definicién 3.1 Decimos que las condiciones BH(1,0%,11,0) se satisfacen
cuando m =1, 1 < 00, 0% =: 26 < o0 y

lim #*[1 — G(t)] = 0.

t—o0

Andlogo como en un proceso critico de Galton-Watson, la probabilidad
de supervivencia @(t) en un proceso critico de Bellman-Harris con varianza
finita tiene la siguiente propiedad asintotica:

Teorema 3.2 (Athreya & Ney, [1]) Silas condiciones BH(1,02,11,0) se
satisfacen, entonces, limy_, o, 6tQ(t) = 1.

Para estudiar el comportamiento asintético de la f.g.p. conjunta
F(s1,...,7;) debemos manipular, para n grande, las funciones G,,(t1) con-
tenidas en el lema de comparacién 2.3. Goldstein [4] ha encontrado el
siguiente resultado.

Lema 3.3 (Goldstein, [4]) Silim; . t?[1 — G(t)] = 0, entonces,
(a) n:= [ﬁ(l +¢)] = limy_oo tGy(t) = 0,
() 1= [L(1 = £)] = limy_oo €1 — G (8)] = 0,

para cualquier € > 0.

Ahora, definimos las correspondientes fracciones complejas

yk(x1, ..., x%) de las variables x1,. ..,z a través de
1 -1
y1(z1) := 33—1’ yo(z1,2) := 11 (331 + 4 )
Y yk(1, s Tk) = Yk—1 (@1, The2, Tp—1 + 33;;1)7 para k > 3.

Ya que la férmula de iteracién para el proceso de Galton-Watson y para
el proceso de ramificacién de Markov con tiempo continuo se cumple, es
decir,

F(s1,82) = F(s1F(s2,t2),t1),

para el proceso no markoviano de Bellman-Harris no se cumple, Esty [2]
ha demostrado que para un proceso critico de Bellman-Harris con varianza
finita la formula anterior es asintéticamente correcta.
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TEOREMAS LIMITES EN PROCESOS DE BELLMAN-HARRIS 109

Lema 3.4 (Esty, [2]) Las condiciones BH(1,02,11,0) se satisfacen. Sean
0<d;<oo, 7, =dit y0<s;:=si(t) <1, tal que limy_,, 5t[1 — s;(t)] =:
m; < 0o, para todo i =1,...,k. Entonces,

t&l})lot[@(slv o Th)] =

= tlil{.lot[Q(SlF(SzF(' w81 F (k5 Th); Th—1); 0 571
1
= gka(dlyﬂ-lyd%ﬂ-%"'7dk77Tk)7

con la interpretacion 1/oo = 0, es decir, si existe un ultimo indice k tal
que T, = 00, el limite anterior es igual a

1
5y2l~9—1(d1’ﬂ-17 d2,7T2, PN ,ﬁ];_l,d];).

4 Lemas basicos

Sean t un punto de tiempo y d; € (0,00) constantes fijas para todo
1=1,...,k. Si 7 :=d;t, el lema de comparacién 2.3 de Esty es 1til para
estudiar el comportamiento asintético de F(sy,...,T;), cuando t — oo.
Desafortunadamente hay dificultades si 7; := ¢t + d;. Para este ultimo
caso, debemos encontrar otro lema de comparacién. Para ello, primero
necesitamos el siguiente teorema.

Teorema 4.1 Sean 0 < s; < 1, para todo i = 1,...,k y s := Hle S;.

Definamos la sucesion {Fy,(---)}nen, por Fo(s1,...,Tk) =5 ¥y
Fn+1(81,...,Tk) = S[l — G(tk)] + (3)
k—1 1 tir1 ‘
I / 7 [Fiy)] dG(y).
i=0 j=0 i

Siendo Fo(Siy1- .., 8k3Tie1 — Yoo, 7k) =1 FL(y), para todo n € Ny. Si
m < 1, entonces, para todo si,...,s € [0,1]

lim F,(s1,...,7%) = F(s1,...,7Tk)

n—~o0

uniformemente sobre conjuntos ti-compactos de [0,0).

Demostracion. Primero demostraremos por induccién sobre n, que la
sucesion {F,(---)}nen, €s monotonamente creciente en n. El caso n =0
es trivial si se tiene en cuenta que s < f(s), para todo s € [0,1]. Ahora,
demostraremos el paso de induccién n — n 4+ 1. Por hipétesis de in-
duccién, tenemos que Fy41(--+) > F,(---) y debido a que m < 1, sigue que
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110 H. LLINAS

fn(s) es monétonamente creciente en s. Por consiguiente, f[Fy11(---)] >
FIFn(--+)]. Sea Fp(Sit1.--,Sk;Tit1 — Ys---,Tk) =: Fl(y), para todo n €
Np. Por lo tanto,

k—1 1 tiv1 ‘ '
Foso(c-) = Foni(-) = Y [Isi [ {[Fa@)] - £ [Frv)]}dG(y)
i=0j=0 “t
> 0.

O sea, F,(--+) < F41(---) para todo n € Ng. Ahora demostraremos
(nuevamente por induccién sobre n), que 0 < Fy,(s1,...,7,) < 1, para
todo n € Ny. El caso n = 0 es claro. Ahora, demostraremos el paso de
inducciéon n — n+ 1. Debido a la monotonia de F,(-- - ), sigue el resultado
para todo n, porque

0 § Fn+1(81,...,Tk)

k—1 i .
i+1
< : — <
< SIls [ e+ -G < L
=0 j=0 t -1 <1
——
<1

Ahora, demostraremos (también por induccién sobre n), que
Froi1(s1y..oy k) — Fn(sty. .o, 1) < m"Gp(ty),

para todo n € Ny. El caso n = 0 es claro. El paso de induccién n — n +1
se demuestra con ayuda del teorema del valor medio y con ayuda de la
hipétesis de induccién porque

Foio(st,-- k) — Fugi(si,...,m) <
k=1 oty
<m 3 [T Gt - y)aG()
i=0 Yt
= m”+1 . Gn+1(tk)

Con ello,

T

Forpi(-) = Fu(-2) = Y [Fusa () = Faga(-+)]
1=0
< D oM Ga(ty)
1=0

< ) omh-Gilt), (4)
l=n
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para todo r € Ny. En Athreya [1, Lemma IV.4.1] estd demostrado que
> 52om? Gj(tg) < 0o. Por consiguiente, lim,, . 372, m’Gj(t;) = 0. Con
esto y con (1) tenemos que (F),)nen, €s una sucesién de Cauchy y con-
verge a F'. Debido a la monotonia de Gy(tx) con respecto a n, la se-
rie 322, m? Gj(ty) converge uniformemente en t; < ¢ < co. Por tanto,
limy, oo Fr(81,...,7%) = F(s1,...,7;) uniformemente en ¢ € [tx, co], para
todo s1,...,s; € [0,1]. [ |

Con ayuda del siguiente lema podemos demostrar ficilmente otro lema
de comparacion.

Lema 4.2 Seanm =1y s1,...,s; € [0,1] y sea s := [[*_, s;. Para todo
n € Ny, tenemos

(a) 0< F(s1,..., ) — Fu(s1,- .., m) < 8 (1= 85) - Gu(ts)

(b) 0 < fn(s) - Fn(sly- .- 7Tk) < (1 - 3) Z?:l[l - Gn(tz)]a

donde F,(s1,...,T;) estd definida en el teorema 4.1.

Demostracion. Sea

Fn(31 ey SEYTiHL — Y, - 7Tk) = Fn(Ti+l - y)7
para todo n € Ny. Andlogo la notacién para F(---).

(a) (i) Primero demostraremos la desigualdad izquierda por induccién so-
bre n. El caso n = 0 es claro si se tiene en cuenta que {Fy, (- ) }nen,
es monotonamente creciente, el teorema 4.1 'y que

k k
[iii18 < f(Ijis185) < fIF(si41,. .., 7)] para todo k. El paso
de induccién n — n + 1 es claro por hipéteis de induccién porque

k—1 ¢

Feo)=Funl) =3 [[s [ {Hiw) 6.

=0 j=0 B >0

siendo HY (y) := f[F(Ti+1 — y)] — fIFu(Tit1 — v)]-
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(ii) Ahora demostraremos el lado derecho de la desigualdad (de nuevo
con induccién sobre n). Debido a que G(tp) = 0y a que

F(- )= Fy(-) =
k

1l tit1 k
= Y 1Is [ e - - T] s dcw
i=0j=0 U R j=i+1
<1
kok k=1 k
= G(ty) =Y _[[s-Gti) +>_ ] si-Gt)
i=1 j=1 i=0 j=i+1
k
< Z(l —si) - G1(t;), porque G1(t1) = G(t1),

el caso n = 0 estd demostrado. Ahora demostraremos el paso de
induccién n — n + 1. Por el teorema del valor medio, hipdtesis
de induccién y el hecho de que el preoceso es critico, se obtiene el
resultado para todo n € Ny, porque

F() = Fua () <

< Y1+ / U F (i —9) — Falrin — ) }G ),

(b) (i) Primero demostraremos la desigualdad izquierda con induccién
sobre n. Ya que fo(s) — Fo(s1,...,7x) = 0, entonces, el caso n = 0
es claro. Ahora demostraremos el paso de induccién n — n + 1. Sea
Sia1 1= H?:i-{-l sj. De la figura 1 obtenemos, con u := sy v := 5;41,

f(gsifl_l) =1 < @,es decir, f (8;11) < BION

que < srose
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s C
1
f
D
| C
]| St i
|
H“"'D ¢
o e ds ’ s T |
Uy 1 §

Figura 1: Relaciones en el caso (sub-)critico.

Con esto, con la hipétesis de induccion y el hecho de que f es mono-
tonamente~creciente, se tiene el resultado para todo n € Ny, porque,
haciendo G(t;) := G(ti+1) — G(t;), se obtiene

frr1(8) = Foya(--) =
= [far1(s) —s][1 = G(tg)] +

+ Z[fn—H (s) — s0-8ifus1 (Bix1)] -G(t;) > 0.

>0

(ii) Ahora, demostraremos el lado derecho de la desigualdad (también
con induccién sobre n). El caso n = 0 es claro porque

k
fo(s) —Fo(s1,..., %) =0 < (1 -5 Zl—Go i)
=1 :0
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114 H. LLINAS

Ahora probaremos el paso de induccién n — n 4+ 1. Sea §;11 como
antes. Sea §;y1 = H?:H—l sj. Por el teorema del valor medio e
hipétesis de induccién sigue el el resultado para todo n € Ny, porque

fni1(s) = Fupa(sy,...,m) <
< far1 (Biv1) = Faga(st, ..o, 7h)
< fat1 (§i+1) — s[1 - G(ty)] +

+ m Hl n 32 n()}dG( )_
2 0/ +1) Y

—1

k—1 1
> 11 fn+1 Sit1) [G(tip1) — G(ti)] —
i=1 j=0 >Sz+1
— frt1 (Big1) - [G(t1) — G(to)]
——
=0
k
< 1 — S Z n+1 ]
r=1
Con esto, el teorema queda completamente demostrado. |
Lema 4.3 (Lema de comparacién) Sean m = 1, sy, ..., s € [0,1],

§:= Hle si y b:=k(1—s). Entonces, para todo n € Ny, tenemos
Qn(s) — bGn(tk) < Q(Sl, oy Tk) < Qn(s) + b[l — Gn(tl)]

Demostracion. Primero restamos la desigualdad del lema 4.2a de la de
4.2b y luego utilizamos el hecho de que s < s;, paratodoi=1,...,ky G
es monotonamente creciente en t. |

Desafortunadamente, el lema de comparacién 2.3 de Esty es sélo util
si 1; :=d;t. Si T;:=1t=+d; tenemos dificultades para encontrar el compor-
tamiento asintético de F'(sq,..., 7). Por consiguiente, debemos encontrar
otro método. Para ellos, fue muy importante la aplicacién del lema de
comparacion 4.3 en vez del lema 2.3. Esto fue una buena alternativa ya
que hemos demostrado un lema que es la base para encontrar teoremas
limites si 7; :=t £ d;.

Lema 4.4 Sean 0 < by < by < ... < b < oo numeros reales fijos y
to =0, t; :==t+b;, para todoi=1,...,k. Silas condiciones BH(1,0%,11,0)
se satisfacen, entonces, tenemos

lim [5 (1 — s)t+ 1] Q815 SK3 Ly s Th)

t—o0 1—3s =1
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uniformemente en 0 < s; <1 con s := Hle s; < 1. El resultado anterior
sigue también si t; ==t —b; para 0 < by < ... < by < by.

Demostracion. Sea

Hy(s1,..., 1) == [6(1 —s)t +1] [M] _

1-s
Seane >0y n:= [%(1 + E)] Por el lado izquierdo de la desigualdad
del lema 4.3, obtenemos

Hy(s1,... k) 2

61Qn(0) +

> [6(1—s)n+1] [Qn(S)] - e

1—s + €

b
+ aQn(s) — k [5 + t—:| trGn(t)
k
= Ao,
Harris [5] ha demostrado que f,,(s) == 1, para todo s € [0,1]. Por el
teorema 1.1 de Goldstein [4], el corolario 1.2 (también de Goldstein [4]) y
el lema 3.3a, obtenemos

. €
tll;‘[éloAn’a(S:l’. o 7Tk) =1- 1 +57

uniformemente en s1,...,s; € [0,1], con s < 1. Ya que € > 0 fue escogido
arbitrariamente,

lltII_l)églf Ht(sl, ‘e ,Tk) > 1,
uniformemente en $1,..., s, € [0,1], con s < 1. Ahora demostraremos que

limsup Hy(s1,...,7%) < 1,

t—o0

uniformemente en $1,. .., sk € [0,1], con s < 1. Para ello, sean nuevamente

e > 0y ahoran := [%(1 + 5)} Por el lado derecho de la desigualdad del

lema 4.3, obtenemos analogamente
Hi(s1,...,7,) < Bpe(S1,---, k),
donde
Bpc(s1,...,T) =

= [6(1—s)n+1] [

Qn(s)
1

€ .
] +1—20mQn(0) +

g ~
+1—_8Qn(8) +k |:O':]:

ob; +1
1

} ti[1 — G (t1)]-
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Nuevamente, por el teorema 1.1 de Goldstein [4], el corolario 1.2 (también
de Goldstein [4]) y el lema 3.3b, obtenemos

€
lim B =1
t11_H>100 n,e(Sla ka) + 1_¢
uniformemente en sq,...,s; € [0,1], con s < 1. Ya que € > 0 fue escogido

arbitrariamente, con esto queda completamente demostrado el teorema. W

5 Teoremas limites

Procesos bajo la condicién “no extincién”

Observamos k generaciones antes y después de la generacion en el punto
de tiempo t. En este caso, estudiamos como antes el comportamiento
asintético de la f.g.p. conjunta de estas k generaciones, cuando la ge-
neracion en el punto de tiempo t no se ha extinguido aun. Primero
observaremos la situacién “t; := b;t” con constantes fijas b; para todo
i=1,...,k.

Teorema 5.1 Si las condiciones BH(1,0%,11,0) se satisfacen, entonces, las
correspondientes distribuciones k-dimensionales de los procesos

{Z(blt) Z(bit)

ot 77 Gt

/Z(t)>0, O<bl<...<bk§1}

Z(bit) Z(bit)
convergen, para t — 00, hacia la de unos procesos con exactamente las
mismas propiedades como en los teoremas 3.1 de y 3.3 de Hurtado & Llinds
[8], respectivamente.

/ Z(t) >0, 1<b1<...<bk<oo},

Demostracion. Completamente analogo a las demostraciones de los teore-
mas en las referencias mencionadas. Véase también Llinds [6]. En estos
casos, aplicamos el lema 3.4. |

Si consideramos los correspondientes casos uni y bidimensionales del
teorema anterior, obtenemos obtenemos resultados andlogos como en el
proceso Galton-Watson.

Corolario 5.2 Si las condiciones BH(1,02,11,0) se satisfacen, entonces,
las correspondientes distribuciones de

{@,%/Z(t)>0} y {@ / Z(t) >0}

ot
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con b € (0,1] y b € (1,00), respectivamente, convergen, cuando t — oo,
hacia un procesos exactamente con las mismas propiedades como en los
corolarios 3.2 y 3.4 de Hurtado & Llinds [8], respectivamente.

Demostracion. Completamente andlogo a las demostraciones de los coro-
larios en las referencias mencionadas. Véase también Llinds [6]. En estos
casos, aplicamos el lema 3.4. |

Ahora, consideraremos la situacion ¢; := t + b; con constantes fijas b;,
para todoi=1,... k.

Teorema 5.3 Sean 0 < by < ... < by < by < oo nidmeros reales cua-
lesquiera y Z;(t) := @ con i = 1,...,k. Si las condiciones
BH(1,02,11,0) se satisfacen, entonces,

Jim P{Zl(t) <@y, Z(t) <ap ) Z(8) > 0,} =
- 1— e—min{xl,...,xk}7

para todo x1,...,x), > 0. EIl resultado anterior no cambia si conside-
ramos los puntos de tiempos ‘t + b;”, para todo i = 1,...,k pero con
0 <by <by < ...<bp < o0. FEsto significa que la distribucion limite
estd concentrada sobre la “diagonal” {(z1,...,x)/z; € R} y alli estd dis-
tribuida exponencialmente, es decir, que, asintéticamente, el proceso (bajo
la condicion de que €l no se ha extinguido ain en el tiempo t) se distribuye
de la misma manera en los tiempos t £ by, ..., t by para todo b;, es decir,
entre t —b; y t+ b; no cambia mucho.

Demostracion. Demostraremos el teorema solo para el caso “t—b;”, porque,
para el caso “t + b;” la demostracion es andloga. Sea 7,11 = by y, para
todo ¢ = 1,...,k, sean 7, = t; — t;_1 con t; := t — b;. Ademds, sea
A = {Z(tl) = J1y.-- ,Z(tk) = jk} Por tanto,

P{A} — P{Ag, Z(t) =0}

P{Ay | Z(t) > 0} P{Z(t) > 0}

Ai .
Sea s; ;= €~ 5t,paratodoi =1,...,k, ¥y Sg+1 = 0. Sean Ay, ..., A\x > 0.
La correspondiente transformada de Laplace del proceso estd dada por

ﬁt()\l,...,)\k) =
— E{6—%[Alz<t1>+---+xkz<tk)} ] Z(t) > 0}

= Y .Y P{AL/ Z(t) > 0) e siladrtt A
J1=0  jx=0

Q(317’”731670;7—17”’7776—1—1) Q(sla"'aTk)

Q(?) Q(t)
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Ahora demostraremos que

lim Q5155 8k, 03T,y Thg1) 1
t—00 Q(t)
y
lim Q(slv"'ka) _ A
t=oo  Q(t) 1+ X

donde A := Ay + -+ A\;. Por el lema 4.4 tenemos
thm {[&t + 1]@(317 e 731670;7—17 LR 7Tk+1)} = 1
—00

uniformemente en si,...,s;. Con esto, por el corolario 3.2 y ya que
limy o0 % =1, para todo i =1,...,k, obtenemos que
Q(Sl,. .. ,Sk,o; Tlye-- 7Tk+1)
Q(tr)

[&t—i—1]@(81,...,Sk,O;Tl,...,Tk_H)
&0t Q(tr) + Q(ty)

converge hacia 1, cuando t — oco. Con esto, hemos demostrado la primera
afirmacion. Para la demostracion de la segunda, sea s := Hle s; = €Mt
Debido a que (1 —s) ~ %, cuando t — o0, tenemos
p Q(s1,.--Tk)
Qor,m) 0= 9 1) [Qn]
~ 7. ¢ .5 :

Q(tr) 1+ 3] & oteQ(tr)
para t grande. Debido a que t ~ t;, cuando ¢t — oo y todo i = 1,...,k,
al lema 4.4 y al corolario 3.2, obtenemos la segunda afirmaciéon. En con-
clusién, hemos demostrado que limy_,oo Li(A1,..., ) = H—LA’ para cua-
lesquiera A1,..., A > 0. El teorema queda completamente demostrado

cuando aplicamos el teorema de continuidad para transformadas de Laplace
(véase Feller [3]). |

Si consideramos el caso unidimensional, obtenemos el siguiente coro-
lario:
Corolario 5.4 Si las condiciones BH(1,0%,11,0) se satisfacen, entonces, el
proceso {@ / Z(t) >0, be (O,oo)} converge en distribucion, cuando
t — 00, hacia una variable aleatoria que tiene distribucion exponencial con
pardametro 1.

Como interpretaciéon del corolario anterior podemos decir que, asinté-
ticamente, el proceso (bajo la condicién de que él no se ha extinguido ain
en el tiempo t) se distribuye de la misma manera en los tiempos ¢t + b para
todo b, es decir, entre t — b y t + b no cambia mucho.
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Procesos bajo la condicion “extincion en el futuro cercano”

En esta situacién observamos k generaciones antes resp. después de la
generacién en el punto de tiempo ¢. En este caso, estudiamos como antes
el comportamiento asintdtico de la distribucién conjunta de estas k gene-
raciones cuando la generacion en el punto de tiempo ¢ no se ha extinguido
aun, pero la generacién en el punto de tiempo ct, ¢ > 1, si se ha extinguido.

Teorema 5.5 Si las condiciones BH(1,0%,1,0) se satisfacen, entonces, la
correspondiente distribucion k-dimensional del proceso

{ Z(bit)  Z(bt)

gt 7 &t

/ Z(t) >0, Z(ct) = 0, } ,

con
O<bhi <...<bhp<l<cec<o©

1<h <...<bhy<c<

respectivamente, converge, cuando t — oo, hacia la de un proceso con
exactamente las mismas propiedades como en los teoremas 3.5 y 3.7 de
Hurtado & Llinds [8], respectivamente.

Demostracion. Completamente analogo a las demostraciones de los teore-
mas en las referencias mencionadas. Véase también Llinds [6]. En estos
casos aplicamos el lema 3.4. [ |

Los correspondientes casos uni y bidimensionales del teorema anterior
conducen a resultados andlogos como en el proceso de Galton-Watson.

Corolario 5.6 Si las condiciones BH(1,0%,11,0) se satisfacen, entonces,
las correspondientes distribuciones de

(a) {Z(g) / Z(t) > 0, Z(ct)zo}, 0<b<1<e< oo,

(b) {280, 20 ) Z(t) > 0, Z(et) =0}, 1<b<e<o,
convergen, cuando t — oo, hacia las de un proceso con exactamente las
mismas propiedades como en los corolarios 3.6 y 3.8 de Hurtado & Llinds
[8], respectivamente.

Demostracion. Completamente analogo a las demostraciones de los coro-
larios en las referencias mencionadas. Véase también Llinds [6]. En estos
casos aplicamos el lema 3.4. [ |
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