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Resumen

Se propone un método de solucién del problema de isomorfismo para grafos que permite
reducir escencialmente el sondeo de variantes durante el proceso de solucién. El métode se
aplica para cualesquiera grafos (dirigidos, no -dirigidos, pesados y etc.) y hipergrafos.con
algunas midificaciones el método se aplica para resover el mismo problema para funciones
légicas.

Se examinan unas aplicaciones:

a) la busqueda dde los ciclos (cadenas) hamilotonianos,

b) la solucién del problema de Frobenius para matrices fuertemente equivalentes,

¢) la codificacién de los estados interiores de la méquina finita.

Abstract

Method to solve the isomorphism problem for graphs is suggested, which significantly
decreases the number variants to be checked. The method is applicable to any graphs
(directed, undirected, meighted etc.) and hipergraphs. With some modifications it can be
applied for solving isomorphism problem for logical functions.

Some applications are considered:

a) search for hamiltonian cycles (paths),

b) solutionFrobenius problem for strongly equivalent matrices,

¢) coding inside states of finite automate.

1. Introduccién

El niimero de grafos distintos que podemos construir con solo alglunos vértices y aris-
tas es enorme y de hecho este nimero se transforma en astronémico rapidamente cuando
incrementamos el nimero de vértices y de aristas permitidos. Sin embargo unos grafos
difieren entre si solamente porque sus vértices son etiquetados de manera diferente. Ree-
tiquetando los vértices de uno de estos grafos se obtiene el otro. En estos casos se dice
que los grafos son isomorfos. En [5], [6], [7], [8] se indica que el problema de isomorfismo
de grafos es dificil ya estd vinculado con un gran sondeo de variantes. Los métodos de
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investigacion que existen estdn basandose en las particularidades especificas de los grafos
y por eso sirven para unos grafos y no para todos.El mismo problema hay en las funciones
l6gicas que estan en la base de los circuitos 16gicos.

Una cantidad se llama invariante bajo isomorfismo si su valor es el mismo para cua-
lesquiera dos grafos isomorfos. Invariantes son: el niimero de vértices o de aristas, la suma
de los elementos de cada una de las filas (columnas) de la matriz de adyacencias, el de-
terminante de ésta matriz, la densidad den grafo, los ciclos o cadenas de una longitud
determinada y etc. Pero con frecuencia sucede que el cdlculo de los invariantes es mas
complicado que el problerma de isoformismo. En esta situaciéon estamos , por ejemplo,
cuando usamos como invariante la densidad de4l grafo los ciclos hamiltonianos. Estos in-
variantesm tienen gran importancia en la solucién de diversos problemas. Como se muestra
en [8] seria mejor reducir el problema delo célculo de los invariantes importantes al prob-
lema de isomorfismo y no al revés. De lo expuesto resulta que se necesita un método eficaz
de la solucién del problema de isomorfismo con invariantes que se calculen facil y que
sreviria para todos los tipos de grafos.

2. Grafos isomorfos

Dados dos grafos G = (X, E) y G* = (X*, E*) y f : © — x* es una aplicacién biyectiva
entre los conjuntos de vértices tal que {x;,x;} es una arista de G siy solo si {f (z;), f (z;)}
es una arista de G*. Entonces f se llama isomorfismo entre G y G,y se dice que G y G*
son isomorfos y se designa G = G*.Es evidente que si | X| # |X*|o |Y] = |Y™*|. Y ademads

X=X"={z),...,zn} e Y =Y ={y;,...,yn}. Sea Ag = (asj),, ¥ Acx = <afj> y las
nxn
matrices de adyacecias de los grafos G y G* respectivamente.

Ag =
Sesabe [5], 6], [7], [8] que G = G* siy solo si existe alguna sustitucién S = < ;lg;n > T <
i1+ L4
{l,...n}por medio de la cual una de las matrices, por ejemplo, Ag, se tranforma a la otra.
En este caso designaremos

A (5) = Ag=(1)

En la sustitucion S la primera fila correponde a los vértices de G y la segunda a los de
G*. El problema de investigacién de dos grafos sobre isomorfismoconsiste en la bisqueda
de la sustitucién S segin la cual se cumpla (1). Si tal sustitucién no existe entones los
grafos no son isomorfos.

n

Describiremos un método de investigacién sobre isomorfismo que permite resolver el
problema para cualquier par de grafos independientemente de las particularidades especifi-
cas de los mismos usando siempre el mismo procedimiento. Veamos la matriz Ag cuyos
elementos son nimeros enteros. Compongamos grupos Rg ; (i =1,...,p)de filas con misma
suma de elementos de cada una. Escribimos los grupos compuestos uno bajo otro en el
orden creciente de las sumas indicadas, separdndolos por lineas horizontales (77,73,73).
Componemos la matriz Bg = (b;;)

Bg =

donde p es el nimero de grupos compuestos, b;; es igual a la suma de los elementos de
la j- ésima columna en el i- ésimo grupo Rg;;

pXN

Designemos por Cj g la j- ésima columna de Bg y por Aj ¢ su multiplicidad. Analoga-
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mente por la matriz Ag« construimos los grupos Rg=; (i =1,...,7) y dspués la matriz
Bg+ y harmos las mismas designaciones Cj g+ y Ajg+. Ya que p,|Rgi|,Cja y Ajg son
invariantes entonces para que G = G* es necesario que se cumplan:

p=r(2)

|Rail = [Ra=l (3)

Vie{l,..,n}3j € {l,...,n} tal que C; ¢ =Cja-y hicg = Nja (4)

Veamos dos casos particulares:

a) A\ig = Aj,g= = 1 En este caso las columnas C; ¢ y Cj g en las matrices Bg y Bg-
rspectivamente son simples y en la sustitucién S al vértice x; de G corresponde el vértice
x; de G* y escribiremos z; < x;.

b) Mic = Ajg- # 1 En tal caso C;¢ y Cj son miltiples y al vértice x; puede
corresponder cualquier vértice x; para los cuales se cumplen (4). Por consiguiente, en la
sustitucion S al subconjunto de vértices de G se pone en correspondencia un subconjunto
de vértices de G*.

En el caso general de las matrices Bg y Bg+ corresponden la sustitucion

gz ( T, ---Tq, {xpys oy b Aoy s ey} > (5)

T, T, {Teys s Tey oo {Tfyy s Ty}

donde zq_, ..., Tq, L, ;- Td, corresponden a las columnas simples y los demas - a las
columnas multiples con las multiplicidades k, ..., s (a1, ..., fs € {1,...,n}).

De esta manera por msdio de las matrices Bg v Bg+ se obtienen dos particiones sobre
el conjunto de vértices y se establece una correspondencia entre los subconjuntos de esetas
particiones. Si x; corresponde a una columna de multiplicidad k entonces diremos que
x; es vértice de multiplicidad k de la participacién respectiva. Si la sustitucién contiene

vértices multiples entonces esta se llama susutitucién multiple y se designa por § Si todos
los vértices de la sustitucién son simples entonces esta se llama sustitucién simple y se
designa por S.

Hagamos las designaciones siguientes:

M, = {xbl,...,xbk} e My = {xcl,...,xck} My = {xel, ...,xek} yoey My = {a;fl,...,a;fk}

Entonces
~ | ®ay-Ta, Mi... M, > (6)
xdl ...xdt MfM;
Las condiciones (2),(4) son solamente necesarias de la existencia del isomorfismo. Si

existe la sustitucién S se obtiene de S para la cual se cumpla (1) entonces G = G*.
Ejemplo 1 Investigar cuales de los grafos G1, G2, G de la fig.1 son isomorfos entre si.
Solucién Componemos las matrices de adyacencias Ag,, Ag,, Agy; los grupos de las

filas (las tablas T1,Te , T3) y las matrices Bg,, Ba,, Ba,. Las condiciones (2) y (3) se

cumplen para todas las tablas T1,To y T3 pero la condicién (4) se cumple solamente
para Bg, v Bg,. De estas matrices resulta la sustitucion § de la cual se obtienen dos
ssustituciones simples S1 y So.

Para S7 se cumple la condicién (1), por eso G1 = Ga.

Los vértices simples de la sustitucion § a su vez pueden engendrar nuevos vértices
simples.



90

Veamos el caso més general cuando los elememtos de las matrices A son simbolos
arbitrarios. En este caso no siempre podemos construir las matrices B. Supongamos que
las sustituciones (5) y (6) se obtienen segun ciertas propiedades de las filas y columnas de
las matrices A.

Componemos la matriz Cpr, = (¢ij),yp » donde ¢ij = aginj, y @i, b5 € {1,...,n}
Anélogamenteconstruimos todas las matrices Cas;, Cy; (1 = 1, ...,q). Las columnas de
las matrices C son invariantes. Si G = G entonces para cada par de matrices (Caz4, Cyy,; )tienen
que cumplirse la condicién (4). Si la condicién (4) no se cumple por lo menos oara un par

de matrices entonces los grafos no son isomorfos.

Todas las matrices C' pueden incluirse en una tabla gebneral Ty.

G w7, Te e, G Teyille, oo Tf Ty,
Xa1 Tdy
X, Td,

Losd vértices simples se escriben en las columnas G y G*. En la misma fila de estas
columnas se escriben los vértices que corresponden uno a otro en 5 La tabla general de
Sdel Ejemplo es Ts.

G1 zazs G2 w118
I 00 I 00
X9 00 T4 00
I3 10 I3 10
Te 00 Te 00
zy 00 zo 00
xg 00 xz7 00

T4 1
€5 xg
T5

T1T2X3L4T5T6LTLY

De Tj5 resulta que S1 = (
T5X4L3TEL2XLTLLLY

> y esta es la Unica susutitucién para

la cual se cumple (1).

Si después de la comparacion de los pares de matrices C' aparecen nuevos vértices
simples, entonces continuamos la construccion de la tabla general T4 en la parte de abajo
separandola de la parte ya construida por una linea horizontal o construimos una nueva
tabla general con los nuevos vértices simples y nuevos subconjuntos M.

Supongamos que las matrices C' no engendran nuevos vértices simples. En este caso

podemos usar otra matriz. Sea M; = {z;,...,x;, } un subconjunto § y X; un vértice de
esta misma. Definimos una funcién 7 (M;, X;) de modo siguiente:

h
T(MZ',X]') = |u = 1U {aiuj}
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Por medio de esta funcién construimos la matriz D M, = (dij)qx o donded;; =7 (MZ-, xbj)

Anélogamente construimos las demés matrices Dy, ..., Dy, , D My D M- Las colum-
nas de estas matrices son invariantes bajo isomorfismo. Por eso si G = G* entonces para
culquier par de matrices (DMPD MT) deben cumplirse las condiciones (4). Todas las ma-
trices D pueden incluirse en una tabla general Tg.

G Tpyy s Ty, Teyyos Ty G5 Teyy ey Ty oo Tfys ey Ty,
M, . . . M
*
M, My
>or
Ts

En la dltima fila de esta tabla se escribe la suma de los elementos de cada columna
que la usaremos en los sucesivo.

Las matrices D pueden engendrar nuevos vértices simples o transformar los sbconjuntos

M vy las sustituciones S. Si aparecen nuevos vértices simples entonces construimos las
matrices C' y después, si es necesario, otras matrices D.

Si por medio de las matrices C'y D la sustitucién S no cambia entonces esta se llama
sustitucion estable . En el caso contrario - inestable.

Supongamos que Ses estable. En este caso hay que considerar que culquier vértice x; €
M, corresponde a un vértice x; € M (r =1,...,q), es decir x; e z; son simples. Con esta
condicién construimos las matrices C'y destacamos, si es posible, nuevos vértices simples.
Si las condiciones (4) no se cumplen por lo menos para un par de matrices C' entonces
x; no corresponde a x; y hacemos otra suposicién. Si de nuevo se obtiene una sustitucién
estable entonces usamos otro par de vértices simples y continuamos la construccion de

las matrices C' y D. Para acelerar el proceso de transformacion de las sustituciones S
hace falta tomar en calidad de vértice simple aquel vértice z; para el cual Y (M;, X;) es
maxima. Si para algin par de matrices D no se cumplen las condiciones (4) entonces hay

que regrsar a la susutitucién anterior S y hacer otra suposicion.

Hace falta senalar que apartir de un momento todas las sustituciones S son inestables
y solamente con las matrices C' sin falta se obtiene la susutitucion simple S.

Ejemplo 2. Investigar sobre isoformismo los grafos G y G* de la Fig. 2.

Solucién. los grafos son 3-regulares. Construimos las matrices de adyacencias A y
después las matrices B.

rr T2 I3 T4 Ty T L7 XLy X9 T10
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z1 [0 0O 1 1 0 0 1 0 0 07
o 0001 1O0O0T1TQO0O0
T3 1000 10O0O0T10
T4 1100 0 0 0O0O01
Ts5 01 10010O0O0O0

Ag =
6 0000 1O0O0T1TT1FO0
7 10 00 0O0O0O0OT11
s 01 00010O0O0O0T1
9 0010011000
0 LO O 0O 1 00 1 1 0 0

xl 22 x3 x4 x5 26 7 28 x9 210

z1 01 0 0 0 0 0 1 01

z2 1 01 0 0 0 1 0 0O

x3 01 01 010 0O0O0

x4 0 01 01 000 01

zr 0 0 01 01 0 01O

x6 0 01 01 01 00O

z7 01 0 0 01 0 0 1 1

x8 01 0 00 1 01 0O

z9 0 0 0 01 0 0 1 01

10 1. 0 0 1 0 0 0 0 1 O

De Bg Dy Bg- resulta S; = {w1, 02, 23,04, 25, T, 27, 75, 29, T10} ) Esta sustitu-

{a;l,azg,xg,x4,x5,x6,x7,x8,x9,x10}

cién es estable. De ella se o0btienen 10! = 3628000 sustituciones simples. Es dificil verificar
el cumplimiento de la condicién (1) para estas sustituciones. Las matrices C'y D facilitan
la solucién del problema. Supongamos que x1 <> 9 y construimos la tabla general T7 de
las matrices C.

G wowswywswer7r8ToT10 G WoW3T4T5TETTTITIT10

T 011001000 T 100000101
T;
N3
S < x1 {2, 5, T6, T3, T9, T10} {73, T4, 27} >
2_
w1 {x3, 24, T5, T6, T7, To } {T2, T8, T10}
N3
G ToT5TETILYT1) T3TATT G* T3TAT5TETTLY  T2TYT10
M1 = {$2,l‘5,l‘6,l‘8,l‘9,$10} 222222 222 Mf = {$3,l‘4,l‘5,l‘6,l‘7,l‘9} 222222 222
M2 = {$3,$4,x7} 221122 111 Mék = {xg,xg,xlo} 221122 111

>, 443344 333 443344 333



93

Ty

g, N < r1 {72, 5,79, T10} {T6, T8} {73, T4, T7} >
3=
x1 {x3, x4, 27,29} {25, 26} {@2, 8, 710}

4
G ToTX5X9L10 L] T3T4X7 G* T3TX4X7L9 T5Tg T2XLLL1(

M1 = {ZE2,$5,3)9,3)10} 2211 22 222 Mf = {ZE3,$4,$7,3)9} 2211 22 222
My = {xg, x5} 2222 22 111 M3 = {x5, 26} 2222 22 111
Ms = x3, 24,27 {} 2222 11 111 M3 = {x, 28,210} 2222 11 111
>, 6655 95 444 6655 55 444

Ty

4

54:{ x1 {xa, w5} {w9, 10} {we, x8} {x3, 24} }

r1{z3, 24} {27, 29} {75, 76 } {72, 710}

G To2xy5 X910 TLELIL XT3T4T7 G* Ir3xy X7Tg 5T T2X8L10
My = {zy,25} 22 11 22 221 M; ={xs, x4} 22 11 22 212
My = {zg,z10} 11 11 22 221 My = {z7,29} 11 11 22 212
My = {zg,zs} 22 22 22 111 M; = {xs, 26} 22 22 22 111
M4 = {$3,$4,3§‘7} 22 22 11 111 MI = {$2,l‘8,l‘10} 22 22 11 111
> 7 66 7 664 7 66 7 646

Tho

4

55:{ r127 {22, 25} {79, T10} {76, T8} {73, T4} }

T1xs {xg, 1’4} {1’7, 1’9} {1’5, xﬁ} {x27 xlO}
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4
G Toxs5 X9gX1p) Ty T34 G* T3y X7T9g 5T T3T10
1 00 00 00 11 =z 00 00 00 11
z7 00 11 00 00 =z 00 11 00 00
1

~

Las sustituciones 52, S3, 5*4 son inestables. De T resulta que x7 de G y xg de G* son
simples. Segun 17 se obtiene ,la susutitucién 55. Construimos la tabla 771 de las matrices
C'. De T1; resulta que no hay otros vértices simplesy por eso, segun §5construimos la
tabla T de las matrices D. De Ti5 se ve que 5‘5 se queda sin cambio y por so es estable;
méx ). = 7. Esto corresponde a x2,x5,z6, 23 de G y xszazsre de G*. Sea zy «— x3.

Entonces de S5 resulta que x5 < x4 y se obtiene la sustitucion Sg. Segun esta sustitucién
construimos la tabla 773 de las matrices D.

G oy T9T1p0 Texg T3T4 G* Ir3T4 XT7T9 XT5Tg X210
My = {xg, x5} 22 11 22 22 M;={xz,x 22 11 22 22
My = {xg,x10} 11 11 22 22 M} ={xs,ze} 11 11 22 22
My = {zg, 25} 22 22 22 11 Mj={xsx¢} 22 22 22 11
My ={xs,z4}y 22 22 11 11  Mj={zg,zo} 22 22 11 11
>or 7 66 7 66 7 66 7 66
Tho

Som (

T1T7T2T5 {SEQ, 3310} {5176, 1178} {5173, $4} >
T1X8T3T4 {337, 969} {965, 336} {332, 3310}

G T9X19) Ty X34 G* T7xg XL T2T10
1 00 00 11 =z 00 00 11
T7 11 00 00 =g 11 00 00
T2 00 01 01 x3 00 01 10
Ts5 00 10 10 x4 00 10 01
L6 10 xIs 01

T8 01 Ie 10

T3 10 T10 01

T4 01 ) 10

ZT9 ZT9

Z10 x7
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T3

S es inestable. Las matrices C engendran vértices simples xg, xg, T3, T4 en G y x5, Tg, T10, £12
en G*. se obtiene la sustitucién

SN7_ T1T7LoT5TeLRT3T4 {Tg, T10}
T1XRTITAT5T6L10T2 {T7, T }

Segtin esta sutitucién construimos la tabla general de las matrices C' (estd incluida en
T3).
Obtenemos otros vértices simples: zg,x7 en G y xg,x7 en G*. De T3 resulta

S, = T1T2XZ3L4TELELTLELYL10
T1T3T10L2X4T5T8LELIXT

Renombrando los vértices de G conforme a S; se obtiene A (S1) = Ag+ que significa
que los grafos son isoformos.
En unos casos es necesario hallar todas las sustituciones para las cuales se cumple (1).

Supongamos que § es estable. Veamos unas propiedades de las sustitucién (5).

Teorema 1

Sea {S} el conjunto de todas las sutituciones S segun las cvuales G = G*. Entonces el
umero de susutituciones de este conjunto que contiene la correspondencia ; < z; es igual
al nimero de sustituciones del mismo conjunto que contienen la correspondencia x; < zk

para Vi, j, k € (1,...,n).
Demostracién N
Sin restringir la generalidad de la demostracién podemos considerar que en S z;, =

Ti, Te, = Tj,Te, = Tk Todas las sustituciones de {S} se obtienen de § por medio de las
matrices C' y D. Designemos por mq el nimero de sustituciones que contiene la corre-
spondencia x; <> x; y por ma - las que contienen x; < xj. Para hallar las sustituciones
indicadas tenemos que considerar Ty, Y Te, simples en un caso y Ty, Y Te, €N el otro.
Respectivamente se obtienen las sustituciones

a:al ...xat a:bl {xb2 s be gorey a:bk } {a:cl gorey a:cs }

(8)
xdl...xdtxel a:EQ,xea,...,a;ek a;fl,...,a;fs

:Eal ...l‘at :Ebl {:Eb2 s l‘bg g oney :Ebk } {:Ecl y e Ly }

(9)
T, .. -Td,Te, {:Eez,ﬂ;‘ea, ...,:Eek} {:Efl,...,:nfs }

Por medio de las matrices C'y D de (8) obtendremos las sustituciones S£8), - S,(SE y

9 9 e
de (9) a las otras SE ), v T(ng Compongamos la sustitucion
xdl...xdta;el xez,xea,...,xek xfl,...,xfs

(10)

T, - Td,Te, Teys Legs s Te, - YLfy s Tf,
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Por medio de las matrices C' y D de (10) hallamos una sutitucién simple Sp que
satisfaga la condicion

Age = (S1) = A~

y la llamaremos sustitucién de transiscién.

De (8),(9),(10) resulta que todas las sustituciones simples de (9), es decir las que
contienen la correspondencia xp < e, ,se obtienen por medio de la multiplicacién de las
susutituciones simples de (8), es decir las que contienen la correspondencia Ty, < Te,, POr
la sustitucién de transicién St. Para esta susstitucién existe la sustitucién inversa Sp. Lal
multiplicar cada una de las sustituciones simples de (9) por esta sustitucién obtendremos
mye sustituciones que contienen la correspondencia Tp, < Te, .Pero tales sustituciones son
my. Por consiguiente m; = mo. Lo que se trata de demostrar.

Si St no existe entonces tampoco existe la correspondencia zp, < e,

De (10) en general pueden obtenerse varias sustituciones de transicion.

Teorema 2

Cualesquiera dos sustituciones de transicion engendran el mismo conjunto de sustitu-
ciones simples.

Demostracion

Sea S(Tl ) y Sé? ) dos diferentes sustituciones de transicin. Supongamos que de (8) se
obtienen mjsustituciones simples 51, ..., Sm1 que contienen la correspndencia Ty, < Te, -
Multiplicamos cada una de estas sustituciones por las sustituciones de transicién

S1-SY =8 S S =80, 818 =87 S - SP = S

Obtuvimos dos conjuntos de substituciones {Sil), ey 57(7%3} y {S?), e 57(733 }que con-
tienen la correspondencia zj, < z.,. Componemos la unién de estos conjuntos y des-
ignamos por m* el nimero de elementos de esta unién. Multiplicamos las sustituciones
del conjunto obtenido por la sustitucién inversa de una de las sustituciones de transi-
cién. Obtendremos m* sustituciones que contengan la correspondencia Ty, < Te, - Segun
la condicién existente m; de tales sustituciones Por consiguiente m* = m;j, es decir

HSEI), v ,(2 } U {552), - 57(33}‘ = mq. La udltima igualdad puede cumplirse solamente
cuando {SF), - S%i} = {S{z), ey 7(33 }, lo que se trataba de demostrar.
Designemos por {Sxinj} el conjunto de sustituciones simples que contienen la cor-

respondencia x; < x; y que se obtienen de 5 por medio de las matrices C'y D y con el
cumplimiento de (1). En la base de los Teoremas 1 y 2 se puede demostrar

Teorema 3

Para cualesquiera dos vértices x; € M,,x; € My para Vr,g € {1,...,q} se verifica

De los Teoremas 1-3 resulta que el niimero m de todas las sustituciones simples que se

obtienen de § y para las cuales se cumple (1) satisface la condicién
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para Vx; € M;, Vx, € M]’-",j =1,...,q para los cuales {Sy,—z, } # 0.

Segun el Teorema 3 para investigar los grafos sobre isomorfismo es suficiente usar
solamente un vértice de cualquier subconjunto M. Del Terorma 2 resulta que es suficiente
buscar solamente una sustitucién de transicién. Vemos el caso méas general. Supongamos
que se conocen todas las sustituciones simples que contienen Tp, > Ty sy Th, < Te,
y es necesario hallar todas las sustituciones que contienen Ty, © Te ooy Toy < e, -
Componemos la sustitucién multiple

Ty Td, {Teys ey Te, } {:EGTH, ey Teg s ...,:Eek} Az xp )
Tdy-Ldy Y Te,,y s Legr [ {Lers o Teps Tey 5o Tey [ o {zp...xyp,}

Cualquier sustitucién simple Sp que se obtiene de (14) por medio de las matrices C'y D
y que satisface la condicién (11) serd una sustitukecién de transicién de las sustituciones que
contienen las correspondencias Tp, <> Tey oy Th, < Te, B las sustituciones que contienen
las correspondencias Ty, > Te 5o Ty < Te, - Estas ultimas se obtienen multiplicando
las sustituciones conocidas por St.

Veamos una de las aplicaciones del método expuesto.

(14)

Supongamos que en el grafo G se conoce un ciclo hamiltoniano x; , ..., z;, , @i

a;il . a:,n

T1...Tn
segin S. Obtendremos un grafo G* tal que G = G*. La sucesién z; ,...,x; , x; forma
un ciclo hamiltoniano en G*. Hallemos todas las sustituciones simples para las cuales se
cumple (1). Arreglando los vértices de la segunda fila en caada una de éstas sustituciones de
acuerdo con el ciclo x1, ..., x,, x1. Obtendremos en las primeras filas ciclos hamiltonianos
en (G.De ésta manera obtendremos otros ciclos.

Componemos la sustitucion S = < >Renombramos los vértices del grafo G

Hace falta senalar que dos substituciones diferentes pueden determinar el mismo ciclo.

T T4TITHTELL10TTLYLS > ( TT10TTLYTITI T4T2THT 6 >
T TTILATHTELTLITYL ) L1 ToXLAT5TELTLITIT 10
para las cuales se cumplen las condiciones (1) para los grafos del ejemplo 2 que determinan
en el G el mismo ciclo x1 x4 T T5 T T T10 T7 Ty T3.

Asi, por ejemplo, las sustituciones <

Todavia no se conocen las condiciones cuando el conjunto {S} determina todos los
ciclos hamiltonianos. Lo expuesto sobre ciclos es cierto y para cadenas hamiltonianas.
Veamos el problema del destacado matematico aleman G, Frobenius.

Dadas dos matrices A = (a;j), ., v A% = (a%) con elementos arbitrarios. Las
nxn

matrices se llaman fuertemente equivalentes si existe una sustituciéon de filas y columnas
que transforme una matriz a otra. El problema consiste en la busqueda de esta sustitucién.
Es facil mostrar condiciones necesarias evidentes de la equivalencia de dos matrices: ambas
matrices deben contener los mismos elementos, las diagonales principales deben contener
los mismos elementos y en cantidades iguales, para cada fila (columna) de una matriz
existe una fila (columna) en otra matriz con los mismos elementos y en cantidades iguales,
etc. Con tales condiciones en la mayoria de los casos el problema no se resuelve. Vamos a
reducir éste problema al problema del isimorfismo de dos grafos. Las matrices A y A* se
consideran como matrices de los pesos de los arcos de los grafos completos de Berge. Dos
matrices son fuertemente equivalentes si y sélo si los grafos pesados respectivos de Berge
son isomorfos en el sentido siguiente: si x; <> x; y x) < =, entonces a;, = a;, [8]. Para
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investigar los grafos sobre isomorfismo podemos usar las matrices C'y D.
Ejemplo 3. Investigar si las matrices A y A* son fuertemente equivalentes.
T1 T2 T3 T4 Ts Te T7r Ty T9 T10

x1
T2
T3
Ty
Ts
T6
Ty
g
T9

a

QoL 2L ™
=2 2 WL 2 Q2 ¥ W=
L QR L W22 Lw
XL O R 222 WL W=

SR LWL R ®
PR LR R
R R 2L L ®”WL L

L2 w22 ®wL L
L VL LRy W

L WL R L L

T10 L
Ty T2 T3 T4 Ts

8
>

Ty Tg T9 T10
I [0
T2
T3
T4
Zs
Te
Z7
Ts
Zg
10 L « « (e
Solucién. Para las diagonales principales de las matrices se cumplen las condiciones
necesarias. Todas las filas y columnas de ambas matrices estan compuestas de los mismos
elementos en las mismas cantidades. Por eso la primera sustitucién multiple es

2

A*

I
P2 WL L= w2
LR W= WR L™
L WL Q2 R T1W®
=R 2R L LWL e
VLR L LR
WL R w2 Wl e

PR L2 WL W=
L RO W @’ 2O
=2 R L LW ™R
VR XL =2 2oL o=

)
2
)

§1— {1, 72, v3, 24, T5, T6, 7, T8, T9, T10 }
{xly T2, L3, T4, L5, L6, LT, L8, LY, 33‘1(]}

Sea X7 <« X7 Construimos la tabla general Ty4 de las matrices C.

A 2ox3T4T5TeTT7TT9T10 AT TXIT4T5TETTTITYT10
Ty afpByyafrya T yapyBafya

Tha

- T {963,967,3310} {x47x67x8} {x2ax5ax9}

3 < xy {x2, w7, 10} {23, 24, 28} {75, T6, T9 } >

Construimos la tabla general T5 de las matrices D.



99

A ToX7XL1) X3X4L] T5T6L9 A* T3XL7L1) T4LeLg T2X5XY
{xg,x7,x10} 332 {1’3,%7,%10} 223
{w3, x4, 08} 232 {74, 6,28} 232
{$5,l‘6,l‘9} 233 {l‘2,$5,$9} 222
S 797 S 677
Tis

Comparando el primer par de matrices observamos que las condiciones (4) no se
cumplen. Por consiguiente 1 no puede corresponder a x1 y no es necesario calcular los
elementos de otras matrices. Sea x1 <> xo. Construimos la tabla T de las matrices C.

A LoXZXALELXELT7TLILYL10 A* T1X3LLATELXGLTLILYT10
1 affyyafyo 2 Yyoaffyo

The

Las condiciones (4) no se cumplen. Por eso z1 no puede corresponder a x2. Andloga-
mente obtendremos que zino corresponde a 3, x4, x5. Sea T1 < Ty. Sea x1 > Tg. Con-
struimos la tabla T77.

A LoXZXALELXEL7TLILYL 10 A* To2XZLALELGLTLILYL]1(
1 affyyafya 2 VBByaaBay
Ty

Las condiciones (4) se cumplen. De Tj7 resulta la sustitucién miltple 5‘3

G ( X1 { X2, X7, X10} { X3, X4, X5} {X5, X6, Xo} >
X { X5, X7, Xo} { X2, X3, Xg} {X1, X4, X10}

Segun esta sustitucién construimos la tabla Tig de las matrices D.

A ToX7L1H) X3L4T8 T5TeLY A* T5X7 XTQX3T8 T1X4X10
{1’2, I, xlo} 332 223 332 {1’5, T, 1’9} 332 223 332
{x3, 14,28} 232 222 212 {z9, 3,08} 232 222 212
{x5, 6,29} 233 222 122 {z1,24,710} 233 222 122
> 797 667 666 P 797 667 666

Tig
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Las condiciones (4) se cumplen para cada par de matrices. De Tig se obtiene

§4_ T1T2TTT10TRT5TETY {73, T4 }
TeT5TTLYTITITAT10 {T2, T3}

Segun la sustitucién obtenida construimos la tabla 779 de las matrices C

A T3T4 A* ToI3
T BB we BB
Tog vy Ty QY
r7  PBa 7 Pa
10 ax T9 ax
o S N
r5 Yo r1 Yo
re of w14 af
rg af xp af
3 T2

T4 T3

T1T2T7L10T8L5LE6LYTI T4
TEL5TTLYTILIT4L10T2T3
A(S) = A* que significa que las matrices son fuertemente equivalentes.

De Tig resulta S = < > . Para esta sustituciéon se cumple

3. Funciones logicas isomorfas
Dadas dos funciones légicas Fy (z1,...,2,) y Fa (21,...,25). Si existe la sustitucién

Lij--

Lin

S, = < LivTn > tal que por medio de ella una de las fnciones se transforma a otra,

por ejemplo Fi (x1,...,2,) = Fy (21, ...,2,), entonces se dice que estas funciones son iso-
morfas y se escribe F; & Fj.Supongamos que las funciones se dan por los subconjun-
tos Mg, = (i=1,2;¢ €{0,1}) de juegos binarios de las variables z;,...,z,. Mp =
{a: Fila) =}, Mz, = {B: Fy (8) = £}, Miy =, MbUMS,, My, = M}LUMY, [1] 2
Veamos primero el caso cuando las funciones estan definidas por complento. En este
caso |M F1| = |Mp,| = 2™ y por eso es suficiente examinarr solamente M }1 y M }2. De-
signemos por yi, ..., Ym los juegos binarios de los subconjuntos indicados y componemos

las matrices Ap, = (aij), > AF = (a%}), donde a;; <ajj) es igual al valor de z; en el
juego y; de Fy (Fy).
rT . . . Ip

Y1 ainix .- .- . Qin

AR

Ym Am1 - - . Qmn

1. . . . Ip
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* *
yl (111 . . . aln

Ap,

* *
Ym Q1 - - o Qypp

Si las funciones son isomorfas entonces por medio de la sustitucién S, el subconjun-
to M }1 se transforma al subconjunto M };2. En este escribiremos M Il;l (Sz) = M }2. El
cumplimiento de la condiciéon Ay, (Sz)=A F, 1O es obligatoria. Lo principal es que cada
juego de M Il;l se transforme a un juego de M }onr medio de la sustitucién indicada.

Por las matrices Ap, y Ap, construimos las matrices B tanto por las columnas como
y por las filas y las designaremos por By, v Bp, , Tespectivamente. Segun estas matrices
hallamos las sustituciones EI y g*yy después las matrices Chy, 2, Cnt; s Dty s Dy y- En
las tablas generales de las matrices C' y D se escriben tanto los subconjuntos de S,como
y los de §,.

Para hallar las sustituciones multiples S,y Sypodemos usar la descomposicién de las
funciones légicas [2] tomando en calidad de funciones auxiliares ¥; = x; e ¥ = x; cuando

se verifica la exiustencia de la correspondencia x; < ;. A veces es 1til usar el peso de la
derivada [3], [4]como invariante.

Ejemplo 4 Investigar sobre isomorfismo las funciones Fy (x1,...,27) v Fa (21, ...,2x7) si
M}, = {1011110,0001110,1110000, 1010100, 0010101, 1110101, 0101010, 1001001} M}, =
{0101001, 0001011, 1000101,0011111,1001010,1101011,0010110,0110100} Solucién. Con-
struimos las matrices Ap y Ap, .

Ty T2 XT3 T4 T5 Te

8
N

n [ 1

Yo 0

Y3 1

W 1
Ap = ys | O
ye | 1

yr | 0

ys L1

r1 T2 I3 T4 X

O = = OO =OO
OO = = = O
=0 OO OO
OO R = = O F =
O = O OO O = =
_ O == OO oo

o
8

=)
5]

=3

v [0
y2 | O
y3 | O
ye | 1
Ap = ys | 1

ye | 1

yr | 0
s 0 1 1 0 0

O OO R OO
—_— ook OO
— == O O =
S = O ===

= 0O OO OO ~=O
O O~ = O K =

Componemos grupos de filas y hallamos las matrices B Y Bry
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zl x22 x3 x4 x5 26 z7

0o o o0 1 1 1 0
1 1 1 0 O 0 O
10 1 0 1 0 O
o 0 1 0o 1 0 1
0 1 0 1 0 1 O
1 0 0 1 0 0 1
1 0 1 1 1 1 0
11 1 0 1 0 1
Tr1 T2 X3 T4 I5 Xg X7
o 0 1 1 0 1 1
o 1 1 1 0 0 1
10 0 O 1 0 1
1 0 1 1 O 1 O
0o 0 0 0 1 1 O
0o 1. 0 0 1 0 O
o o 1 1 1 1 1
1 1 1 0 0 1 1

Ty Ty T3 Ty Ts T X7
B [3 2 3 3 3 2 2]
Fbe 191 21111
Ty Ty X3 Ty Tz T X7
B [2 2 2 3 3 3 3}
Flyl 11121 2 2
xq{x1, 23,25} {w2, 76, 27} >
x5 {r4, x6, 07} {21, 72, T3}

Andlogamente hallamos By, , v B Fay §y . Construimos la tabla Ty de la matrices C.

De estas matrices resulta §w: (



