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Resumen

Se factoriza la transformada de Fourier del nicleo de una ecuacién integral sin-
gular, al utilizar el método de Wiener-Hopf, como el producto de dos funciones: una
holomorfa en el semiplano superior y otra holomorfa en el semiplano inferior.

Palabras-clave: productos de funciones, transformada de Fourier, mtodo de Wiener-
Hopf.
Abstract

Using the Wiener-Hopf method, we factorize the Fourier Transform of the kernel
of a singular integral equation as the product of two functions: one holomorphic in
the upper semiplan and the other holomorphic in the lower semiplan.

Keywords: function product, Fourier transform, Wiener-Hopf method.

AMS Subject Classification: 45E10, 42A38

1 Introduccion

El propdsito de este articulo es el de “factorizar” la tranformada de Fourier del nicleo de
una ecuacién integral singular de la siguiente forma:
+oo
o(t)
T ————dt = f(z x>0 1

c@ru| Ll = f@). az (1)
a la hora de usar el método de Wiener-Hopf, para luego utilizar tal factorizacién en la
resolucién de la ecuacién (1).
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12 J. ROSALES — C. MARQUEZ

Ha de senalarse que la solucién de (1) ya ha sido encontrada para varias familias de
funciones. Sin embargo al momento de resolver (1) no queda claro cémo debe factorizarce
la transformada de Fourier del nticleo y ademas la forma de reolver la ecuacién no es clara
tampoco. En este articulo se demuestra la forma en que debe de hacerse esto para un caso
especifico de nicleo singular.

Antes de exponer nuestra idea se explicara en qué consiste el método de Wiener-Hopf
para resolver ecuaciones integrales y en qué consiste el factorizar el nicleo de una ecuacién
integral.

1.1 Factorizaciéon de Funciones Holomorfas

La idea de “factorizar” una funcién holomorfa es una cuestién fundamental en el método
de Wiener-Hopf. Es por ello que pasaremos a definir tal asunto.
Sea K la transformada de Fourier de cierta funcién. Supdngase que se tiene lo siguiente

K(&) = Ky(¢)-K_(¢), para¢ real, (2)

donde K (€) es holomorfa en $(¢) > 0 y continua en I(¢) > 0y K_(¢) es holomorfa
en J(¢) < 0y continua en ¥(¢) < 0 con ¢ = £ + in. En estas condiciones decimos que
K se puede factorizar como el producto de dos funciones dotadas de un prolongamiento
holomorfo.

Un ejemplo de esto lo constituye el siguiente. Sea K (z) = 1/2exp (—|z|), es conocido

que K(&) = (1 +£2)~'. Ahora obtenemos una factorizacién del tipo (2) si ponemos

Ki(Q)=C+) 7y K_(Q)= (-9

1.2 El Método de Wiener-Hopf

Una ecuacién integral de Wiener-Hopf de segunda especie tiene la siguiente forma

b(z) /O T K- 0éwdt = f(z), x>0 3)

En (3) la funcién K es localmente integrable, f una distribucién sobre IR y ¢ es la
funcién incégnita. Ademds se pide que el soporte de ¢ esté contenido en [0,00] y que
1-— f((ﬁ) = 0 para & real.

El método de Wiener-Hopf para resolver (3) consiste primero en extender el rango de
integracién al intervalo | — 0o, 0o[. Para hacer esto se considera la siguiente ecuacién

phi(z) — /_OO Kz —t)p(t)dt — f(x) = (), —00 < x < 00 (4)

Ahora la ecuacién (3) es equivalente a (4) con la condicién de que

P(x) = 0, siempre que x < 0 (5)
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Aplicando la transformada de Fourier a ambos lados de (4) y teniendo en cuenta que
la trasformada de Fourier de la convolucion es igual al producto de las transformadas de
Fourier [5], se concluye que

D(E) = 96 — K(©)dE) — (&) (6)
La ecuacién (6) es equivalente a la siguiente ecuacién
D(E) = $O{1 — K€} — f(©) (7)

Es aqui donde se ocupa factorizar el término 1 — K (§) en el sentido de la seccién anterior.
Con esto en mano la ecuacién (7) se transforma en

VO g e - 4O
K.(¢) -0l K4 (6)

Ahora si 1) pertenece a una clase conveniente de funciones, su transformada de Fourier T/A)
se prolonga como una funcién de ¢ = £ + in, holomorfa en en semiplano J(¢) > 0. Esto
no es mas que una versién del teorema de Paley-Wiener [4]. Ahora si ¢ es absolutamente
integrable, 1) se prolonga como una funcién de ¢ = & + in, holomorfa en () >0y
uniformemente en (¢) > 0. Si buscamos la funcién incégnita en una conveniente clase
de funciones se tendria que qg se prolonga como una funcién de ¢ = £ 4 in y holomorfa en
J(¢) < 0.

Con la explicacién anterior se tiene que la resolucién de la ecuacién (8) es equivalente
al siguiente problema: encontrar una funcién ®, holomorfa en los semiplanos (¢) > 0y
J(¢) < 0, verificando cierta condicién en el infinito y la ecuacién

_f©
K4 (§)
La determinacién de tal funciéon ® es un asunto conocido como el problema no ho-

mogéneo de Hilbert [2]. Tal funcién viene dada por medio de la integral de Cauchy
siguiente

(8)

P(E+1i-0) — P(E—i-0) = para § real. 9)

_ [ —far
°0 = | i (10)
De esto se obtiene que la solucién de (8) es dada por
(5(5) = K%({)[CI)(S +4-0) + polinomio]

$(§) = Ky(&)[®(¢ —i-0)+ polinomio]

Por dltimo observe que la solucién se obtiene explicitamente al tomar la transformada
inversa de Fourier en las ecuaciones del parrafo anterior.

No podemos finalizar esta seccién sin indicar que el método de Wiener-Hopf ha sido
resuelto recientemente para una clase méds amplia de nticleos: los llamados nicleos distri-
ucionales.
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2 Factorizacion de A\ — i pu sgn &

En esta seccién se expone la parte principal del articulo. Aqui se factoriza la transformada
de Fourier de cierto nticleo como el producto de dos funciones que poseen prolongaciones
holomorfas.

Empezamos por encontrar la solucién ¢ del sistema:

p(x) =0 , six <0

o(t) (1)

“+oo
/\gp(az)+,u/0 mdt:f(x) , stz >0

donde A y p son constantes (reales o complejas), u # 0y f una funcién conocida.

La ecuacién (11) se puede considerar como una ecuacién de Wiener - Hopf, con lo
cual después de tomar la Transformada de Fourier, deberiamos de factorizar la siguiente
funcién:

K€ =XA—ip sgn ¢

El siguiente lema, cuya demostracién es muy sencilla, es la clave del articulo; por medio
de él se pudo obtener la factorizacién deseada del tipo (2).

Lema 1 Si A y i son constantes (reales o complejas) diferentes de cero, entonces es vdlida
la siguiente formula:

1— sgn &
A+ip 2
A—ip

A—ip sgniz(A—iu)<

Definicién 1 Sea k = /A2 + p2, donde N\ y p son constantes y escdjase v tal que se
cumpla que —% < Re(v) < & y tal que cos(v m) = Ak y sen(v m) = p/k.

El siguiente lema nos permite explicitar la forma que debe tener el niimero v que fue
definido anteriormente.

Lema 2 Sean X\ y p constantes (reales o complejas) diferentes de cero, entonces
1 A+
V= - log + Z 1
27 A—ip

A exp(ivm)+exp(—ivm)

Tenemos que

u o exp(ivm)—exp(—ivm)

Después de unos célculos se obtiene lo siguiente
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A—ip)exp(ivm) = (A+ip)exp(—ivm)
. o Atip
exp(i2vm) = p—

At
12vm = log<)\i2ﬁj>

1 .
vo= -log )\+z',u
2w A—ipu

Lema 3 Sea v definida como en el lema anterior y £ una variable real, entonces se cumple
la siguiente formula:

(i €)" = exp v log ¢ +i v 5 sgn |

(i€)" = explv log(if)]
= explvlog|i&| +iv arg(i&)]
= explvlog €] +i v (arg(i) + arg(§) + 2 7 n(i, £))]

La demostracién se dividird en dos casos. Primero supondremos que & < 0. En este
. 7r
caso arg(i) = PR arg(&) = m, por otro lado [1]

0 , si —m < arg(z1)targ(ze) < 7w
n(z1,22) = 1 ,si —27m < arg(z)+arg(z) < -7
-1 , si m < arg(z)targ(ze) < 27
con lo cual n(¢,7) = —1, combinando todo esto, obtenemos que:

(1€)" = exp {fu log|¢] —iwv g} .

Supongamos que { > 0. En este caso tenemos que arg(§) = 0 y arg(i) = 7, ademas
n(&,i) =0, luego

(1 &)V = exp [U log €]+ v g]

Uniendo los resultados de los casos casos anteriores, concluimos que
o .
(i€)" = exp {fu log|¢|+iwv 5 sen §] .

Como caso particular del lema anterior se tiene la siguiente féormula, la cual se obtiene
al cambiar 7 por —i

(—i &))" =exp {fu log |¢] —ivg sgn 5].
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Teorema 1 Sean \, i constantes (reales o complejas), v como se definid antes y & variable
real . Entonces la funcidn A —iu sgn & puede factorizarse como:

A—ip sgn §=Ki(§) K_(¢)
donde K4(§) = (=i &) y K_(§) = (A—ip)exp[ivn] (i)".
En primer lugar debemos observar que
1 — sgn ¢

) T b

Ademds tenemos lo siguiente

expivm (1 — sgn &) = exp |:Z"U7T+U log [¢] —v log [¢] _2,11777 sgn &
+i 11777 sgn f}
= expli v exp {fu log|¢] —iv g sgn &) exp[—v log [¢]
—i v g sgn f}
= expliv (=i §)” (i &)
De lo cual se sigue que
expli v (1 — sgn §)] = (=i &)" explivn] (i §)™°
Ahora de las dos observaciones anteriores y del lema 1 se sigue que
A—ip sgn & = (A—ip) explivn] (i)™ (=i §)".
Obsérvese que K se puede factorizar como
K (Q) = (=i¢)” () =0
K_(¢) = (A—i p)exp[ivn](i€) ™" () <0

Ademi4s se puede ver que

A—ip E>0
K (§) K-(€) =
(N — i p) exp [2vmi] £<0

Por lo tanto, hemos logrado factorizar la transformada de Fourier de una cierta funcién
como el producto de otras dos funciones.
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3 Resolucién de la ecuaciéon con nucleo singular por el mé-
todo de Wiener - Hopf

Volvamos a la ecuacién (11), luego de aplicar la transformada de Fourier obtenemos que:

~

(A—ip sgn &) p(&) = f(§) (12)

Utilizando las mismas ideas del capitulo anterior obtenemos que por el teorema 1 la
funcién A —i pu sgn & puede ser factorizada como el producto de dos funciones Ky y K_
definidas por:

K_=M\—ip)explivn] (i§)™"; Ky =(-ig)"
sustituyendo estas expresiones en (12) obtenemos
(A—ip) expliva] (i §)7" =2 —i0) (13)
donde ® es la integral de Cauchy:
O(v) = /+OO % dt (14)
—o0
Ahora procederemos a resolver la ecuacién (13), pero antes enunciaremos algunos lemas

que nos facilitaran la comprensién del método.

Lema 4 Si@(&) = (i &)Y (&), entonces p(x)

L[ el

T dr ) (27

Demostracion. Utilizaremos la siguiente propiedad de la Transformada de Fourier, la
cual es vélida para la transformada inversa:

[(i &) o()](z) = 7—&(¢) (15)
Ahora, aplicando la transformada inversa a

B(€) = (i €)° B(€),

obtenemos
p(r) = /_+OO (i )" q’(g):xp[i z ¢ ¢
[T () D(E) explix €]
N /—oo 27 (i §)t-v d¢
Aplicando (15) a esta tltima integral obtenemos
_d [T 9(¢) expliz]
so(x)—%/_oo T d¢
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Lema 5 Sim € @', entonces se cumple que:

o exp[—i
(Z g)—m :/0 pI[‘(mgl é] Mm—l d L

“+oo
Demostracién. Considere I'(m) = exp[—pu] g™t d p

Hagamos el cambio de variable y =i & t, luego
I(m) = / expl—i € 1] (6 € ™1 (i €) dlt
— / exp[—i €] (1 &)™ ™ dt
Por 1ltimo, obtenemos que:

dt

B /+°° exp[—i & t]tmt
Jo

o™ Fon

Lema 6

T (&) expli z €] 2 0(¢) :
/ NG 6/ 1_U u/ 5 explip €] dg

—0 —00

Demostracién. Por el lema anterior tenemos que:

/+°° exp[—i(p+a) §] (n+2)™" "

(i) =

e I'(1—w)
v oxplip€ —ia g (z— )~
- /_oo (L~ 0) ds

Por otro lado tenemos que:

o) expling] [ B(E) expliag eplipt — izg)
/_oo (iever 0% = /_w o dg/ T1-0) @ —pe ©
[T (m =) B3 § explipd] ,
N /_Oo r'(l—v) d / 2 d¢

Lema 7

too o aexplipt] [P — ) ()
/_OO (—it) f(t)izﬂ dt—/u —F(v) dt

Demostracién. Haremos uso de la siguiente férmula:

oy O exp[—i z t]|z[*~!
(—it) —/_OO T(0) dz
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Ahora
oo o aexplipt] Foo 0 eimt|glvl f(t) expli p t]
/_OO (i) 2P g = /_OO {/_OO o & d:n}dt
[T [ expl—i (w4 p) 8] a4 !
B —00 {/—oo P(U)

_ e expliat] () [p— ! dx}d
oy
+o0 {/‘Fdet}Md‘%

27 I'(v)

/

_ /+°° f@) lp =t
"
/

—00

I'(v)

dx

Con lo cual obtenemos que:

/m(—z‘ o floy SRl g /+°° E=m" 1) g,
“w

—00

Lema 8
T +o00 T t
T — —v _ -1 — T — )"Vt — v—1
/0 (x —p) duL (t =)' f(t)dt /0 f(t)dt/o( ) =) dp
+

w [ s [C@—we -t d

xT

Demostracién. Lo tnico que debemos hacer es un cambio en el orden de integracién,
pero antes observe que

T +oo T +o0
Tz — )7V _ vl — T — 1)Ut — )Vt
/0 (x— ) d u / (t— )P L (1)t /0 / (= 1) (t — )" £ (0)dtd

Lema 9

t

t — ¢cv—1
[a=mme—wan= 71— ac
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.2 e T —€
Demostraciéon. Hagamos la sustitucién p =z —

observe que

! NV (4 vl _ t<t—ﬂ>v_l d:u'
[e-wre-wtan = [ () Sk
0 dg
_ v—1
- feogie

_ Aiff;dg

con lo cual concluimos que

Lema 10

1-¢
Demostracién. Igual que en el lema anterior, hagamos el cambio de variable

(x 1)
(1-¢)

[e—wre-wau=- [ Sy

p=1z—

De esto se sigue que

[t aw = [ A

Lema 11
00 [e'e] v—1
{/* [ dgﬁ}
+o0 gv—l +oo tv— 1f()
—f(a:)/l i d§+/0 o
Demostracién.

/;roo/;oof(t)fv__lgdgdt = //+oo Evldgdt
+

00 +00 Sv 1
+ A % fB)7— d &t

§
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por otro lado tenemos que

i T +oo Sv—l - +Oo§v—1
C ) e as=ie [

Observemos también que:

Lo - [0

Lema 12
[ o asa- [T [T r0i acal -
r cot(v ) f(z) — 3~ /0 = tv:_fit) it
Demostracion.

év 1 dfdt /—l—oo +oof gv 1 dé‘dt} _

d:n{//f By

3:)/0 fv_lgd&f(x)/mfvldg /mtvlft) _

xv(x —t
400 gv 1 Y too yv— 1f(t) _
f(:n)/o 1_§d£—3: /0 " dt =
+oo qv—1
f(x)mcot(v ) — 3:_”/0 ! . ;fit)dt

Regresemos ahora a la ecuacién (12)

(A — i psgn )P(E) = f(€)

Utilizando el teorema 1 y las ideas del método de Wiener - Hopf, expuestas en la
seccién anterior se concluye que

(A =i p)expli v 7](i §)7"P(§) = @(¢) (16)
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Aplicando los lemas 4 y 5 a la ecuacién (16), obtenemos

d [T ®(&) explix ¢

A —ip) explivn] (1670E) = | G d ¢
od [T (z-p)"
- ai/%;Fﬂ—v>d“ "
o0 D(€) expli p ]
[k
Es conocido que [4]
/+OO B(g) P A8 exp T f / exp2[z i dt ,siu>0
T )
oo 27 0 , 81 <0

Utilizando el lema 5, obtenemos

[ ity [ e S,
. M

I'(v)

De esto se sigue que (17) se reescribe como

T (e —v +o0 _ v—1
(=i esplino] ol = 5 [ ((1’_”U » / e oy

Utilizando el hecho de que I'(1 — v)['(v) = obtenemos

=)
x “+o0

i) ewlim o) = 2 [ @-pan [ - w o )
. ;

)
sen(v )

Usando los lemas 8 y 11 en ((19)), se llega a que
d

T 2 2 * —v ee v—1 :
;()\ +u)p(z) = — (a:—,u) du/u (t—p) ' f®)dt ,siz>0

dx

= dx{/f dt/ z— )"t — )" dp
i / e [ - u)”‘ldu}
a4

{ |50 == g (20)
400 xT
+ [ (O —p)(t - )" d udt}

400 ptoo v—1
/ / ﬂwf_gdiﬁ}
meot(v ) —x ”/0+00 t”xl_ft )dt

Il
S
N— N\
O\H
=
g._a
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Esta 1dltima igualdad se obtuvo usando los lemas 9, 10 y 12.
En resumen, hemos obtenido que:

T B v “+oo tU—lf(t)
;()\2 + 1) p(z) = flx) Teot(v ) — /0 ﬁdt (21)
+oo qv—1
(N 4+ 1) p(x) = Af(x) — p x_”/o %dt

Esta férmula coincide con la férmula encontrada en [4] cuando resuelve la ecuacién

(12) por otros métodos.

Bibliografia

Apostol, T. (1982) Anlisis Matemtico. Editorial Revert, Barcelona.
Gjov, F.D. (1980) Problemas de Contorno. Editorial Mir, Mosc.

Krein, M.G. (1963) “Integral equation on a half-line with kernels depending upon the
difference of the arguments”, American Math. Assoc. Trans. 22: 163—-288.

Talenti, G. (1973) “Sulle equazioni integrali di Wiener-Hopf”, Boll. Un. Mat. Ital. 7(4):
18-118.

Rudin, W. (1974) Real and Complex Analysis. McGraw-Hill, New York.



