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EDITORIAL DOI: 10.24844/EM3102.00

La revista Educacion Matematica como un foro
para la colaboracion internacional

Desde hace ya un tiempo he tenido interés en la produccion académica de mis
colegas mexicanos, principalmente en su produccion en términos de publicaciones
cientificas. Muy seguramente es un interés alimentado por la competencia acadé-
mica que de maneras implicitas y explicitas se manifiesta en la academia.

Recientemente he tenido la oportunidad de estudiar de manera mas sistema-
tica la productividad cientifica de los educadores matematicos mexicanos, como
se ve reflejada en las revistas de investigacion. Todo esto gracias al trabajo de
investigacion que Valeria Cruz Milan esta desarrollando al respecto en el Instituto
Politécnico Nacional de México, y el cual tengo el gusto de supervisar.

El trabajo de Valeria me ha permitido descubrir que la produccién cientifica
de los colegas mexicanos en las revistas mejor posicionadas tiene rasgos carac-
teristicos. Uno de ellos es su grado de colaboracién internacional, el cual es
generalmente bajo: salvo algunas excepciones, los educadores matematicos mexi-
canos tienden a publicar en colaboracion con personas de su misma institucion,
y en menor medida con otras instituciones mexicanas. Cuando se trata de cola-
boracion internacional, una parte considerable de ésta tiende a ser con Espana.
Esta observacion es corroborada por Machado, Fanjul, Lépez y Povedano (2015).

Tomemos como ejemplo la revista Educacion Matematica, una de las revistas
donde mas mexicanos publican sus investigaciones. Si consideramos los articu-
los de investigacion publicados en los dos volumenes completos mas recientes
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—volumenes 30y 29 de los anos 2018 y 2017 respectivamente—, veremos que
19 de ellos fueron escritos por autores mexicanos. Cinco de ellos en colaboracion
internacional, de los cuales dos son con Espana (el resto de los colaboradores
provienen de Costa Rica, EUA y Uruguay).

La investigacion muestra que la colaboracion en la investigacion tiene efec-
tos positivos en la productividad cientifica. Por ejemplo, puede facilitar el acceso
al financiamiento, proveer de visibilidad, e incrementar la productividad (e.g. Lee
y Bozeman 2005). En particular se ha evidenciado que la colaboracion interna-
cional produce resultados notables en el desempeno cientifico de los individuos
y los grupos de investigacion (e.g. Van Raan, 1998; Nguyen, Ho-Le y Le, 2017).

La revista Educacion Matematica ha sido un foro donde se ha manifestado
la colaboracion internacional no solo con México, sino entre autores provenien-
tes de paises de otras regiones. Sin embargo, pienso que la revista Educacion
Matematica estaria abierta a recibir ain mas colaboraciones internacionales
que retinan el talento y la creatividad de educadoras y educadores matematicos
de diferentes latitudes. Un ejemplo de tal tipo de cooperacion es el trabajo de
Camilo Andrés Rodriguez-Nieto y colaboradores que se incluye en este nuevo
numero de la revista y que representa una colaboracion entre personas e insti-
tuciones de México y Chile.

Mario Sanchez Aguilar
Editor Asociado
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ARTICULO INVITADO DOI: 10.24844/EM3102.01

Micromundos, Construccionismo y Matematicas’

Microworlds, Constructionism and Maths?

Richard Noss?
Celia Hoyles*

Resumen: En este articulo, esbozamos la idea del construccionismo y como
puede ser puesta en practica a través del diseno de “micromundos’, islas ais-
ladas y accesibles de actividad, donde se encuentren pepitas de conocimiento
relevante a través de herramientas y secuencias de actividades especialmente
disenadas y con pedagogias adecuadamente orientadas. En la segunda parte
del articulo, describimos el diseno, implementacion y evaluacion de una inter-
vencion construccionista, ScratchMaths, introducida en Inglaterra, pais en el
que la computacion es obligatoria para todos los niveles educativos (de los 5
a los 16 afos). Este estudio de caso pone de manifiesto la tension entre la
fidelidad de una innovacion al implementarla y su adaptacion por parte de los

Fecha de recepcion: 16 de enero de 2019. Fecha de aceptacion: 2 de abril de 2019.

! Este articulo se basa en parte en el de “Constructionism and Microworlds’, publicado en Duval, E,
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Cham, Switzerland: Springer. doi: 10.1007/978-3-319-02600-8_3
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Richard Noss y Celia Hoyles

profesores, especialmente en el contexto de las matematicas, la cudl es una
materia muy exigente tanto para los docentes como para los alumnos.

Palabras clave: construccionismo; micromundos; ScratchMaths; fidelidad

Abstract: In this paper, we outline the notion of constructionism and how it
might be put into practice through the design of “microworlds’, insulated and
accessible islands of activity in which nuggets of relevant knowledge are
encountered through specially designed tools, sequences of activities with suit-
ably oriented pedagogies. In the second part of the paper, we describe the
design, implementation and evaluation of a constructionist intervention, Scratch-
Maths, introduced in England where computing is compulsory throughout
schooling (from 5 to 16 years). This case study highlights the tension between
the fidelity of implementation of an innovation and its adaptation by teachers,
especially the context of mathematics, which is high stakes for both teachers
and learners.

Keywords: constructionism; microworlds; ScratchMaths; fidelity

1. INTRODUCCION

Empezamos con una observacion que Seymour Papert escribié en la cubierta
del libro Geometria de la Tortuga (Abelson and diSessa, 1981) donde explica
que ese libro representa “el primero de una nueva generacion de libros de texto
de matematicas’. Parece que eso era una expectativa demasiado grande: aun el
observador mas optimista tendria que admitir que los cambios no se dieron tal
como Papert lo contemplé. Pero cabe notar que en su observacion de que habria
algo sobre lo cual se querrian escribir libros y que la gente los leyera, hay un
curriculo (o al menos un curriculo parcial) implicito.

¢Qué tan exitosos han sido esta ‘nueva generacion” de potenciales curriculos
y libros de texto para lograr las metas de un cambio fundamental de lo que se
puede aprender matematicamente? Un juicio es claramente una cuestion de pers-
pectiva y, para nosotros, el cambio se puede considerar como fundamental hasta
el grado en que se ha basado en dos ideas clave: la idea del construccionismo, y
la idea de micromundo.Y como todas las grandes ideas, ambas han sido sujetas
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a presiones para diluir lo fundamental a favor de lo pragmatico. Entender lo que
esto implica y qué tan lejos hemos llegado en estos ultimos cuarenta anos nos
ayudara a entender por qué el cambio fundamental es tan dificil.

2. éQUE ES EL CONSTRUCCIONISMO?

Fue hace aproximadamente 50 anos que Seymour Papert lanzo la idea del cons-
truccionismo. La idea central es que es una manera poderosa para que los estu-
diantes construyan estructuras de conocimiento en su mente, que construyan
representaciones externas, entidades fisicas o virtuales sobre las cuales se pueda
reflexionar y que puedan ser editadas y compartidas. La interpretacion mas amplia,
relatada continuamente en revistas cientificas y populares, es que el construccio-
nismo es lo mismo que el constructivismo: no lo es.

El construccionismo [..] tiene la misma connotacion del constructivismo del apren-
dizaje como “creacion de estructuras de conocimiento’, independientemente de las
circunstancias del aprendizaje. Luego agrega la idea de que esto ocurre en forma
especialmente oportuna en un contexto donde la persona que aprende esta cons-
cientemente dedicada a construir una entidad publica, ya sea un castillo de arena
en la playa o una teoria del universo. (Papert, 1991/2002, p. 2)

A diferencia del constructivismo, el construccionismo busca, por lo tanto, formar
una teoria de la pedagogia, al abordar directamente la pregunta de como ayudar
mejor a los estudiantes a aprender. En contraste, el constructivismo es una teoria
de como la gente aprende, independientemente de las circunstancias de ese
aprendizaje, o de si se llega, o no, a involucrar la ensefanza (para una intro-
duccion al constructivismo véase, por ejemplo, von Glasersfeld, 1989). Como lo
plantea Papert, “la palabra con n’, el construccionismo, mas que “la palabra con
V', el constructivismo, aspira a intentar teorizar estrategias que alineen las mane-
ras en que la gente aprende, con las maneras en que hace sentido ayudarles a
entender, especialmente a través del diseno de artefactos adecuados. La palabra
‘especialmente” es aqui crucial, puesto que centra la atencion en el disefio: en
el diseno de ambientes construccionistas, o cual lleva a la nocion de micromun-
do que discutiremos mas adelante.

Un ejemplo clasico de ambiente construccionista es uno que se centra en
Logo, el lenguaje de programacion derivado del lenguaje de inteligencia artificial,
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LISP (Harvey, 1997). Logo era, y sigue siendo en sus diversas encarnaciones, un
lenguaje de programacion completo, a través del cual gente de todas las edades
puede programar cualquier cosa que pueda imaginar —una imagen, un robot,
un video juego o una pieza musical. En su mas reciente encarnacion en Scratch,
cuenta con millones de adultos y nifios publicando y ‘reinventando” lo que es
esencialmente codigo Logo/Lisp con una intuitiva y manipulativa interfaz visual
basada en bloques.

La tortuga (la cual fue inventada algunos anos después del lanzamiento del
primer Logo) tiene muchas facetas, primordialmente como un medio a través
del cual pueden participar incluso nifos pequefios con ideas que son funda-
mentales para las matemdticas (tales como la geometria diferencial) y que de
otra manera estarian fuera de su alcance. Por ejemplo, algunas de las ideas
fundamentales de la geometria diferencial, como curvatura, se alega que pueden
ser mas accesibles a través de un medio expresivo que saque provecho de la
sintonicidad corporal. La presencia de objetos manipulables “concretos” abre tres
potencialidades distintas pero relacionadas, para el alumno.

Primero, el ambiente construccionista busca presentar un medio atractivo
donde explorar y aprender de la retroalimentacion (en diferentes formas), de la
misma manera en que uno puede dominar un idioma extranjero al vivir en el
pais adecuado. Segundo, el alumno puede adoptar un acercamiento al apren-
dizaje basado en la construccion, disenado de tal manera que los estudiantes
se topen con ‘ideas poderosas” o pepitas intelectuales. La nocion de ideas
poderosas captura la nocion de involucramiento con herramientas intelectuales,
maneras de pensar que ofrecen al alumno acceso a conceptos y estrategias
clave, que conectan con su propio conocimiento intuitivo. (Para una revision
comprensiva del papel de las herramientas en el aprendizaje de las matematicas,
véase Monaghan, Trouche & Borwein, 2016).

Tercero, las herramientas construccionistas buscan ser expresivas, es decir
que pueden ser adaptadas por sus usuarios para construir nuevas entidades,
de maneras que surgen en la actividad. Al mismo tiempo, las herramientas
restringen y dan forma a lo que los estudiantes pueden hacer, pensary aprender
y esas restricciones pueden disenarse a modo de ser productivas para el apren-
dizaje. (Véase también el debate en torno a las nociones de abstraccion situada,
genesis instrumental y orquestacion en Hoyles, Noss & Kent, 2004).

Las potencialidades de Logo, nos permiten generalizar la idea del cons-
truccionismo mas alla del caso de Logo y de sus descendientes. A medida que
Logo evoluciond, el espacio digital de su entorno también evolucion6 en
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tandem (iLogo fue inventado unos 30 afos antes que la web!). Adicionalmente,
la teoria del construccionismo ha adquirido mas forma y detalle, inspirando a
disefiadores a construir otras tecnologias que apoyan sus objetivos fundamen-
tales: Boxer, Scratch,®> NetLogo,® ToonTalk,” y mas recientemente hardware que
finalmente ha llegado a ser omnipresente como el Raspberry Pi y el BBC
Micro:bit. Numerosos ambientes enfocados al conocimiento han incursionado
en la arena del construccionismo, con visiones similares del aprendizaje, tales
como, en matematicas, los sistemas de geometria dinamica (Sinclair & Crespo,
2006) o, en musica, Impromptu (Bamberger & Herndndez, 1999). Eisenberg
(2003) también contribuyé a este conjunto, a través de sus descripciones de
ambientes que mezclan materiales tradicionales y computacionales. A lo largo
de los anos, el construccionismo también ha aportado el marco de una linea
fertil de investigacion que detalla trayectorias de aprendizaje mediante herra-
mientas, en una amplia gama de topicos que van desde la topologia hasta la
composicién musical.

La discusion previa ilustra que, tal como Papert se esforzd por resaltar, el
construccionismo busca desarrollar estructuras de conocimiento en la mente
junto con estructuras fisicas o virtuales que son externas a la mente, y por ende
es tanto una teorfa epistemoldégica como una pedagogia (ver Harel & Papert,
1991). Papert explica que la distincion entre el instruccionismoy el construccio-
nismo tambien concierne a la epistemologia y no es solo acerca de dos maneras
de pensar sobre la transmision del conocimiento. Mas bien, la distincion va mas
alla de la adquisicion de conocimiento, para abordar la naturaleza del conoci-
miento y la naturaleza del conocer (Papert, 1993/1995). En otras palabras, el
construccionismo implica escoger o designar representaciones, involucrando
artefactos y pedagogias adecuadamente orientadas que conjuntamente puedan
brindar un cambio fundamental al cémo aprendery al qué se aprende.

Una discusion estimulante de la reflexion sobre este cambio epistemoldgico fue
explorada por Wilensky y Papert, quienes alegan que el construccionismo ha:

cambiado el enfoque de los medios al objeto de aprendizaje... como la estructura'y
las propiedades del conocimiento afectan las posibilidades de aprendizaje y el poder

> http:/scratch.mitedu/
® http://ccl.northwestern.edu/netlogo/
’ http://www.toontalk.com/
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que les otorgan a individuos y a grupos. (Wilensky & Papert, 2010, p. 1; traduccién
del inglés)®

El nombre que le dan a este proceso es reestructuracion,

.. la codificacion del conocimiento en un dominio como una funcion de la infraes-
tructura representacional que se usa para expresar ese conocimiento. Un cambio de
una estructuracion de un dominio a otro como consecuencia de ese cambio de
infraestructura representacional, lo llamamos reestructuracién. (ibid, pp. 2-3, traduc-
cién del inglés)

El ejemplo que dan (Papert, 2006) es el cambio (aunque claramente no llevado
a cabo con propositos educativos) de los niumeros romanos a arabigos, un
cambio que hizo posible que casi todo mundo pudiera calcular de maneras
hasta entonces reconditas. Nuestro reto es pensar mas alla de este ejemplo, y
buscar identificar en donde la presencia de la computadora ha cambiado, no
s6lo como el conocimiento se extiende y desarrolla, sino la naturaleza del cono-
cimiento mismo, en disciplinas cientificas, socio-cientificas y de humanidades
(véase, por ejemplo, Resnick, 1995).

Uno de los retos persistentes para lograr la vision del construccionismo, es la
tension entre buscar ensenar un contenido especifico como, por ejemplo, de mate-
maticas o de musica, y al mismo tiempo otorgar al alumno la experiencia de
construir, crear, hacer, y resolver problemas explotando ese conocimiento de con-
tenido. Esas dos metas no son, por supuesto, antitéticas, pero tampoco es obvio
como se pueden alinear para propositos pedagogicos. Una solucion que ha evo-
lucionado es el diseno de ‘micromundos’, de “islas’ aisladas y accesibles de acti-
vidad, donde se encuentren pepitas de conocimiento relevante de una manera
‘natural” a través del uso de herramientas digitales.

§ Este puede ser un momento apropiado para dirigir al lector interesado al NetlLogo de Wilensky, cuyas
copias contienen no solo el lenguaje de programacién mismo, sino también docenas o cientos de ideas
matematicas que son reestructuraciones’ posibilitadas por la nueva herramienta.

12 EDUCACION MATEMATICA, VOL. 31, NUM. 2, AGOSTO DE 2019
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3. MICROMUNDOS

Hoyles (1993) describe la evolucion de la idea de micromundo desde su génesis
en la comunidad de inteligencia artificial, donde se usé para describir un domi-
nio relativamente simple y restringido, en el cual los sistemas computacionales
podrian resolver problemas, hasta un ambiente mas ampliamente concebido
que sirviera de representacion concreta de un dominio o estructura de conoci-
miento. La estructura incluye herramientas que son extensibles (de tal manera
que herramientas y objetos se puedan combinar para formar nuevas herramien-
tas, pero que sean transparentes para que su forma de operar sea visible, y que
sean ricas en diversas representaciones). Edwards (1998) contrasta esta vision
‘estructural” de un micromundo con una vision “funcional’ que, a medida que
los estudiantes exploran, construyen y aprenden de la retroalimentacion, prioriza
sus caracteristicas al hacerse éstas evidentes en su uso.

Esta vision funcional enfatiza la importancia de la forma en que el conoci-
miento realmente crece en interaccion con los estudiantes. Como senala diSessa
(2006), la instruccion tradicional no logra incluir c6mo se construye el conoci-
miento, pieza por pieza, y capa por capa. Hay aqui una dualidad: un micromundo
exitoso es a la vez un universo epistemologico y uno emocional, un lugar donde
se pueden explorar ideas poderosas (matematicas, cientificas o artisticas); pero
exploradas “en seguridad’, constituyendo una incubadora tanto en el sentido de
fomentar el desarrollo conceptual, como siendo un lugar seguro para cometer
errores y mostrar ignorancia. Y, centralmente en estos dias, es un lugar donde
las ideas se pueden compartir, reinventar y mejorar. (Para una discusion anterior
sobre estos aspectos gemelos de involucrarse a través de construir y compartir,
véase la idea de webbing discutida por Noss & Hoyles, 2006). El componente
emocional es mas que incidental a la idea de micromundo: construiry compartir
implica que los estudiantes aprecien lo que estan construyendo y también
aborden el aprendizaje como algo colaborativo. En cuanto al primer punto, el
famoso ejemplo de Papert en el prefacio de su libro Desafio a la Mente (Papert,
1980/1981), cuenta una historia que no trata solo de lo mucho que aprendio
sobre matematicas jugando con engranajes, sino de como “se enamor¢” de los
engranajes, un conocimiento intimo y consumidor que utilizé6 como modelo para
el aprendizaje futuro de las matematicas. Hay, por supuesto, contextos distintos
a las matematicas y la ciencia que han sido sujetos de un analisis construccio-
nista: véase la discusion relacionada al dibujo y la pintura, en Clayson (2008) y
Gargarian (1993).

EDUCACION MATEMATICA, VOL. 31, NUM. 2, AGOSTO DE 2019 13



Richard Noss y Celia Hoyles

Pero ademas de ser un desafio intelectual para una participacion auténtica,
hay problemas que son fundamentales para los objetivos generales de apren-
dizaje. En relacion a las matematicas, Confrey y sus colegas lo expresaron asf:

La importancia de aprovechar la cultura juvenil no debe subestimarse para motivary
sostener el progreso educativo de los estudiantes. Esto es especialmente cierto para
materias como la ciencia y las matematicas, que cargan con un capital social consi-
derable, pero que es facil para los estudiantes descartar como irrelevantes, aburridas
y dificiles en un mundo de imagenes digitales, animaciones, recuperacién facil de
informacion y comunicacion. Necesitamos entornos interesantes, en los que los estu-
diantes realmente necesiten matematicas para alcanzar metas que les parezcan atrac-
tivas, y que sean matematicas visibles para los estudiantes y expresadas en un idioma
con el que puedan conectarse. (Confrey et al, 2010, p. 20; traduccion del inglés)

La participacion auténtica de los estudiantes sigue siendo un gran desafio para la
educacion matematica actual. No es sencillo disenar actividades que alienten a los
estudiantes a abordar los conceptos matematicos deseados, de maneras que
hagan evidente para el estudiante que éstos tienen utilidad. Es decir, aunque el
involucrarse en micromundos tiene como intencion orientar a los alumnos hacia
maneras matematicas de pensar a través de estructuras establecidas por el
disenador, los alumnos deben mantener cierta autonomia. Deben asumir la
responsabilidad de sus acciones y de los resultados que producen. Esto significa,
por supuesto, que el aprendizaje nunca ocurrird exactamente como se plane,
lo que implica un reto inevitable: como equilibrar la actividad auto-motivada
mientras que se maximiza la oportunidad de toparse con las ideas poderosas
planeadas (véase la “paradoja del juego” en Noss y Hoyles, 1996).

El terreno del aprendizaje matematico esta repleto de reestructuraciones del
conocimiento matematico, un ejemplo es el conjunto de “breves” en cada nimero
de la revista International Journal of Computers in Mathematical Learning o en
la biblioteca de modelos que acompana a NetlLogo. Es cierto que no hay un
‘nuevo curriculum’; de hecho, la sola idea de que deberia haber una “version”
de las matematicas disenada para poder ser aprendida podria ser consternante
para muchos matematicos. Pero buenos ejemplos si existen. Uno de ellos es el
estudio de Sacristan & Noss, 2008, que muestra como la formalizacion de la idea
del infinito en forma de fragmentos de programas puede ser una forma efectiva
de apreciar estas ideas profundas y a menudo inaccesibles.
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Consideraremos con mayor profundidad a continuacion, un intento coordi-
nado de construir y evaluar una intervencion basada en la programacion com-
putacional, el programa ScratchMaths (SM), que comprende un conjunto de
micromundos disenados para la exploracion de temas matematicos clave para
ninos de 9 a 11 anos.

4. EL PROYECTO SCRATCHMATHS: UNA SECUENCIA DE MICROMUNDOS
MATEMATICOS

Primero planteamos el contexto del proyecto ScratchMaths, lo cual es importante
para enmarcar su aplicabilidad y rango. Desde septiembre de 2014, todas las
escuelas para estudiantes de 5 a 16 anos de edad en Inglaterra deben impartir
el curriculo nacional obligatorio de computacion, lo cual incluye disenary crear
programas. Hay desafios para implementar, con orientacion limitada, como ense-
Aar el contenido propuesto, los niveles especificos de conocimiento o de com-
prension que los alumnos deben alcanzar en cada etapa del curriculo y
problemas conceptuales con los que posiblemente los alumnos se topen y como
deben abordarse. Otros desafios tratan de como encajar el nuevo contenido
curricular en un calendario ya bastante lleno y, lo mas crucial desde nuestra
perspectiva, como forjar vinculos interdisciplinarios de la computacion con otras
areas curriculares.

El proyecto ScratchMaths (SM) buscaba abordar algunos de estos retos a traves
de una intervencion longitudinal de dos anos en varias escuelas de Inglaterra,
para promover el pensamiento computacional alineado con el pensamiento y el
razonamiento matematicos. Asi, SM fue disenado como un curriculo que aborda
aspectos clave de los curriculos de computacion y de matematicas de primaria
para ese grupo de edad. La intervencion consta de seis micromundos, llamados
‘mdédulos’, tres al ano, y fue disenada por investigadores que trabajaban de cerca
con cuatro escuelas “diseno” para probar y refinar los recursos para los alumnos
y maestros. (Véanse los recursos para alumnos y maestros libremente disponibles
en https://www.ucl.acuk/ioe/research/projects/scratchmaths).

Anticipamos que el papel del maestro fuera critico para una implementacion
exitosa de la innovacion vy, por ello, en sesiones que designamos como obligato-
rias de desarrollo profesional, se dedicd un tiempo considerable para compartir
el enfoque pedagdgico general de SM, a través de lo que llamamos las “5Es”:
Explorar, Explicar, intercambiar (Exchange), concebir (Envisage) y relacionar
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(bridgE). El objetivo era que esas E's estructuraran conjuntamente el enfoque
global de la clase con las diferentes actividades del curriculo SM (ver Benton et
al, 2017).

En el primer ano del curriculo para estudiantes de 9-10 anos, los conceptos
computacionales se presentaron en un primer plano a las ideas matematicas
que estaban implicitas en micromundos titulados Tiling Patterns (patrones de
mosaicos), Beetle Geometry (geometria del Escarabajo) y Collaborating Sprites
(Sprites en colaboracion). En el Segundo ano, se introdujo a los mismos estu-
diantes (ahora de 10-11 anos) a conceptos matematicos y razonamiento mate-
matico de manera explicita a través de un enfoque de programacién que incluia
un conjunto de nuevos conceptos computacionales’ en los micromundos titu-
lados: Building with Numbers (construir con numeros), Exploring Mathematical
Relationships (exploracion de relaciones matematicas), y Coordinates and Geo-
metry (coordenadas y geometria).

Dado el reto de implementar un nuevo curriculo, se proporcioné a los maes-
tros SM una orientacion detallada para la navegacién de los materiales, los
cuales fueron cuidadosamente estructurados y eran progresivos. Sin embargo,
el equipo SM reconocié una emergente tension en su busqueda por otorgar un
apoyo amplio y la necesidad de apropiaciéon y autonomia de los maestros, por
lo cual se dio espacio a los docentes para personalizar los materiales de
acuerdo a sus propias metas y las necesidades de sus estudiantes. Esta es una
variacion de la paradoja del juego a la cual nos referimos arriba; ahora fre-
cuentemente se habla de ésta como la tension, o brecha, entre la fidelidad y la
adaptacion. El desafio es, cuando menos, reducir esta brecha y, de manera
crucial, evitar el surgimiento de “mutaciones letales” (Brown & Campione, 1996),
donde los objetivos de la intervencion se pierdan en su implementacion.

El proyecto SM fue evaluado por un equipo de investigadores independientes,
quienes se centraron en datos cuantitativos recolectados a través de cuestiona-
rios y resultados de pruebas, una de las cuales fue la prueba de pensamiento
computacional (CT, por sus siglas en inglés) aplicada al final del primer ano de
prueba, y una segunda fue la prueba nacional de matematicas Key Stage 2 para
estudiantes de 11 anos.

El mas significativo de los primeros resultados fue que los ninos en las
escuelas ScratchMaths lograron mayor progreso en los puntajes de CI, en com-
paracion con los ninos en las escuelas de control. En segundo lugar, el puntaje

° Por ejemplo, eventos, animaciones, estructuras de control, variables, operadores y expresiones.
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de CT fue mayor para los estudiantes con desventajas educativas, medido por
un estandar que se utiliza en Inglaterra para ello, a través de determinar la
elegibilidad para comidas escolares gratuitas de acuerdo al ingreso familiar. En
resumen, los estudiantes desfavorecidos se beneficiaron mas de SM, mostrando
un rendimiento mayor en CT que el grupo de control. Y tercero, no hubo diferen-
cias en los puntajes entre nifos y ninas, un hallazgo que no es insignificante
cuando se considera el contexto de la preocupacion generalizada de que las
ninas de todas las edades prefieren no participar en la programacion.

Los evaluadores encontraron, sin embargo, que SM no tuvo un impacto en el
rendimiento matematico, usando las pruebas Key Stage 2 para ninos de 11 anos
al final del sexto grado. Este es un resultado decepcionante, aunque la medicion
de éxito a través de estas pruebas siempre seria problematica. Una evaluacién
del impacto en el aprendizaje de las matematicas a traves, por ejemplo, de prue-
bas que se relacionaran con las matematicas abordadas en los seis médulos
podria haber producido resultados distintos. Reconocemos que esta discusion es
necesariamente especulativa, y tal vez se le considere como una “excusa” por no
haber habido un impacto significativo. No obstante, a partir de nuestras encuestas
a docentes, parece muy claro que la implementacion de SM se vio obstaculizada,
especialmente en su sequndo ano, por dos factores fuera del control de la inno-
vacion y algo independientes de la misma: las importantes pruebas nacionales
en matemdticas, y 1a ensenanza de SM por parte de maestros con poco o ningun
desarrollo profesional. En relacién con el primer punto, los datos de la encuesta
mostraron que la fidelidad de la implementacién en el seqgundo ano se redujo
drasticamente, como lo demuestra cuanto se abarco y dedico tiempo al curriculo,
y la participacion limitada en desarrollo profesional. Las observaciones hechas
en visitas a las escuelas dejaron claro que el tiempo dedicado a SM se vio afec-
tado negativamente por la atencion prestada a las pruebas nacionales en mate-
maticas del final del ano escolar, con mas y mas tiempo dedicado a la revision
y la practica. De hecho, el equipo de SM descubri6, a partir de los datos de la
encuesta, que al menos 25 escuelas habian dejado de ensefar SM tan temprano
como a principios de enero del sequndo ano para dar espacio a la revision de
las matematicas, en lugar de continuar hasta que se realizaran las pruebas Key
Stage 2 en mayo. Ademas, debido a que el desarrollo profesional se midio a nivel
escolar, es posible que en una escuela de alta fidelidad donde se cambié a un
maestro que no habia ensenado SM en el quinto grado, represente un caso en
el que un inconveniente se convirtié en una mutacion letal. En el peor de los
casos, es posible que algunos maestros que trabajaron el curriculo SM de sexto
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grado, ino hayan participado en ninguna capacitacion de SM, ni hayan recibido
ningun tipo de apoyo profesional en la escuela!

5. OBSERVACIONES FINALES

El proyecto SM fue ambicioso en sus objetivos, y quizas demasiado ambicioso en
el rango de temas que se re-trabajaron en la estructura del micromundo. Pero, por
mucho, el hallazgo mas significativo fue la extrema susceptibilidad de la interven-
cion a las condiciones iniciales de la experiencia, las competencias y la continuidad
del docente. Creemos que este resultado se generaliza en entornos de aprendizaje
basados en la idea del micromundo.

El problema es que a medida que aumentan las oportunidades de aprendi-
zaje colaborativo, la interaccion fluida y flexible, y el acceso a la informacion, no
hay garantia de que éstos mejoren el aprendizaje: de hecho, la perspectiva de
que los ninos trabajen completamente solos sin maestros puede resultar eco-
némicamente atractiva aunque desde un punto de vista educativo, no lo es. A
pesar de lo mucho que prefeririamos fuera de otro modo, el estudio de SM senala
el hecho innegable de que la pedagogia y el curriculo son elementos indispen-
sables y esenciales de los micromundos —el fracaso en este sentido, sea por el
motivo que fuera, invita a que cualquier intervenciéon se transforme en una
mutacion letal.

Esto solo se ve agravado por el impulso de cambio tecnolégico. A medida
que aumentan las oportunidades de aprendizaje colaborativo, de interaccion
fluida y flexible, y de acceso a la informacién, no hay garantia de que éstos
mejoren el aprendizaje. El enfoque aqui esta en la creacion de artefactos cultu-
ralmente interesantes y resonantes, que simultdneamente brinden a los alumnos
la oportunidad de toparse con ideas computacionales poderosas.

Hemos emergido de una era de teoria y practica educativa en la que el
papel del maestro en el diseno de micromundos era tema de debate: ahora es
mas esencial que nunca. Los mecanismos que sustentan todo tipo de artefac-
tos son cada vez menos visibles (no hay piezas reparables por el usuario), y
es inconcebible que los estudiantes o sus maestros hagan justicia al potencial
de la tecnologia para el aprendizaje matematico sin un cambio en la cultura
educativa mas amplia, que reconozca la centralidad del docente y de sus
contextos en la busqueda de cambio.
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Resumen: En este articulo se presentan los resultados de una investigacion
documental cuyo objetivo fue poner de relieve los aspectos valiosos y las
debilidades de tres propuestas curriculares para la ensefanza de las fracciones.
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racional considerados en cada oportunidad, asi como el transito entre el cono-
cimiento informal (ethomatematico) y el técnico-simbdlico identificados en los
tres curriculos y libros de texto oficiales utilizados entre 1960 y 2011 en la
educacion primaria mexicana. El acercamiento se sustenta, esencialmente, en
la conceptualizacion de Thomas Kieren respecto de: a) los sub-constructos que
constituyen un conocimiento cabal de las fracciones, y b) el trayecto deseable
entre el conocimiento informal y el técnico-simbdlico también sugerido por este
investigador. Se considera que el trabajo aporta una metodologia util para
analizar las propuestas curriculares y la ensefanza de estos numeros; también
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Palabras clave: propuestas curriculares, ensenanza de las fracciones, historia
de la ensenanza de las matemdticas, educacion primaria.

Abstract: This article presents the results of a documentary research developed
with the aim of highlighting valuable aspects and weaknesses of three curricular
proposals for the teaching of fractions. The analysis is done by identifying the
sub-constructs of the rational number considered in each opportunity, as well
as the transition between informal (ethnomathematical) and technical-symbolic
knowledge observed in the three official curricula and textbooks of the Mexican
Primary Education used between 1960 and 2011. The approach is based, essen-
tially, on the conceptualization of Thomas Kieren regarding: a) the sub-constructs
that constitute a thorough knowledge of the fractions, and b) the desirable path
between the informal knowledge and the technical-symbolic also suggested
by this researcher. It is considered that the work provides a useful methodology
to analyze the curricular proposals and the teaching of these numbers, it also
highlights that it is pertinent to recover the lessons of the past if the interest is
not innovation but the improvement of teaching.

Keywords: curricular proposals, teaching of fractions, history of mathematics
teaching, primary education

INTRODUCCION

¢Todavia es licito interesarse en las fracciones?, se pregunta Athanasios Gagatsis
al prologar el libro de Isabel Fandifio sobre estos nimeros (Fandifo, 2009).
Esta provocadora frase es seguida de una disquisicion que concluye con la
afirmacion de que el libro de Fandino es muestra de lo mucho que el estudio
de las fracciones tiene aun por ofrecer a la comunidad de la educacion mate-
matica. Yo comparto la conviccion de Gagatsis y es por ello que decidi escribir
este articulo.

Las fracciones han sido uno de los contenidos de la educacion primaria mas
estudiados por los investigadores de la educacion matematica de este nivel. Ya en
los anos ochenta del siglo pasado se produjeron abundantes investigaciones y
reflexiones sobre el tema, algunas de las cuales se convirtieron en trabajos clasicos
(por ejemplo, Hart, 1981; Freudenthal, 1983; Kieren, 1988; Kerslake, 1986).
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Adicionalmente, el tema es reconocido por los profesores de este nivel educativo
como uno de los mas dificiles de ensenar. Es comun que, ante cualquier dialogo
con ellos el tema que surge de inmediato es precisamente el de las fracciones.?

Los resultados de los exdmenes aplicados a los ninos que finalizan la edu-
cacion primaria por el Instituto Nacional para la Evaluaciéon de la Educacion en
Meéxico (Bases de datos Excale 2005, 2007, 2009, 2013, Planea, 2015) son coin-
cidentes con la mirada docente; al finalizar este nivel educativo, los nifios tienen
dificultades de todo tipo para aprender lo relacionado con este ambito numeérico.
Veamos algunos datos.

Seguin el Examen Nacional de Logro Académico (Excale) 2013: Identificar
una representacion numérica de un numero fraccionario dado en forma grd-
fica, obtiene unicamente 50% de aciertos y Resolver un problema aditivo con
numeros fraccionarios de distinto denominador sélo alcanza 22% (Excale
2013). Las dificultades se observan igualmente en los resultados del examen
PLANEA 2015, conforme al cual 60.5% de los ninos de sexto grado se ubican
en el nivel mas bajo (insuficiente) de aprovechamiento en matematicas, lo que
significa que sélo escriben, y comparan numeros naturales (INEE, 2015). Es
Unicamente 6.8% de los estudiantes el que ‘compara numeros decimales;
resuelve problemas aditivos con numeros decimales y fraccionarios; resuelve pro-
blemas que implican dividir o multiplicar fracciones por numeros naturales; ubica
una fraccion en la recta numeérica y usa las fracciones para expresar el resul-
tado de un reparto” (INEE, 2015).

Si bien algunos investigadores han elaborado y experimentado propuestas
de ensenanza tendientes a promover un acercamiento comprehensivo de las
fracciones —y algunas de ellas han sido incorporadas al curriculo oficial = la
situacién se mantiene en un nivel de logro escolar muy bajo y aparentemente
sin perspectivas de mejora. Eso es lo que parecen mostrar los Excale y mas
recientemente el examen llamado PLANEA (2015).

¢Por qué estos resultados tan poco satisfactorios en el aprendizaje de las
fracciones?, ¢Hasta dénde los planteamientos curriculares contribuirdn a gene-
rarlos?, éSerd la ensenanza que tiene lugar en las aulas la que actda en des-
medro del aprendizaje? Hoy sabemos que son muchos los factores que inciden
en el aprendizaje, pero en este escrito destaco la relevancia del curriculo —es
decir, la forma en que el tema se propone en programas y libros de texto— como

2 Esto lo he constatado en el trabajo con profesores en servicio a lo largo de muchos afios.
* PLANEA: Plan Nacional para la Evaluacion de los Aprendizajes
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factor que favorece o dificulta un aprendizaje adecuado de los numeros que
nos ocupan. En tal sentido, considero que el curriculo y los materiales que lo
acompanan tienen incidencia en el hacer de los profesores desde el momento
que facilitan o dificultan la realizacion de ciertas actividades al ofrecer, o no,
sugerencias para la ensenanza y el soporte material para llevarlas a cabo.

Me centraré en tres propuestas educativas -y sus correspondientes libros de
texto— que tuvieron gran relevancia en México, tanto por el tiempo que estuvie-
ron vigentes, como por las ideas que introdujeron o legitimaron: el curriculo de
1960, basado en una diddctica intuitiva, el de 1972, conocido como de las
matemdticas modernas y el de 1993, con orientacion constructivista* En el
analisis pongo de relieve los siguientes elementos: a) el contexto pedagogico en
que tuvieron lugar, b) los sub-constructos de las fracciones que fueron incluidos
y ¢) los acercamientos propuestos para vincular el conocimiento informal que
dota de significado a las fracciones con el conocimiento técnico simbdlico que
‘formaliza” el conocimiento y que se comunica en la escuela.

Para realizar el analisis me valdré del marco desarrollado por Thomas Kieren
(1988), el cual ampliaré con elementos aportados en trabajos mas recientes.
Aunque conviene destacar que la actualidad de la propuesta de Kieren se
constata porque dichos trabajos siguen teniendo como referencia las ideas de
este autor. Conviene mencionar que la amplitud del tema no permitié analizar
con detalle todos los aspectos de los acercamientos planteados, lo que se pre-
senta es solo una vision general que posteriormente podra profundizarse en
escritos mas focalizados.

MARCO CONCEPTUAL

LOS SUB-CONSTRUCTOS DEL CONCEPTO FRACCION

La idea principal tomada de Kieren (1988) es su planteamiento sobre los
sub-constructos que, en conjunto, constituyen el “gran concepto” que es el nume-
ro racional. Este investigador expuso, hace ya 30 anos, la idea de que un cono-

cimiento completamente desarrollado del nimero racional tendria la estructura
componencial que se muestra en la figura 1:

* No incluyo el curriculo introducido en 2011 porque, con algunas modificaciones no siempre tendien-
tes a la mejora del previamente vigente, las ideas son muy similares a las promovidas en 1993.
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Figura 1. Sub-constructos del nimero racional segun Kieren

Medida Cociente Razon Operador multiplicativo

Kieren (1988) afirma que la construccién de un conocimiento duradero sobre
los niimeros racionales, hace necesario que una persona participe en actividades
mentales o fisicas tales que pueda asociar las expresiones “a/b” con objetos/
acciones en cualquiera de esos cuatro sistemas connotativos (p. 166): medida,
cociente, razon y operador multiplicativo. No se incluye en esta estructura la
fraccién como una relacion entre la parte y el todo. Esta relaciéon es considerada
por Kieren como ‘base para instaurar los diferentes sub-constructos” (Real,
Gomez y Figueras 2013, p. 22).

Kieren declara que: si bien sus ideas son tedricas en el sentido de que no
habian sido experimentadas, para sostenerlas se apoyo en otros autores, como
D. Kerslake (1986), quien sefiald enfaticamente las limitaciones en el pensa-
miento de los ninos sobre las fracciones debidas a la adopcion casi exclusiva
del modelo parte-todo en las escuelas. Kerslake, después de un cuidadoso estu-
dio planteo:

[.] mientras las interpretaciones de la fraccién a/b como una region geométrica
dividida en “b" partes de las cuales se toman “a" partes, era aceptado por todos los
ninos participantes en el experimento de ensenanza, otras interpretaciones posibles

no estaban disponibles en los nifios (1986, p. 88).

Quizas el dato mas “duro” sobre este punto es que cuando se pedia a los ninos
considerar varios modelos para la fraccion /40 %/s, incluyendo la relacion par-
te-grupo y el modelo de razdn, éstos no solo fueron rechazados como posibles
ejemplos de las fracciones por la mayoria de los ninos, sino que la razon del
rechazo era, invariablemente, que “no habia una figura completa para dividir”
(Kerslake, 1986, p. 88).

Kieren (1988), en acuerdo con las ideas de Kerslake dice: “[..] el modelo
parte-todo puede ayudar a producir facilmente el lenguaje fraccionario, sin
embargo, el lenguaje escolar sobre las fracciones en los libros de texto y en los
maestros [que adoptan este modelo] tiende a orientar a los alumnos a una
imagen y conocimiento estatico de las fracciones” (p. 177)

26 EDUCACION MATEMATICA, VOL. 31, NUM. 2, AGOSTO DE 2019



Significados, representaciones y lenguaje: las fracciones en tres generaciones de libros..

Ahora bien, {por qué utilizar el modelo de Kieren como marco para el ana-
lisis? Son varias las razones para hacerlo: porque —ademas de ser el marco que
orienta en cuanto a las fracciones la ultima reforma curricular que analizo en
este articulo (SEP, 1993) y estar vigente entre investigadores y educadores de
distintas regiones (por ejemplo, Llinares, 2003, Fandifio, 2009, Charalambous y
Pitta-Pantazzi, 2005, Charalambous, 2007, Real, Gomez y Figueras, 2013, Ivars,
Bouforty Llinares, 2016, Zazkis y Mamolo, 2018)- su adopcion permitio comparar
los tres periodos curriculares objeto de analisis. Pero la principal razén para
utilizarlo, es que el modelo de los sub-constructos, gracias a su completitud,
marca un horizonte desde el cual mirar comprehensivamente el aprendizaje y
la ensenanza de las fracciones. De esto es muestra la utilizacion y citacion fre-
cuentes de este modelo aun en las investigaciones mas actuales®.

EL TRANSITO DEL CONOCIMIENTO ETNOMATEMATICO AL TECNICO-SIMBOLICO

La idea de los sub-constructos como elementos constituyentes del “mega-cons-
tructo” numero racional es sin duda la aportacion de Kieren mas reconocida.
Pero otro aporte de este autor, también fundamental por su contribucion a
nuestro entendimiento de las fracciones como objeto de ensefanza, es el que
refiere a la relacion entre el conocimiento informal, que él llama etnomatematico,
y el conocimiento técnico-simbolico (Kieren, 1988), postulada como necesaria
para una comprension cabal de los nimeros racionales. La razén que justifica
la postura es que: ‘[.] los constructos menos formales proveen una base de
significado para el conocimiento mas formal y una base critica para validar
‘verdades' simbolicas o principios normativos” (p. 166).

¢Como se transita entre uno y otro nivel? El postulado (Kieren,1988) es que,
en la construccion del nimero racional, las imagenes —en el sentido fisico, pic-
torico, 0 mental- tienen un papel muy relevante. La idea de mitad, por ejemplo,
esta asociada a imagenes de cortar, de simetria e incluso de calcular numérica-
mente la mitad. Recurriendo a D’Ambrossio, Kieren hace notar que este conoci-
miento no es escolar, sino que se construye porque se vive en un contexto
particular, por lo que es un conocimiento etnomatematico (CE).

> Hay quienes, siguiendo a Davydov y Tsvetkovich (1991), se han apartado de este modelo para enfa-
tizar la idea de medida, como Saldafa y Thompson, o Cortina y sus colegas, pero aun no se conoce el
impacto que esta propuesta ha tenido o puede tener en el aprendizaje de las fracciones.
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Un segundo nivel de conocimiento es el intuitivo (CI) que comtnmente es
ensenado e involucra deliberadamente la conjuncion de imagenes, mecanismos
constructivos (en el sentido de Kieren) y un uso informal del lenguaje (Kieren,
1988). Se trata de un conocimiento que no es técnico o légicamente formalizado
pero que constituye un eslabon entre el etnomatematico y el técnico-simbdlico.

El conocimiento técnico simbolico (CTS) se construye mediante el uso de
lenguaje [matematico] estandar, notaciones y algoritmos; es un conocimiento
ensenado. Para que este conocimiento sea estable y util, debe ser comprobable
contra alguna forma de “realidad” o representar alguna secuencia logica local
que pueda ser evaluada en términos de axiomas para los nimeros racionales
(Kieren, 1988, p. 170).

Desde esta perspectiva, entonces, la construccion del conocimiento sobre las
fracciones ha de considerar el conocimiento etnomatematico como primer refe-
rente y transitar por el conocimiento intuitivo, para llegar al mas “formal” propio
del nivel técnico-simbdlico.

Siguiendo el pensamiento de Kieren, considero que el transito de un tipo de
conocimiento a otro se acompana de diferentes tipos de lenguaje. De hecho,
como senalaria el autor, la experiencia previa y el lenguaje son fundamentales
en la construccion y representacion mental de los conocimientos matematicos,
incluidos los relacionados con las fracciones (Kieren, 1999).

METODOLOGIA
PREGUNTAS DE INVESTIGACION
El interés por revisar las propuestas de ensefanza de las fracciones, motivo de
este escrito, se expresa en las preguntas que anoto a continuacion.

En los curriculos y libros de texto gratuitos® utilizados en la educacion pri-
maria mexicana, entre 1960 y 2011:

» (Qué significados o sub-constructos de las fracciones se incorporaron?

* ¢Qué relaciones entre el conocimiento etnomatematico (informal) y el téc-
nico-simbalico se establecieron?

® Desde 1960, la Secretaria de Educacién Publica distribuye gratuitamente libros de texto a todos los nifios
que cursan la educacién primaria. Las gufas didacticas se entregan a los maestros de este nivel educativo.
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» (Que lenguaje se utiliza en los distintos materiales y qué papel juega dicho
lenguaje?

* (En qué contexto pedagdgico se desarrollaron e implementaron dichas
propuestas?

* (Qué puede ofrecernos la revision de estas propuestas para mejorar la
ensenanza?

ESTRATEGIA DE INDAGACION

Como menciong, se analizan los programas y libros de texto distribuidos por la
Secretaria de Educacion Publica que fueron utilizados en la educacion primaria
mexicana el ultimo medio siglo, a saber: a) la propuesta curricular de 1960, que
definiré como diddctico-intuitiva; b) la propuesta introducida en 1972, o de la
matemdtica moderna; ¢) la propuesta instrumentada en 1993 y que llamaré
constructivista.

La revision de los materiales se realizd6 mediante acercamientos sucesivos
consistentes en:

1. Busqueda y recopilacion de planes de estudio, programas, guias para do-
centes y libros de texto gratuitos de matematicas distribuidos por la Secre-
tarfa de Educaciéon Publica en el periodo ya sefialado.

2. ldentificacién de contenidos, aprendizajes esperados y secuencias de en-
senanza vinculados a las fracciones, propuestos en los distintos materiales.

3. Analisis de los planteamientos curriculares y las lecciones dedicadas a las
fracciones con base en el marco conceptual elegido.

RESULTADOS

ETAPA DIDACTICO-INTUITIVA DE LA ENSENANZA DE LAS FRACCIONES

Centracioén en el modelo parte-todo y prevalencia del nivel técnico-simbaolico
En ese periodo, las fracciones se denominan “quebrados’, aunque el término

fraccion se utiliza eventualmente en los ultimos grados. Tal denominacion refleja
la concepcién de fraccién propia de este curriculo pues, efectivamente, ésta es
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vista como parte de algo que se ha fracturado. Razones y proporciones y por-
centajes se estudian en los dos ultimos grados de la primaria, pero su tratamien-
to se hace estableciendo una deébil relacién explicita con la fraccién y el modelo
‘parte todo” (SEP, 1961 y 1962).

A'lo largo de la primaria, es permanente y casi exclusiva la referencia a dicho
modelo. Los “quebrados” se introducen en vinculacion con el conocimiento
etnomatematico mediante imagenes que ilustran particion de frutas con forma
mas o menos regular: naranjas, melones o manzanas. Esta idea permanece a
lo largo de la primaria, pero las frutas son sustituidas paulatinamente por figuras
geométricas y, al final, sélo quedan los simbolos y el lenguaje técnico-simbdlico
pues, segun las recomendaciones de la época ‘la ensenanza de la aritmética
debe ir de lo concreto a lo abstracto” (SEP, 1968).

Hay efectivamente un intento por vincular el conocimiento técnico-simbdélico
(CTS) con el que los ninos han construido en su experiencia cotidiana (CE),
transitando por el nivel intuitivo (Cl) —que implica la vinculacion con imagenes
familiares y un uso informal del lenguaje. Esto se ve, por ejemplo, en la leccion
que abre la ensefanza del tema en primer grado (figura 2). Ahi se muestran
frutas partidas en mitades y cuartas partes que luego “se convierten” en figuras
geomeétricas divididas en partes iguales acompanadas de lenguaje natural.

Figura 2. Leccion con que se iniciaba el trabajo con las fracciones
en la escuela primaria en los anos 1960 (SEP, 1960a, p. 101).
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En concordancia con la idea principal de la propuesta, las representaciones
utilizadas en los cuatro primeros grados aluden al modelo parte-todo. Se reitera
el uso de las dos representaciones ya mencionadas: dibujos de frutas partidas
y formas geométricas —principalmente circulos, cuadrados y rectangulos— cuyo
parecido figural con la fruta seguramente tenia un valor didactico importante
en el transito de lo concreto a lo abstracto. Ya desde el tercer grado predominara
el nivel TS. A partir de este grado, una exposicion de imagenes consideradas
cotidianas (como frutas o listones) incluidas como apertura de las primeras
lecciones parece considerarse suficiente para vincular los niveles E y TSy privi-
legiar este ultimo en el resto del libro. Lo anterior puede observarse en la figura
3. En la leccion ahi presentada, después de una narrativa que contextualiza el
tema (no incluida en la figura), siguen paginas donde se eliminan gradualmente
las imagenes para transitar al nivel TS y mantenerse en él. Efectivamente, la
vinculacion CE-CI-CTS pronto se deja a un lado y se trabaja con afirmaciones
‘formales’, notaciones y algoritmos:

Figura 3. Paginas de una leccion de tercer ano (SEP, 1960c, pp. 54-55) en las que
se observa el transito al nivel técnico simbodlico. Las siguientes paginas tratan,
de manera similar, otras fracciones.

ES 6 ik 0 3 i 2
e W e T T e T e
4 4 4 4 4 4 4

7 5
L el B2 o
8 8 8 8 8 8

Advierte que para hacer estss operamones tlenes que sumar

= 1 entero o restar los dejando el mismo d
G Las fracciones que tienen un mismo denominador se llaman
2 homogéneas. Para que varias fracciones  sean homogéneas tene-
2l mos que reducirlas a un mismo d.
4
b i B i Para poder sumar estas fracciones tienes que
= 7 g reducir un medio a cuartos.
Solamente puedes sumar o restar fracciones que tengan un l 2 3 l e i o i
mismo denominador. Por eso tienes que.sumar o restar: 2 4 4 4 ot
medios + medios = medios medios — medios = medios 3
% % - _1_ Para restar estas fracciones tienes que reducir
= —— = e T tres cuartos.
2 2 2 2 2 2 B xedionn
s 3 6 6 1 5
cuartos + cuartos = cuartos cuartos — cuartos = cuartos _= — —_—-— =
2 2 i st A . 4 d- i
4 4 4 4 4 4 Para sumar o restar medios y octavos, reduce los medios a
octavos.
octavos + octavos = octavos octavos — octavos = octavos 3 3 3 3
= = =t
+ = = = 2 8
8 8 8 8 8 8 z 8
3 12 3 12
Ejemplos: 2 8 2%
i 1 2 4 5 3 2 12 3 15 12 3 9
T e e e e e — + — = — St e
2 2 2 2 2 2 2 8 8 8 8 8 8
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La secuencia concluye con la siguiente formalizacion:

A
‘Solamente puedes sumar o restar fracciones que tengan un mismo denominador.
Por eso tienes que sumar o restar ‘medios + medios” + medios’, 0 “Cuartos + cuartos
+ cuartos’, etcétera (SEP, 1960, p. 54).

El lenguaje sobre las fracciones

A pesar de que, como se ha afirmado, este curriculo privilegia el nivel TS, la
definicion de fraccion merece poca atencién, de tal suerte que el primer intento
de formalizacién de la nocion se ve en una leccion de quinto grado:

Las fracciones comunes, llamadas también quebrados, se escriben ast:
1/5, que se lee un medio y significa la mitad de algo.
1/3, que se lee un tercio, y significa la tercera parte de algo.
*/5, que se lee cuatro quintos, y significa las cuatro quintas partes de algo.
(SEP. 19614, p. 53).

Tal formalizaciéon evoca la relacion parte-todo y se complementa después con
otra incluida en el libro de sexto grado (SEP,1970, p. 43), donde la referencia es
a la idea de medida:

C
Para expresar el valor de cantidades que no contienen un nimero exacto de veces la
unidad elegida, o de cantidades menores que la unidad, se han creado las fracciones
comunes.

Aunque a esta formalizacion no le precede ninguna narracion o imagen ten-
dientes a darle significado, pues la fraccion en contexto de medicion no fue
trabajada.
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Llama la atencion que, aunque, como he destacado, la orientacién de este
curriculo privilegiaba el nivel TS, la definicion de fraccion no es central; en vez
de trabajarla con mas detenimiento, la atencién se dedica a otras definiciones
respecto de procedimientos o aspectos de estos nuimeros, por ejemplo: a) los
nombres de los términos de la fraccion; b) fracciones propias e impropias y ¢)
procedimientos para ordenar fracciones y para operar con ellas.

Al final de la primaria el abandono del nivel intuitivo (NI) es mas marcado
y se realiza un trabajo casi exclusivo en el nivel TS. Asi, en el libro de sexto ano,
de 22 pdginas dedicadas a las fracciones, sélo 6 contienen imagenes, todas
similares a las utilizadas en los grados precedentes (figura 4a). Con tal enfoque,
los procedimientos mas complejos ya no se ilustran, solo se describen y ejem-
plifican (nivel TS) (figura 4b). El libro de sexto, por lo mismo, se asemeja mas a
un compendio del contenido de toda la primaria que a un libro de texto de
aritmética y geometria elemental.

Figura 4a. Pagina del libro de sexto ano. Figura 4b. Pagina tipica del libro de sexto
Aritmética y Geometria donde se incluyen ano, Aritmética y Geometria
imagenes. (SEP 1970, p. 44). (SEP, 1970, p. 55)
MULTIPLICACION

El pastel, cuyo dibujo aparece a la derecha,
& ha dividido en tres partes iguales para repar-

En la multiplicacién de fracci dos casos: que
la multiplicacién equivalga a una adicién abrevmda. de varios ntimeros, o
que se trate de obtener una o varias partes de un nimero,

En el primer caso la operacion se efectia de esta manera:

Ejemplol 3y =3%-2=/12 ffp’r“’«:'?feg;')

Eemplo 2 Sx§ = H2=4 =35 (sveam 3)

Se multiplica el entero por el numerador y al producto se le pone el
mismo denominador.

Unidad dividida en octavos: Unidad dividida en cuartos:

2. Las fracciones comunes se expresan con dos niimeros escritos uno
sobre el otro y separados por una raya horizontal. En el segundo caso se procede asf:

$x12- 232348

FAhopetaciénaxpresaquesetrabadeobteuerlos%delZypuade

1 Numerador
2 Denominador

o5 5 it
Loy
Elnumerodelnparteinfenorsellamadennmmaﬂor,yrepreunmel 3 o
niimero de partes iguales en que se ha dividido la unidad.
Elmxmeroqueestéen]nparbesupenotsellamanumm’ador,yrepre— I 2 de 12 3
senta el nimero de partes iguales que se han tomado de la unidad. luego Ty son 8.
3. Se llaman fracciones equivalentes las que tienen un mismo valor. Es muy i e el Hads ds-ane soatbinii
mesmempremywquelosfactores como sucede en la multiplicacién de
enteros.
Una iedad de la licacién, que puede apli cuando se

aperaconﬂmnnascomunes,dma El orden de los factores no altera el

Ejemplo
Son fracciones comunes equivalentes: 21,‘ X * s 33, "742'"/8
1 2 3 4 T o0
27176 83 10 12 %xllf .-,f*—"g Z=]g
o€ 55
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Introduccion de la nocién de razén

En el quinto grado se introduce la nocion de razdn, enfatizando la idea de
comparacion por cociente. No se hace referencia explicita a que éste es otro
significado de la fraccion, solo se usa la notacion fraccionaria (SEP, 1961, p. 85).
El tema se inicia mediante un discurso descriptivo (nivel TS) que indica lo que
ha de mirarse en la situacion (figura 5):

Figura 5. Leccién de sexto grado en la que inicia el trabajo
con las razones y proporciones (SEP, 1961, p.85).

i RAZONES Y PROPORCIONES

Cuando comparamos dos cantidades de una misma especie y tomamos
una de ellas como referencia, comprobamos cuéntas veces una es més gran-
de o m4s chica que la otra.

Por ejemplo: sl en un montén tengo 4 canicas y en otro 12, lo que hay
en el primero es la tercera parte de lo que hay en el segundo; o bien, lo

* que hay en el segundo es triple de lo que hay en el primero. Esto es:

4. canicas ) 12 canicas
4 A
< 1 quf hay 8 veces
. O Q Aquf hay 3 del ‘Qggg lo que hay en el
) montén grande. © O () (] montén pequefio.

En la primera bolsa hay 100 g de caramelos y, en la segunda, hay 500 g
también de caramelos. 500 g

100g

"En ésta hay % En ésta hay 5 ve-

de lo que hay en ces lo que hay en

la bolsa grande. la bolsa pequefia.

La formalizacion y definicion presentadas al final de la leccion son las
siguientes:

Figura 6. Formalizacion de la nocion de razon en el libro de quinto afo.
Aritmética y Geometria. Estudio de la Naturaleza (SEP. 1961, 86).

D

Razoén es el resultado de comparar por cociente dos cantidades de una misma especie.
Asi, la razon del nimero de canicas del primer montén respecto del sequndo es 1/3
(Primer ejemplo).

La razén de 100 g de caramelos a 500 g de caramelos es 1/5 (segundo ejemplo)
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En concordancia con el enfoque asumido, el resto del tema se conduce en
el nivel TS mediante ejercicios de calculo, al igual que la nocién de proporcion,
que inicia con la siguiente definicion: “Cuando hay dos razones iguales se forma
una proporcion” (SEP, 1961, 89).

CONCLUSIONES SOBRE LAS FRACCIONES EN EL CURRICULO DE 1960

En este periodo el sustento casi exclusivo de la nocién de fraccion es el modelo
parte-todo. De primero a cuarto grado, las expresiones de la forma a/b tienen
como referente Unico la idea de partir un objeto en partes iguales y tomar cierto
numero de ellas. La equivalencia entre fracciones también se asocia a dicho
modelo y se ilustra sobre objetos simples del entorno y figuras geométricas en
general regulares. Por supuesto, el objetivo era alcanzar el manejo simbdlico y
culminar con la idea de que: al multiplicar el numerador y el denominador de
una fraccién por el mismo ndmero se obtienen fracciones equivalentes.

En los primeros grados se utilizaba lenguaje natural para referirse a los
medios y los cuartos, pero en general, el uso del lenguaje estaba fuertemente
vinculado al nivel TS. En practicamente todas las lecciones se incluia alguna
formalizacion, definicion o procedimiento expresado mediante este lenguaje, y
en los ultimos grados el trabajo se realiza principalmente en dicho nivel. Es el
caso de las nociones de razon y proporcion, que fueron trabajadas en esos
grados, sin haberse producido suficientes intuiciones para apoyar su compren-
sion. En general, el lenguaje que acompanaba a las situaciones era descriptivo
0 enunciativo y en muchos casos las definiciones se incorporaban sin haberse
ofrecido un respaldo experiencial (a través de las imagenes) que permitiera a
los alumnos verificar su validez.

Para ser justos en la valoracion de esta propuesta, conviene recordar que,
en 1960, la didactica de las matematicas como disciplina cientifica apenas nacia.
No se contaba aun con resultados de investigaciones que permitiesen orientar
con bases cientificas la ensenfanza de las matematicas. Producto de este con-
texto, la idea de fraccién que se comunicaba hoy parece en extremo estatica y
limitada. Pero es que se trataba de un periodo donde en la base estaba una
teoria emparentada con el sensual-empirismo. Conforme a esta teoria, se creia
que el aprendizaje se daba a traves de los sentidos y el alumno era considerado
un receptor que asimilaba los conocimientos en la forma en que se le presen-
taban; de ahi la importancia de las imagenes.

EDUCACION MATEMATICA, VOL. 31, NUM. 2, AGOSTO DE 2019 35



Alicia Avila

Hoy este acercamiento resulta del todo cuestionable puesto que, ademas de
que el modelo parte-todo determinaba el sentido y el limite de las fracciones, se
consideraba que una presentacion inicial (ostensiva) del conocimiento etnoma-
tematico bastaria para que el conocimiento técnico-simbolico se impregnara de
significado. No podia ser de otro modo. En ese entonces, la ostension constituia
el horizonte de la accion didactica en Aritmética y geometria: el conocimiento
entraba por los sentidos, y se generaba mediante intuiciones creadas a partir de
las imagenes. Tal forma de concebir las fracciones y promover su ensefianza se
verfa modificada con el ingreso de la reforma de los afnos 70.

LA MATEMATICA MODERNA O LA TRANSICION A LA DIDACTICA
NUEVOS SIGNIFICADOS Y NUEVOS LENGUAIJES PARA LAS FRACCIONES

El curriculo introducido en 1972, conocido en México como “La reforma de las
matematicas modernas’, trajo grandes cambios en la forma de pensar las mate-
maticas y su ensenanza en la educacion primaria. Las reflexiones de Bruner y
de Dienes tendian un nuevo horizonte para la ensenanza de dicha disciplina
(Avila, 2006). De ahi que un principio fundamental para ensenarla fuera el
siguiente: “Que sean los mismos ninos quienes vayan descubriendo las nocio-
nes’ (Imaz, coord, 1977, p. 6). Porque, ‘[..] se habra de aprovechar el caudal de
nociones intuitivas que el nino ya maneja, por sus vivencias cotidianas, construir
sobre ellas tratando de refinar tales nociones por medio de situaciones concretas
en las que éstas se presentan de maneras sencillas, hasta alcanzar, a través de
la practica reiterada, el concepto que interesa captar’. (Gorostiza y Rivaud
(coords.), 1974, p. 8).

Esta nueva perspectiva tuvo efectos sobre la forma de relacionar a los alum-
nos con las fracciones; las ideas sobre estos numeros se ensancharon, inician-
dose una apertura hacia el “gran concepto de numero racional”:

— Se mantuvo el modelo parte-todo, pero se incorporé también la fraccion
como cociente (introducida como resultado de un reparto), como razén
(vinculada a las escalas) e incluso como operador.

— Se ampliaron las representaciones de la fraccion, incluyéndose todos dis-
crefos y la recta numérica como medios de representacion
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— Se incluyeron problemas que implicaban orden y operaciones con
fracciones.

— Se establecieron puentes mas solidos entre el conocimiento etnomatema-
tico (CE) y el técnico-simbdlico (CTS), mediante un transito mas pausado
por el nivel intuitivo (Cl).

— El lenguaje se modificd: se mantuvo el descriptivo propio de los anos
sesenta, pero se agregaron dos nuevos formatos: el argumentativo (que
expresa razones yendo mas alla de las descripciones), y el interrogativo
(que lleva a expresar conclusiones a partir de reqularidades observadas
en casos particulares).

Efectivamente, aunque el enfoque general estaba cargado hacia la disciplina
matematica (Block y Alvarez; 1999), en el caso de las fracciones se observa
interés por establecer mejores vinculos entre los distintos niveles de conocimien-
to. Veamos esto en el trayecto que sigue la fraccion a lo largo de la primaria.

La nocién de fraccion

La nocién de fraccién en este curriculo presenta una cierta ambivalencia: lla-
marse quebrado y a la vez llamarse fraccion. Esta ambivalencia se observa a lo
largo de la primaria. La nocién se introduce en segundo grado apelando a las
experiencias cotidianas de los ninos: se presentan mitades o cuartos de pasteles,
frutas, colecciones de objetos, o precios de juguetes que se fraccionan en terceras
0 cuartas partes.

A primera vista, este acercamiento es similar al de los anos sesenta, pero no
es asi, pues ademas de una parte de un todo continuo, la fraccién es también
una parte de una coleccion de objetos y una parte de una cantidad distinta de
uno (véase figura 6).

En este acercamiento introductorio se incluye también la representacion de
algunas fracciones en la recta numérica (figura 7). Una representacién aparen-
temente tan alejada del pensamiento de los nifios pequenos era considerada
accesible porque se suponia dotada de significado a través de “los saltos de la
rana’, recurso didactico utilizado profusamente con los niimeros naturales en el
primer grado.
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Figura 6. Paginas del libro de sequndo grado en las que inicia el tratamiento
de las fracciones (SEP, 1972a, pp. 105, 110 y 111).

éCué di dias hay dibujadas?

La mufieca chica cuesta una cuarta parte de lo que
vale la grande, ¢cuénto cuesta la grande?

Hay D medias sandias

¢Cuéntas sandifas hay dibujadas?

Hay D sandias enteras

Si un equipo de futbol ha jugado 3 partidos, ¢cuéntos
medios tiempos ha jugado?

e v o

105

FoAL

8lo han entregado una cuarta parte de Ios sacos de
smento. Pinta los que faltan. i

Figura 7. Introduccion, en el sequndo grado, de las fracciones en la recta
numérica. (SEP. 19721a, p. 107).

Si la ranita chica estd en el punto 1/2, ¢cuéntos saltos
tiene que dar para llegar a los puntos indicados?

ﬁ A 4 IZI saltos
= s

1
I
o % 1 2 3 4 5

i I I
() T

ﬁ e D saltos
+
5

Lol
\
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Pero la nocion no se limita a lo anterior; en tercer grado se incorpora la idea
de fraccion como resultado de un reparto (tendiente a la idea de cociente)
mediante el planteamiento de problemas del tipo siguiente:

E
‘Diez ninos se van a repartir dos papayas. Forman dos grupos de 5 nifos cada uno y
cada grupo se divide una papaya en partes iguales. A cada nino le toca de
papaya’. (p. 207, libro de tercer grado, subrayado mio).

La parte-todo y el cociente se alternaran a lo largo de la primaria y se comple-
mentaran con la idea de razon (asociada a las figuras a escala) y la de operador,
trabajada con detenimiento en los Ultimos grados, mediante problemas del tipo:
“Cinco octavas partes de los animales de un zooldgico son mamiferos y 2 de
cada 25 mamiferos son fieras. Si el zooldgico cuenta con 3000 animales, {cudn-
tas fieras puedes hallar en el zoolégico? (SEP, 1972, p. 253)".

Este sub-constructo desembocard en la multiplicacion de fracciones, que
se dota de significado mediante un amplio tratamiento basado en la grafica-
cion de la idea “una parte de” sobre fracciones unitarias y no unitarias: “el
resultado de multiplicar una fraccion por otra es una parte de esa otra’, lo que
se formaliza mediante la operacién mencionada (figura 8).

7 Coincido con Real, Gémez y Figueras (2013), en que la interpretacion de la fraccion puede modifi-
carse en una situacion, por ejemplo, en una situacion de escalas, inicialmente se trata de una razon, y se
transita a la de operador cuando se resuelve el problema.
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Figura 8. Pagina de libro de quinto grado dedicada a ilustrar
la multiplicacion de fracciones (SEP, 1972¢, p. 177).

Colorea un tercio de dos quintos (-1? X %)

RS

|

At PR P e SADS

4Qué parte de dos quintos obtuviste?

Representa sobre la recta ica, las sigui P
ali X s (un tercio de un medio)
32
;
0 1
1 2 : =
— X == (un fercio de dos quintos)
3 5 i
5/\ LN, 1 ‘ NGy Crw s/
oN__7 ,i\ 1

Posteriormente, la operacion se utiliza para resolver problemas del tipo
siguiente:

F

%/7 partes del espacio de un librero estd ocupada por libros, y de éstos, las enciclopedias
ocupan la tercera parte, (Qué parte del librero ocupan las enciclopedias?

(SEP, 1972¢, p. 256)

Es importante senalar que la idea de fraccion como cociente (resultado de un
reparto) se desarrolla sin apoyo de representaciones graficas. Son situaciones
planteadas verbalmente las que vinculan al sub-constructo con el CE de los
estudiantes, tal como se ve en el problema inserto en el recuadro E. Esto se debe
probablemente a que la actividad de repartir estd mds vinculada a la accion
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efectiva que la de sombrear figuras (Kerslake, 1986, p. 90), y al ser mas dinamica,
es mas dificil de representar.

Es asi que, aunque las situaciones no corresponden solo al modelo domi-
nante, en general, las representaciones graficas si. Es hasta que se incorpora la
equivalencia —a partir de la idea de “reparto” (SEP, 1975, pp. 109, y 110)- cuando
se incluyen representaciones graficas de algunos repartos (figura 9). Con este
tipo de imagenes se busca generar un Cl que apoye la comprension de la
nocion.

Figura 9. Pagina del libro de cuarto grado en la que se incorpora la idea de equivalencia
con base en repartos equivalentes. La pagina siguiente contiene ejemplos similares.

Leccion 40 P

Pepe y Meche tenian 1 pastel Pero llegaren Paco y Marta con
azul para repartirselo entre los 2: | un pastel amarillo y decidieron
repartirse los 2 pasteles entre

% @\
A\ ZA "A vA ¥,

>
-

Pepe Meche | Pepe Meche Paco  Marta
A cada uno le iba a tocar A cada uno le tocaron
1 de pastel. 2 de pastel.
2 4
En ambos casos la fraccién de pastel que le tocé a cada uno es la
3 oy
misma: - .
En la recta érica tambié des ver que L :
= 2 4

El lenguaje
En los primeros grados predomina el lenguaje natural; la incorporacion decidida

del lenguaje TS comienza hacia la mitad de la primaria, con referencia al modelo
parte-todo (figura 10).
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Figura 10. P4gina del libro de tercer grado, donde se observa el transito al nivel técni-
co-simbolico sustentado basicamente en el modelo parte-todo (SEP, 1972b, 203).

~ Cuando dividimos una cosa en 4 partes lnglo.s, cada pcﬂe’ﬁ Ilcma

un cuarto y con nimeros se escribe —:—-

Cada una de las 5 partes iguales de um; cosa se llama un quinto y
con nimeros se ewibe—lm
Completa: 2
Cada u'nu de las 6 partes iguales de una cosa se llama un sexto y
con nimeros se escribe —.
Cada una de las 7 partes iguales de una cosa se llama un séptimo y
con nimeros se escribe —.

N

Cada una de las 8 partes iguales de una cosa se llama un octavo y

con nimeros se escribe —.

La representacion grafica del modelo se alterna con “todos intangibles’, como la
hora o los minutos, concluyendo, después de varios ejemplos, con la siguiente
formulacion:

G
“Los niimeros como /2, 1/3, /4 se llaman quebrados o fracciones”
(Libro de tercer grado, p. 205).

Frases idénticas se reiteran en tercero y cuarto grados, siempre destacadas en
recuadros y precedidas de ejemplos y ejercicios sobre representaciones graficas
del modelo. Pero en este periodo, como se vera en seguida, el lenguaje y su uso
se complejizaron.
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El lugar del lenguaje “formal”

No obstante la recurrencia al modelo parte-todo y el uso de frases enunciativas,
una diferencia con el curriculo de los anos sesenta es el lugar del lenguaje: a
las formulaciones y definiciones las preceden una cantidad importante de repre-
sentaciones graficas. Esto es, hay un transito mas pausado por el nivel intuitivo,
el cual tiene por objetivo dotar de significado a las “formalizaciones matemati-
cas’. En consecuencia, el lenguaje matematico “formal” generalmente se ubica
al final de las lecciones.

En otros casos, el lenguaje se torna argumentativo (trata de exponer las
razones que subyacen a las formulaciones), como en la multiplicacion que, a
través de acciones sobre imagenes, intenta mostrar las “razones” del significado
de la operacion (figura 8).

En algunas ocasiones, se introduce un lenguaje que acompana mas abier-
tamente al razonamiento inductivo, promovido mediante la observacion guiada
de ciertas regularidades en los casos presentados. De este modo —conforme a
la idea de que los ninos descubran los conceptos— el procedimiento general, el
concepto o la definicién que interesa elaborar se formulan con base en la requ-
laridad observada en los ejemplos y los ejercicios resueltos.

Un intento por promover el razonamiento inductivo en el caso de las frac-
ciones lo encontramos en el libro de cuarto grado donde, después de una
actividad sobre varias ‘rectas numéricas’, en la que se constata que el punto o
los puntos correspondientes a diversas fracciones es el mismo (figura 11), la
secuencia se cierra formalizando la idea de que a un mismo numero (mismo
punto en la recta) corresponden distintas expresiones fraccionarias equivalentes
(figura 12).
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Figura 11. Rectas numéricas donde se muestra la equivalencia de fracciones
respecto de los puntos correspondientes a 1, 2'y 3 (SEP, 1975, p. 76)

Escribe arriba de cada cruz el quebrado que representa:
1 2
2 2
di. 1 i g e i i 21 3
f T T 1 % T T
0 1 2 3
i fooageling oo oyt p syt gy iy
0 1 2 3
00rH08 | it
0 1 2 3
PR R R T G SO (A R ] Rl P 2 Bk i e
q e o ova sl (o DESEGR IR D5 TR e 5 e om ot L ST R 4
0 1 2 3
e o B o R
0 1 2 3
s8ptimos |4
o 0 1 2 3
76

Figura 12. Leccién en la que, habiendo observado puntos sobre la recta correspondientes
a fracciones equivalentes (figura 11), se concluye sobre la equivalencia de
fracciones y se emplea por primera vez el término equivalente.

Libro del alumno. Matemadticas. Cuarto grado. (SEP, 1975: 77).

Mira las rectas numéricas anteriores para escribir en medios, tercios,
hasta séptimos:

w
il

i S
2

Observa que has escrito cada uno de los nimeros 1, 2 y 3 de varias
maneras distintas, que llamaremos equivalentes.

44 EDUCACION MATEMATICA, VOL. 31, NUM. 2, AGOSTO DE 2019



Significados, representaciones y lenguaje: las fracciones en tres generaciones de libros..

El proceso didactico sequido en este caso consiste en: a) resolver ejercicios
donde se muestra que es posible expresar de distintas maneras una fraccion
(un mismo punto en la recta), b) hacer observar lo anterior, ¢) observar que un
numero puede expresarse de diferentes maneras, y d) dar nombre a lo observado:
esas distintas maneras son equivalentes.

Después de un recorrido apoyado en representaciones del modelo parte-todo
y la recta numérica, se concluye con una definicion de equivalencia sustentada
en los productos cruzados, situacion que refleja el interés por formalizar el len-
guaje matematico (Nivel TS) (figura 13).

Figura 13. Matemdticas. Quinto grado. (SEP, 1972¢, p. 41)

Si a, b, n representa cualquier nimero y b, n son distintos de cero

a aXn
Observa que, en general, T - e

Si lees cada linea de derecha a izquierda

a a:n
podrés ver que, en general, — =

b b:n

Consideremos las fracciones equivalentes:

273
g

y observemos que 2 X 12 = 24; 8 X 3 = 24.

Los productos cruzados (2 X 12 y 8 X 3) son iguales, ésta es otra
manera de comprobar que 2 fracciones son equivalentes, comprueba
calculando los productos cruzados, si se cumple una igualdad similar
en otros casos (Puedes usar las fracciones obtenidas en la pdgina an-
terior).

Es decir que, en algunas lecciones se buscaba la obtencion de formalizaciones
como corolario del proceso de descubrimiento (o de induccion). Los libros de
texto eran un importante apoyo para poner en practica tal enfoque. Aunque
plasmarlo en el tratamiento de las fracciones no fue tan sencillo como en otros
temas, por lo que su incorporacion no fue muy frecuente.
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Conclusiones sobre el curriculo de 1972

Antes mencioné, que esta propuesta implicé una primera apertura a la idea de
numero racional como “gran concepto” constituido por los sub-constructos medi-
da, cociente, razon y operador multiplicativo.

Es cierto que aun se utiliza la palabra “quebrado”y que el modelo parte-todo
es referente grafico fundamental para la construccion del concepto de fraccion,
pero a las frutas o las figuras geométricas regulares se agregaron las irrequlares,
las colecciones de objetos, o los “todos” diferentes de uno expresados por ejemplo
en precios, numero de participantes en equipos deportivos, o de alumnos de un
grupo escolar. Ya en los ultimos grados se incluye la nocién de operador median-
te conjuntos de los que se ha de calcular una fraccion.

Por otra parte, la modificacion en el sustento psicologico (el aprendizaje por
descubrimiento) llevé a intentos meritorios de abandonar la ostension y el len-
guaje descriptivo que le es consustancial.

A pesar de las dificultades para plasmar en todas las lecciones el enfoque
previsto, el reconocimiento de que el alumno llega a la escuela con un conoci-
miento, y que partir de ese conocimiento es el camino pertinente para construir
el conocimiento escolar, constituyé indudablemente un avance en las formas de
pensar el aprendizaje y la ensefanza de las matematicas y de las fracciones. Pero
llegd el tiempo en que la propuesta serfa cuestionada y serfa sustituida por otra
con orientacion constructivista. Esto ocurrié al comenzar los anos noventa.

EL CURRICULO DE BASE CIENTIFICA: ACENTO EN LA CONSTRUCCION DEL
CONOCIMIENTO Y UNA DEBIL INSTITUCIONALIZACION

El curriculo de 1993 se concibi6 en un contexto internacional generado por la irrup-
cion del constructivismo en la educacion basica y por un avance importante en la
investigacion en didactica de las matematicas (véase, por ejemplo, Block y Waldegg,
coords.1995), contexto en el que ademas se vivia un fuerte desencanto por los
resultados de ‘las matematicas modernas” (SEP, 1993; Block y Alvarez, 1999: Avila,
2006). Resultado de lo anterior, fueron los cambios relevantes en el enfoque peda-
gogico para promover el aprendizaje de las matematicas: se busco la participacion
activa de los alumnos en la construccion de los conocimientos, y se incorporo la
resolucion de problemas como instrumento privilegiado para hacerlo (SEP, 1993).
Dicha perspectiva se dejé sentir en el tratamiento didactico de las fracciones.
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Un amplio significado para la nocién de fraccién

Siendo éste un curriculo que contaba para su fundamentacién con un amplio
acervo de investigaciones sobre el aprendizaje de las fracciones, se incluyeron
sistematicamente sus diversos significados: parte-todo, cociente, medida, razén
y operador (SEP, 2001, 2002a, 2002b, 2002c). Estos significados se trabajan a
partir de situaciones problematicas consideradas significativas para los alumnos:
particion de cartulinas, hojas y tiras de papel para construir adornos o juguetes;
repartos de pasteles, pizzas y galletas (modelados en papel); asi como medicion
de objetos del entorno, entre otras. Las tiras de papel también fueron utilizadas para
trabajar las fracciones en contexto de medicién, y en los ultimos grados se abordo
detenidamente la idea de razén vinculada a mezclas, reglas de cambio y escalas.

El acercamiento didactico en esta propuesta es muy distinto de los anteriores;
las frutas y las figuras geométricas desaparecieron como recursos para introducir
las fracciones. Las lecciones sobre el tema (que comienzan en tercer grado)
incluyen situaciones problematicas a partir de las cuales —aprovechando los
conocimientos previos de los ninos— se van construyendo las nociones. El acer-
camiento inicia con las fracciones un medioy un cuarto, que durante un tiempo
no seran nombradas formalmente ni simbolizadas. La figura 14 muestra un
fragmento de una leccion donde la intencion es que se fraccionen hojas de
papel en medios y cuartos sin utilizar necesariamente los términos.

Figura 14. Fragmento de la leccion del libro de tercer grado en la que inicia
el tratamiento de las fracciones en el curriculo.

2 El cquipo de Luis comprd 3 pliegos de papel para hacer banderitas de México.
Para hacer una banderita se necesita una parte verde, una blanca y una roja.
Divide cada pliego para que se puedan hacer 4 banderitas del mismo tamanfio.

ZEn cudntas partes iguales quedd dividido cada pliego? e el

Luis y su egquipo ya hicieron 2 banderitas de las 4 que quieren hacer.

2Qué parte del pliego verde han utilizadn? _
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También es clara la intencion de romper el esquematismo del modelo parte-to-
do presentando particiones no convencionales (figura 15), y vinculando las frac-
ciones con cantidades discretas (precios) y continuas (litros o quesos) (figura 16).

Figura 15. Leccion de tercer grado en la que se muestran particiones poco convencionales

' La maestra dio a cada nifio una hoja de papel tamafio carta y les dijo que la cortaran a la mitad.
Fijate como lo hicieron.

Jaime Pedro
Itzel Luisa Marco
Patricia Laura

¢Quiénes cortaron la hoja a la mitad?

¢Quiénes no cortaron la hoja a la mitad?

éCrees que la hoja de Laura y la de Jaime estan cortadas a la mitad? Explica por qué.

Usa el material recortable nimero 4 para comprobar cules son mitades y cudles no son mitades.
Compara la mitad de la hoja de Marco con la mitad de la hoja de Pedro.
Comenta con tus fieros lo que observas.

Figura 16. Fragmento de una leccién donde las fracciones se vinculan a cantidades
continuas y discretas (Matematicas tercer grado. SEP, 2002a, p. 92)

39. Quesos y Créma | Paco ests contento en la granja de su tio.
Ahora ya sabe que una parte de la leche que producen las vacas se utiliza
para hacer quesos y crema.

. Anota en las lineas los precios que faltan. /
Toma en cuenta que si se compra la mitad o la cuarta parte, el costo también f
es la mitad o la cuarta parte.

M/\__»‘-m/\

Queso grande Queso mediano Queso chico 1 litro de crema
$24 $16 $8 $12
A <
Medio queso mediano Medio queso chico Medio litro
$ $ $
/’—
\ !
< i
Medio queso grande Un cuarto de queso grande Un cuarto de litro
$ $ $
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Ocasionalmente, —como al final de la leccion “Quesos y crema’- se incluyen
‘formalizaciones” del conocimiento producto de la actividad (recuadro H):

H

Para escribir cantidades como un medio o un cuarto, se pueden utilizar las fracciones. Un
medio se escribe asi: ; un cuarto se escribe asi: . (Matemdticas tercer grado. SEP, 2002a,
p. 93)

Estas formalizaciones son muy escasas y, en general, son “formalizaciones
locales”, puesto que las convenciones son fijadas libremente para utilidad del
grupo y el avance en el estudio de la leccion. Bajo el escaso interés por las
formalizaciones, la primera vez que se utiliza el lenguaje técnico simbdlico es
en la leccion Quesos y crema. En las cinco lecciones previas todo se ha expre-
sado en lenguaje natural.

También se incluyen situaciones donde aparecen las fracciones en contexto
de medicion, con referencia a unidades no convencionales. Por ejemplo, unas
tiras de papel se convierten en unidades de medida y de su uso resultaran
fracciones (figura 17):

Cuando se incluyen las fracciones como resultado de un reparto, de manera
distinta a como se hacia en la propuesta de 1972, los repartos se representan
graficamente, o se pide a los alumnos realizarlos con objetos o dibujos. La
pagina donde se inicia el trabajo con esta interpretacion se ve en la figura 18.
La pagina es interesante porque, ademas de que los repartos se hacen efec-
tivamente, la accion se vincula con la escritura de las fracciones (3 hojas para
4 ninos; las 3 hojas se dividen para repartirlas entre los 4 nifos; a cada nifo
le tocan %/ de hoja). Esta vinculacion (CE-CI-CTS) también muestra el interés
por el significado: aqui de una representacion dificil de comprender (la de la
forma a/b).
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Yo tengola tira azal o
yoabe 3 veces ena tira
Mide __dela tiraroja.

La maestra formé equipos de dos, cuatro y ocho nifios. Después entregé algunas hojas a
cada equipo para que se las repartieran en partes iguales.

o 29026
¥ O0l-
 ®oo%a

e?%g | 8

Equipo 5

Divide los rectangulos para indicaf lo que le toca a cada nifio en su equipo.
¢Cuéntas hojas tiene el equipo 2? -l

¢Entre cuéntos nifios se repartieron?
¢Cuénto le tocé a cada nifio?

Completa los datos que faltan en la siguiente tabla.

 Acadanifoletocé

B usa el material recortable nimero 15. Con Ia tira roja mide las otras tiras y completa Figura 17. Fragmento de una lec-

lo que dicen los nifios.

cion de tercer grado donde las tiras
de papel se utilizan como unida-
des de medida que dan lugar a
fracciones.

Figura 18. Leccion del libro
de cuarto grado donde se
introduce la nocién de
fraccion como resultado
de un reparto.
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Las hasta aqui expuestas no son todas las ideas sobre las fracciones incor-
poradas en 1993. En el quinto grado se introduce su representacion en la recta
numeérica y se da un amplio tratamiento a las fracciones decimales y la expresion
decimal de las fracciones (SEP, 2002c). También la comparacion, equivalencia y
suma de fracciones, ocupan un lugar en la propuesta.

Comparacion, equivalencia y suma de fracciones

La nocion de equivalencia se vincula a situaciones donde se hacen repartos
equivalentes (SEP; 2001b, p. 93-93) o a situaciones en contexto de medicion o
saltos de animales: por ejemplo, “Un salto de /2 metro es igual a un salto de %/
de metro” (SEP, 2002b, p. 135). Pero la equivalencia se lleva a otros contextos:
en una leccion de sexto grado la actividad se ubica en la notacion musical:
¢Cudntas corcheas equivalen a una blanca?, (Qué parte de una redonda es una
corchea?, El nivel TS se introduce solicitando establecer la equivalencia entre
una fraccion (5/4) y tantas notas blancas, o negras, o corcheas como sean
necesarias para completar el tiempo musical anotado (SEP, 2001p. 21). Una tabla
de numeros proporcionales que los estudiantes han de llenar a partir de calcular
el listdn para varios monos, resulta Util para acercar mas al nivel TS e incorporar
una formalizacién local sobre la equivalencia:

I

Seguramente las fracciones que te resultaron en las preguntas anteriores son 5/3 y 10/6.
Estas fracciones representan la misma medida y hay varias maneras de comprobar que
son equivalentes. (SEP, Sexto grado. 25).

El curriculo incluye también la suma de fracciones, que inicia en el tercer grado.
En éste se utilizan fracciones de denominador 2 0 4 y a lo largo de todo el ciclo
educativo se trabaja con fracciones facilmente manejables. Se espera que los
ninos, con sus conocimientos etnomatematicos y los intuitivos desarrollados en la
escuela, desplieguen estrategias personales para calcular. Es por ello que, en vez
de comunicarse algun procedimiento formal, lo mas frecuente es que se comparen
las estrategias de solucion y los resultados con los de otros companeros. Es hasta
el final de la secuencia, en el sexto grado, donde se expone un ejemplo (no del
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todo desarrollado) de cémo podrian haber sumado los niimeros mixtos implicados
en la resolucion de un problema (figura 19) (SEP, 2001, p. 55).

Figura 19. Formalizacion local del procedimiento para sumar nimeros mixtos.

Compara tus procedimientos y resultados con los de otros compaiieros.

4. Para sumar o restar niimeros mixtos puedes hacer lo siguiente:

1,2
1 2 =1+2+7+‘3_

. - 1_41
s —3~|»16—46
- - 3.8
oblen.%‘;?*a
29.16_25_,1
‘6+6_6'46

Este tema (la suma de fracciones) culmina en combinacion con la idea de
equivalencia, mediante una actividad consistente en anotar las fracciones con-
venientes para lograr el equilibrio entre diversos moviles (figura 20):

Figura 20. Primera pagina de la lec- 1. Los méviles son artesanias que se hacen en muchas partes del mundo.
» X El secreto es mantener el equilibrio con los objetos que cuelgan. Anota
cion de sexto grado que cierra el tra- el niimero natural o la fraccion que se necesita en cada cuadrito vacio
. para lograr el equilibrio.
tamiento de la suma y resta de
fracciones. ( . ®)
| . |
‘ [ [
| | |
‘ e [zl - ——
3 g | |
Lea b TOT
[ {
L]
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El de los moviles es un ejercicio que obliga a pensary no so6lo a hacer cal-
culos de modo automatico. Es también el final de una secuencia sin alguna
formalizacion procedimental para calcular con las fracciones.

La fraccion como razén

Esta nocion tiene un elaborado tratamiento; su inclusion constituye una inno-
vacion en la ensenanza de las fracciones. Se inicia en el quinto grado, explici-
tando que la razon es una forma mas de interpretar las fracciones, segun
subtitulo de la leccion ‘La tienda de pinturas: Fracciones como relaciones o
razones” (SEP, 2002¢, 142-143). El contexto de mezclas resulta util para vincular,
a partir de situaciones problematicas, fracciones sencillas (como 5/8) con expre-
siones del tipo “Litros de pintura blanca por cada litro de pintura verde’, o “Frac-
cion de pintura blanca que hay en la mezcla”.

Posteriormente la nocion se relaciona con la idea ‘“regla de cambio” que —-a
partir de situaciones problematicas— se expresa también como ‘tratos buenos” y
‘no tan buenos’. Por ejemplo, en una leccion de sexto grado se plantea: Por cada
ficha les doy 3 estampas, Por cada 6 fichas les doy 12 estampas, Les doy una
cantidad de estampas igual a dos veces la cantidad de fichas, icon cual regla
de cambio creen que ganaran mas estampas? (SEP, 2001, pp.30-31).

Los estudiantes han de decidir cudl regla es la que conviene mas. En
concordancia con el enfoque, se promueve la comparacion y discusion de
resultados, incluyendo la idea de que “Hay reglas de cambio que son equiva-
lentes porque dan siempre la misma cantidad de estampas” (leccién 11, pp.
30-31). Siempre sobre la base de problemas, mas adelante se comunica a los
estudiantes la posibilidad de representar las “reglas de cambio” o “los tratos
mediante expresiones distintas: a) “por cada tantos.me dan tantos..", b)
mediante porcentajes, o ¢) mediante fracciones (SEP, 2001, p. 45). Hay un
notable interés en hacer comprender la nocion de razon generando un cono-
cimiento intuitivo sobre esta relacion.

Otra vertiente del tema se vincula a las escalas; se inicia mediante indica-
ciones como: Los lados de la nueva figura deben ser del doble, del triple, etc,
sin referencias formales al concepto. Es en la leccion 46 (SEP, 2001, p. 104-105)
después de varias lecciones que abordan el tema donde se formaliza el con-
cepto de factor de escala:
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El numero por el que hay que multiplicar (o dividir) las medidas de una figura para obtener las
medidas de la figura a escala se llama factor de escala.

Para que una figura sea una reproduccion a escala de otra, el factor de escala debe ser el mismo
para todos los lados que se corresponden. Lo anterior equivale a decir que las medidas de una
figura deben ser proporcionales a las medidas de la otra. (SEP; 2001, p. 105).

En sintesis, en este curriculo hemos visto la incorporacion de la fraccién asociada
al modelo parte-todo de una manera breve y distinta de como se hacia en las
propuestas curriculares anteriores. Ademas, 1a nocion, siempre inmersa en situa-
ciones problematicas, se presenta vinculada sistematicamente a las situaciones
de medicion y de reparto, asi como de razdn. En el quinto y sexto grados ademas de
un trabajo intenso con la razon, se incluyen nociones afines: porcentaje y escala.
Es un claro ensanchamiento de la idea tradicional de fraccion.

¢EL SIGNIFICADO OPACO AL LENGUAIE?

El interés por dar significado a las fracciones es notable en esta propuesta. No
hay ninguna leccion donde la actividad no esté relacionada con alguna repre-
sentacion grafica de las fracciones o con alguna situacion problematica de la
que derive la actividad de aprendizaje. Es decir que generar un conocimiento
intuitivo (en los términos de Kieren) fue fundamental en este curriculo. En cam-
bio, casi no hay formalizaciones en los libros de tercero, cuarto y quinto grado
(dos, tres y cuatro respectivamente). En el de sexto grado aumenta el nimero (a
ocho), principalmente en el tema de razén. Pero la prevalencia del conocimiento
intuitivo se conservd y no todo lo que hubiera sido conveniente formalizar se
formalizé. Llama la atencién que los procedimientos para sumar y restar frac-
ciones son motivo sélo de “formalizaciones locales” y no se acompanan de una
formalizacion franca de los procedimientos.

Conclusiones sobre el curriculo de 1993

La interpretacion dada al constructivismo en este curriculo, llevé a trabajar sis-
tematicamente los distintos sub-constructos del niimero racional, y con ello a
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ensanchar el significado de las fracciones. El concepto de fraccion (entendida
en sentido amplio) se construye con base en la resolucion de problemas y ejer-
cicios contextualizados, es muy probable que con ello se impregnara de signi-
ficado. Pero hay una ausencia importante en esta propuesta: los conceptos
abordados practicamente no se formalizan con algun enunciado o definicion.
Aunqgue este problema es menor en el sexto grado, siguiendo el pensamiento
de Kieren seria valido decir que, en el curriculo de 1993, promotor de que los
alumnos construyeran las nociones a partir de sus propios recursos intelectuales,
el estudio de las fracciones se llevo a cabo, fundamentalmente, en el nivel etno-
matematico y en el intuitivo, pero escasamente en el nivel técnico-simbolico.

CONCLUSIONES GENERALES

En las tres propuestas curriculares revisadas se otorga importancia considerable
al concepto de fraccion; en todas se desarrollan secuencias de actividades y
lecciones que tratan su contenido con amplitud. Empero, la concepcion acerca
de como se aprenden, asi como los significados y el lenguaje que se les asocia
cambiaron de manera importante en cada una.

El cambio estuvo alimentado por la evolucion en las teorias del aprendizaje
y el avance de la investigacion en educacion matematica. De una centracion
exclusiva en el sub-constructo parte-todoy un enfoque sustentado en principios
psicologicos hoy superados, se pasd en 1972 a la incorporacion de diversos
significados de las fracciones, se amplio el nimero de sus representaciones —
destacando el uso de la recta numérica—y se promovi6 el descubrimiento como
via privilegiada de aprendizaje. Derivado de esto ultimo, se busco formalizar los
conocimientos como corolario de la actividad de descubrimiento, aunque no
siempre el intento culmind exitosamente. Como quiera que sea, la promocion
del aprendizaje por descubrimiento, el transito pausado por el nivel intuitivo, asi
como la formalizacién progresiva del lenguaje fueron elementos valiosos incor-
porados con esta reforma.

La reforma constructivista introducida en 1993 lleg6 aun mas alla y promovio
la construccion de los conceptos vinculados a las fracciones a partir de situa-
ciones problematicas consideradas familiares para los nifos. En esta oportuni-
dad, se ve un abandono intencional del esquematismo con que hasta entonces
se habia tratado el modelo parte-todo, un enriquecimiento de los contextos a
los que se asocian las nociones y un amplio reconocimiento a la idea de que
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los nifos construyen sus conocimientos mediante la resolucion de problemas,
la interaccion con sus pares y la socializacion de las ideas, las estrategias de
resolucion y los resultados.

Empero, una debilidad de esta propuesta es la escasa formalizacion de los
conocimientos que buscaba comunicar. Me permito utilizar las palabras de
Brousseau, para expresar que, para cerrar el circulo que lleva de un conocimiento
inicial a un saber se hace indispensable institucionalizar ese saber. El recono-
cimiento de dicho saber en el edificio del universalmente reconocido hace nece-
sario establecer una definicion mediante convenciones linglisticas y gramaticales
aceptadas por una comunidad. (Brousseau, 1986). En términos de Kieren, diria-
mos que esta propuesta tiene un amplio trabajo en los niveles etnomatematico
e intuitivo, y muy escaso en el técnico simbolico.

Para la elaboracién de propuestas curriculares futuras, convendra mirar el
pasado de manera critica, considerar aquello que fue fortaleza, y evitar lo que
fue debilidad. Por ejemplo, la reforma de las matematicas modernas incorporo
una importante innovacion al intentar que los alumnos descubrieran por si
mismos los conceptos, pero el tratamiento de los distintos significados de la
fraccion no fue sistematico y el paso por el nivel intuitivo le otorgd demasiada
confianza al modelo parte-todo. Igualmente, el constructivismo introducido en
1993, llevo a elaborar una propuesta valiosa para la construccion de la nocion
de fraccion a través de sus diferentes sub-constructos, siempre en situaciones
consideradas de interés para los ninos. Sin duda fue muy relevante la intencion
de vincular significativamente a los alumnos con la nocién y todas sus implica-
ciones, pero la falta de formalizaciones debilito la propuesta.

Hoy en México esta en puerta la incorporacion de nuevos programas de
matematicas. En la tradicidn educativa mexicana, cada vez que se emprende
una reforma educativa, la ideologia de la innovacion (Brousseau, 2000) se apo-
dera de los planeadores, quienes evitan mirar hacia atras, como si la retrospec-
cion impidiera generar las condiciones para un mejor aprendizaje. La mejora,
segun parece, quiere hacerse depender de la innovacién. Sin embargo, “al hacer
de lo novedoso el criterio esencial para valorar las acciones propuestas, se des-
truyen las posibilidades de éxito de las mismas, y se muestra al mismo tiempo
que no es al mejoramiento de la ensenanza a lo que se aspira’. (Brousseau,
2000, p. 31).

En el caso de las fracciones, los exdmenes nacionales recientes informan de
escasos aprendizajes; también se nos ha informado que en muchas escuelas
permanece la centracion en el modelo parte-todo y se trabaja muy poco el resto
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de los sub-constructos (Avila, 2006; lzquierdo, 2006, Gonzalez-Molina 2018). A
este tipo de ensenanza, sin duda, también estan asociados los resultados que
arrojan los examenes nacionales.

D'Amore y Fandino (2015), en un interesante escrito publicado en Educacion
Matemadtica y titulado “Propuestas metodoldgicas que constituyeron ilusiones en
el proceso de ensenanza de las matemdticas” (p. 7), muestran como muchas de
ellas tuvieron una gran difusion, pero fueron ilusorias, ya que las mejoras espe-
radas con su introduccién nunca llegaron. Esto parece ser lo que sucede en
Meéxico con las fracciones.

Es probable, entonces, que sea mas util pensar en como mejorar lo que
hacen y conocen los profesores y no en incorporar innovaciones que, en pala-
bras de D’Amore y Fandino, es probable que soélo constituyan ilusiones. Por ello,
si bien este escrito tiene por objetivo exponer algunas reflexiones sobre propues-
tas de ensenanza potencialmente utiles para los disenadores de proyectos edu-
cativos, me pregunto si la lectura de este tipo de andlisis podria ser util para
ayudar a los profesores a revisar su practica. Mi hipotesis es que si, pero habra
que investigar.
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Abstract: In this paper we present a different teaching practice in Early Child-
hood Education that favours the development of early spatial capacity and,
especially, skills related to spatial orientation tasks. To this end, a sequence of
activities based on Realistic Mathematical Education has been designed that
can be implemented in Early Childhood Education classroom with children
between the ages of 3 and 6. In addition to the design and implementation,
we show the peculiarities of implementation in each course and some produc-
tions made by children depending on age and their learning in order to see
the progress in each case.

Keywords: Early Childhood Education, Spatial Orientation, Realistic Mathemat-
ical Education, Teaching Practice

INTRODUCCION Y MARCO TEORICO

A pesar de que es en la primera infancia donde se asientan los conocimientos
matematicos que se usaran en el futuro, el tratamiento de las matematicas es
en muchas ocasiones difuso y la adquisicién de competencias es dificil de eva-
luar. En este sentido, como advierte Rico (1993), es muy raro que se enfrente a
los ninos a actividades creativas en las que sean evaluadas las competencias
que se desarrollan para resolverlas y, aunque los ninos poseen muchas capa-
cidades matematicas cuando se escolarizan, para la gran mayoria las matema-
ticas escolares son dificiles y confusas. Para colmo, algunos profesores afirman
que se pierde mucho tiempo rellenando fichas, repitiendo mecanismos, y ejer-
citando destrezas. Sin embargo, como apuntan las directrices curriculares y
tendencias metodoldgicas actuales (MEC, 2007), el pensamiento matematico no
se aprende recibiendo informacion de forma pasiva o aprendiendo unas técnicas
sino a través de un proceso activo y un deseo de hallar una respuesta a con-
textos y problemas reales.

Por este motivo, teniendo en cuenta que las ninas y los ninos adquieren
diversos conocimientos informales en su entorno vital, convendria entender
como realizan el aprendizaje matematico y, en particular, el espacial.

Con el fin de ahondar en este objetivo, debemos destacar que las matema-
ticas en Educacion Infantil, y en particular sus metodologias, han evolucionado
en los ultimos tiempos tratando de dar respuesta a preguntas candentes
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relacionadas con nuestro objetivo, pero que siguen sin tener una solucion uni-
versal que facilite la ensenanza-aprendizaje.

Dentro del apartado referido a las metodologias de ensefanza-aprendizaje de
la matematica cabe destacar la figura de Freudenthal, considerado el padre de la
Matematica Realista. Alejandose de aprendizajes antiguos, memoristicos, abstrac-
tos, y en los cuales el profesorado se limita a dar sus lecciones y a corregir las
pruebas escritas, la Matematica Realista propone buscar en una fase inicial con-
textos reales para una construccion significativa del aprendizaje matematico.

En concreto, se basa en la idea de que la matematica —si ha de tener valor
humano- debe estar conectada con la realidad, mantenerse cercana a las ninas
y los nifos y ser relevante para la sociedad (Freudenthal, 1977). La idea que
subyace a este enfoque es la afirmacion de que aunque no todos los nifos y
ninas deban llegar a ser matematicos o matematicas en la edad adulta, si todas
las personas adultas deben usar las matematicas para resolver los problemas
de la vida cotidiana.

Recogiendo las exposiciones de Freudenthal, Alsina (2009) describe la EMR
a partir de los siguientes principios:

1. De actividad: Las matematicas concebidas como una actividad humana.
La finalidad de las matematicas es matematizar (organizar) el mundo que
nos rodea.

2. De realidad: Las matematicas se aprenden haciendo matematicas en con-
textos reales o realistas.

3. De niveles: Los estudiantes pasan por distintos niveles de comprension:
situacional (en el contexto de la situacion); referencial (esquematizacion a
través de modelos, descripciones, etc); general (exploracion, reflexion y ge-
neralizacion); formal (procedimientos estandares y notacion convencional).

4. De reinvencion guiada: Proceso de aprendizaje que permite reconstruir el
conocimiento matematico formal a través de la mediacion. EI docente ob-
serva el proceso de aprendizaje para poder disenar las experiencias en las
que se reinventa la matematica.

5. De interaccién: La ensenanza de las matematicas es considerada una ac-
tividad social. La interaccién entre los estudiantes y entre los estudiantes y
los profesores puede provocar que cada uno reflexione a partir de lo que
aportan los demas y asi poder alcanzar niveles mas altos de comprension.
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6. De interconexion: Los bloques de contenido matematico (numeracién y

calculo, algebra, geometria,.. ) estan relacionados entre si, no pueden ser
tratados como entidades separadas.

Los ninos deben, pues, aprender matematicas en contextos reales y cerca-
nos que tengan para ellos sentido, a partir de los cuales desarrollar con-
ceptos y aplicar reglas. Surge asi la necesidad de la matematizacion:
trasladar un problema de la vida cotidiana al mundo de las matematicas,
resolverlo, y volver a trasladarlo al mundo real, lo que familiariza al alumno
con el mundo matematico.

Si volvemos a nuestro objetivo original, el de fomentar el aprendizaje matematico
en edades tempranas y, en particular, la orientacién espacial, en primer lugar
debemos decir qué entendemos por ésta. En este sentido, Clements y Sarama
(2009, p. 161) definen la orientacion espacial:

.Tequiere entendery ser capaz de analizary establecer las relaciones existentes entre
distintas posiciones en el espacio; en primer lugar, con respecto a la posicion de uno
mismo y con respecto al movimiento, para, finalmente, ser capaz de trabajar desde
perspectivas mas abstractas que incluyen el tratamiento de mapas y uso de coorde-
nadas con distintas escalas.

Aun asi, es cierto que la capacidad relacionada con la orientacion espacial es muy
ambiciosa y debemos nuevamente focalizar nuestra atencion en el aula de infantil.
En este caso, el NCTM (2000, p.100), en la etapa Pre K-2, describe que ‘localizar y
describir relaciones espaciales mediante coordenadas geométricas y otros sistemas
de representacion” debe capacitar al infante para que sea capaz de:

64

Describir, dar nombre e interpretar posiciones relativas en el espacio y apli-
car ideas sobre posicion relativa (cl);

Describir, dar nombre e interpretar la direccion y la distancia en los despla-
zamientos en el espacio y aplicar estas nociones (c2);

Encontrar y denominar “lugares” con relaciones simples como “cerca de" y
en sistemas de coordenadas tales como mapas (c3).

Igualmente, dentro del apartado “utilizar la visualizacion, el razonamiento mate-
matico y la modelizacion geométrica para resolver problemas’, destacamos:
Reconocer formas y estructuras geométricas en el entorno, y determinar su
situacion (c4).

EDUCACION MATEMATICA, VOL. 31, NUM. 2, AGOSTO DE 2019



Como trabajar la orientacion espacial de modo significativo en Educacion Infantil: implicaciones didacticas

Si bien, en Gonzato, Fernandez Blanco y Diaz Godino (2011) se analizan
tareas presentadas en diversas investigaciones sobre visualizacion y orientacion
espacial, se puede apreciar que la mayor parte de las mismas no hacen diferen-
ciacion por edades y se enfocan al curriculo de educacion primaria.

Es por ello que, si queremos analizar el dilema de la orientacién espacial en
edades tempranas, debemos destacar el trabajo de Berciano, Jiménez-Gestal y
Salgado (2017) en el que analizan de modo cualitativo el tipo de representacion
simbodlica que son capaces de realizar las nifias y nifnos de 5 anos cuando se les
plantea una actividad de orientacién espacial en contexto, basada en la Ense-
nanza Matematica Realista. En concreto, concluyen que todos los nifos y ninas
participantes en la actividad entienden el concepto de 3-dimensionalidad y los
cambios producidos en el eje vertical, lo que les lleva a usar diversos simbolos
en sus representaciones y que, ademas, la complejidad de los simbolos depende
de su capacidad espacial.

Dado que el curriculo de educacion infantil no diferencia por edad entre los
3y los 6 anos y vistos los resultados obtenidos con nifas y ninos del ultimo
curso de Educacion Infantil, se queria indagar por la idoneidad de la practica
docente en edades mas tempranas, al igual que los posibles resultados y repre-
sentaciones que son capaces de realizar los nifos y ninas. Con esto se pretende,
acorde a NCIM vy directrices internacionales, trabajar del modo mas adecuado,
en contexto, la capacidad de orientacion a lo largo de todo el ciclo.

OBIETIVO

El objetivo de la investigacion es describir las caracteristicas principales de una
secuencia didactica disenada especificamente para trabajar la orientacion espa-
cial en el segundo ciclo de educacion infantil. Para tal fin, distinguiremos los
contenidos que se pueden ftratar segun la edad, describiremos las diferentes
producciones realizadas por ninas y ninos de distintas edades y detallaremos
las ventajas y dificultades docentes asociadas a la implementacion.
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DISENO TEORICO

El diseno de la actividad, en su estructura secuencial de actividades, es el mismo
que aparece descrito en Berciano, Jiménez-Gestal y Salgado-Somoza (2016) y
que resumimos a continuacion: a los ninos y ninas de las tres aulas con edades
comprendidas entre los 3y los 6 anos se les plantea como contexto motivador
que deben “encontrar el tesoro perdido y escondido en el Colegio’.

Tal como se describe en Berciano et al. (2016), la actividad realizada en 5
anos fue un éxito, por lo que en este articulo nos planteamos transferir dicha
actividad, manteniendo su contexto, al aula de 3 y 4 anos, y revisar las dificul-
tades y ventajas que esta trasferencia puede suponer. Para ello, la actividad debe
ser readaptada a cada curso, por lo que se debe garantizar que la matematiza-
cién asociada sea la adecuada a la edad correspondiente (ver tabla 1).

FASES DE LA EXPERIMENTACION

La experimentacion en todas las edades ha constado de 3 fases perfectamente
delimitadas y diferenciadas desde el punto de vista tedrico:

1. Trabajo previo en el aula: se trabajan las ideas previas relativas a los piratas,
su modo de vida, los mapas, representaciones graficas, etc. En esta fase,
se realizan preguntas abiertas para que todas/os puedan participar. Se
consensuan algunas ideas al igual que la busqueda del tesoro, definiendo
estrategias de busqueda y tipos de agrupaciones.

2. Trabajo en contexto: se lleva a cabo la busqueda del tesoro (consistente en
una bolsa de monedas de chocolate) en pequenos grupos.

3. Trabajo posterior en el aula: se lleva a cabo una representacion verbal
y una representacion simbolica a través de los dibujos. Individualmente
deben hacer un plano del recorrido realizado y describir verbalmente su
recorrido, el significado de los simbolos usados en el mismo, etc.

Con el tesoro, en cada grupo de estudiantes, atendiendo a la dificultad
segun la edad, tendran que clasificar, ordenar, cuantificar y registrar el
‘dinero” que han encontrado.
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CONTENIDOS ESPECIFICOS A CADA EDAD

Matematizacion asociada a todas las edades del ciclo de educacion infantil:

1. Contenidos c1, c2, 3, c4 (detallados en el apartado de estandares de con-
tenidos de la NCTM).

U W

nes cotidianas.

Competencia comunicativa.
Numeros y cantidad.

Formas geométricas y sus propiedades.
Clasificacién y reconocimiento de significados de pictogramas como accio-

Para poder adaptar a cada curso la actividad, la maestra ha hecho una reflexion
previa acerca de los contenidos que se pueden trabajar en cada edad y mediante
conversaciones con las nifas y ninos de cada clase ha trabajado los contenidos
que aparecen descritos a continuacion.

Tabla 1. Contenidos que se trabajan en cada edad

Contenidos/Edad

Edad 3 anos

Edad 4 anos

Edad 5 anos

Posiciones relativas (c1)

Arriba/abajo; dentro/
fuera

A un lado/ al otro

Izquierda/ derecha;
en frente de

Direccion y distancia
(2)

Hacia delante/ hacia
atras; cerca/lejos

Mas cerca que/ mas
lejos que

Estimacion de
distancias: pasos

Sistemas de
coordenadas (c3)

Ubicacion del punto
de interés como punto

Aparicion de elementos
de referencia

Representacion de
puntos de

absoluto en el mapa  singulares referencia locales
Formas y situacion (c4)  Formas planas Formas planas Cuerpos
irregulares geométricos
notables
Competencia X X X
comunicativa
Numeros y cantidad Muchos/pocos |dentificacion de Cardinales y
cardinales ordinales
Formas geométricas Objetos 2D Objetos 2D Objetos 2Dy 3D
Pictogramas X X X
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DESARROLLO DE LA ACTIVIDAD
La experimentacion tiene lugar a lo largo de dos dias, el primer dia dos sesiones,
y el segundo una sesion aproximadamente, con la siguiente secuenciacion de

tiempos dependiendo de la edad:

Tabla 2. Secuenciacién de la actividad en cada edad

Fases/Edad Edad 3 anos Edad 4 anos Edad 5 anos

Narracion contexto ' hora 'k hora 'k hora
Asamblea 10-15 min 10-20 min 20-30 min
Busqueda del tesoro en pequenos 10 min/grupo 8 min/grupo 5 min/grupo
grupos

Representacion del plano y puesta  20-30 min 40 min 50 minutos
en comun

Trabajo con monedas 40 min 50 min 50 min
RESULTADOS

A modo de ejemplo mostramos algunas de las fotografias de la implementacion
en 3 anos (por cuestiones de privacidad, algunas de ellas aparecen borrosas).

En la primera fase, se realiza la lectura del cuento y posterior debate en
asamblea, para pasar a la indagacion de las “sefiales” que ayuden a encontrar
el tesoro dando paso a una posterior busqueda activa (figura 1).
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Figura 1. Comienzo de la actividad (lectura de cuento y busqueda de pictogramas)

En la figura 2 vemos imagenes que hacen alusion a la busqueda activa y al tesoro
en si (dependiendo del caso, pan de molde 0 monedas de chocolate, entre otros).

Figura 2. Busqueda del tesoro de modo activo

A

Finalmente, se pasa a la fase de formalizacion matematica, tanto a través de
representacion simbolica como de la comunicacion oral (figura 3).

Figura 3. Trabajo posterior en clase con las representaciones

& -ﬂ 7 a =)
REPRES-ENTA ,_ % % oy
_ | i "TIR R ,

Algunas imagenes de la implementacion en 5 anos se pueden ver en Berciano
et al. (2016).
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DESCRIPCION DE ALGUNAS DE LAS PRODUCCIONES POR EDADES
En 3 anos, a pesar de que aparecen diferentes representaciones, en todas ellas
adquiere relevancia el tesoro como punto clave en el plano. Dependiendo del
nivel cognitivo y los intereses mostrados a lo largo del itinerario el plano reali-
zado muestra otros elementos con mayor o menor detalle.

Figura 4. Planos de recorridos, 3 anos.
B Juo
- o
(e

e

A los 4 anos se aprecia una mayor concrecion en aspectos relacionados con la
capacidad de orientacion. En concreto, el tesoro tiene una importancia relevante
dentro de los dibujos pero comienzan a aparecer otros puntos de referencia
singulares, (puerta, escaleras, arbol, ..) con un nivel de detalle diferente sequn
el nino o la nina que lo realiza.

Figura 5. Planos de recorridos, 4 anos.

m@éd o o\ l

En las producciones de 5 anos se observa como el tesoro no es el elemento
protagonista de la representacion, y los elementos singulares aparecen orde-
nados manteniendo una relacion de orden que se corresponde con su locali-
zacion real.
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Figura 6. Planos de recorridos, 5 anos.
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En definitiva, vemos que en edades 3y 4 anos la historia, la intriga, el contexto
se antepone a la vivenciacion del desarrollo de la busqueda, por lo que parte
del recorrido es omitido en sus representaciones y solo se fijan en algunos
puntos o elementos. En este sentido, algunos ninos o ninas de 3 anos se quedan
solo con el elemento final, mientras que en 4 anos ya aparecen mas partes del
recorrido. Por el contrario, el alumnado de 5 anos vive cada uno de los elementos
del recorrido de la busqueda del tesoro, y asi queda registrado en sus planos,
con detalles, simbologia, ...

DESCRIPCION DE LAS DIFICULTADES DESDE EL PUNTO DE VISTA
DOCENTE

En este apartado queremos mostrar algunos de los aspectos mas complicados
de la experimentacion docente llevada a cabo, con el fin de analizar su trans-
feribilidad a otras escuelas.

Una de las complicaciones que tiene el realizar este tipo de actividad es que
la planificacion previa no garantiza que se puedan anticipar los resultados. Estos,
muchas veces, son impredecibles y esta incertidumbre aumenta cuanto mas
pequenos sean los ninos. Se sabe de antemano que ante un rastreo, una salida
del aula, u otras actividades fuera de la rutina, el alumnado es receptivo, pero
el grado de implicacion y si van o no a comprender los mensajes, encontrar o
no el tesoro,... esto no se sabe hasta la experimentacion.

Para el caso del alumnado de menor edad, esta actividad incrementa su
dificultad en el sentido de que, al ser una actividad grupal y debido a las carac-
teristicas de su edad, los ninos y las ninas no suelen desarrollar la actividad del
modo esperado a priori. Siempre hay alumnos que toman la iniciativa y que tiran
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del grupo y otros que se dejan guiar, anadiendo un punto de complejidad a la
hora de fomentar la participacion de todos y todas. Sin embargo, a medida que
aumenta la edad, se observa que las ideas se hablan y se llega a acuerdos de
itinerarios que seguir, decisiones que tomar, etc.

Los resultados, en general, son muy dificiles de cuantificar y de calificar. La
ausencia de producciones y registro de todas las decisiones tomadas para llegar
al fin produce un vacio en la evaluacion del proceso. Por otro lado, la observacion
de las producciones finales muestran algunos niveles de aprendizaje de los
ninos y las ninas, pero no recogen todo lo deseado. Esto se da sobre todo en 3
y 4 anos donde la destreza asociada a la motricidad todavia no esta muy desa-
rrollada y un analisis de sus producciones refleja la omision de muchos datos,
aunque algunos de ellos no sean debidos al desconocimiento.

El trabajo en equipo en edades tempranas es dificil, por lo que hay tener en
cuenta la conformacion de los grupos de busqueda de tesoro. Para que los
equipos funcionen, resulta idoneo establecer roles de tal modo que se repartan
obligaciones para el logro de un mismo objetivo.

Las conexiones: surge la dificultad para el docente de conectar la actividad
con otras areas (literatura y musica) y en la misma area (orientacion espacial,
numeros, medida, cuantificadores, ..), para buscar la mayor realidad y significa-
tividad de la misma.

Los tiempos: el tiempo de ejecucion de la busqueda no se puede anticipar
con exactitud. Hay que estimar tiempos abiertos, de modo que cada grupo pueda
explorar, observando, sin presiones.. Hay que tener en cuenta que cuanto mas
corta es la edad, mas tiempo se consume en la ejecucion y en la toma de deci-
siones, por lo que hay que medir muy bien los tiempos.

Esta implementacion se ha hecho en todo momento con dos docentes; para
no solaparse la ejecucion de la busqueda de los grupos debe haber al menos dos
docentes, una persona para acompanar, sin intervenir, al grupo que esta realizando
la actividad y otra que se quede en el aula con el resto del grupo-aula.

DISCUSION

Los resultados obtenidos en esta practica ponen de manifiesto el potencial de
esta actividad, tanto a nivel metodolégico como para el desarrollo cognitivo del
alumnado. La metodologia utilizada en el desarrollo del proceso de ensenan-
za-aprendizaje invita al alumnado a opinar, interactuar, comprobar y registrar y
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comunicar sus conclusiones con un lenguaje matematico lo mas preciso posible
(acorde con los principios de la EMR; Freudenthal, 1977).

La interaccion con el espacio contextualiza un problema y lo hace real, lo
que permite un aprendizaje significativo, con sentido y servicial para otras situa-
ciones. En este sentido, la representacion escrita cobra una especial importancia,
debido a que los dibujos, trazos y registros de sus producciones estan de acuerdo
a la etapa evolutiva del nino o nina (acorde con Berciano et al, 2017). Sin
embargo, también debemos saber que en ocasiones no consigue plasmar todas
las ideas que éste o ésta verbaliza. A los 3 anos hay mas dificultad para recoger
sus ideas a través del dibujo y trazos que con 5 anos; de ahi la importancia de
preguntar al nino o nina que explique sus producciones, para que pueda mani-
festar sus creencias e ideas al resto del grupo aula y profesorado.

El aprendizaje entre iguales respeta los ritmos individuales de desarrollo de
los ninos y ninas, y las aportaciones y discusiones crean pequenos conflictos
que permiten avanzar en la construccion del conocimiento, y en particular de
los planos y sus representaciones. Ademas, esta interaccion entre iguales con-
lleva a una responsabilidad grupal, a formar parte de un todo, en el que el nino
0 la nina se apoya en el grupo, y no recae en ¢l o ella toda la presion de la
resolucion con éxito de la actividad.

Por ultimo, nos gustaria sefalar que la informacion extraida de esta practica
puede ayudar a docentes a tomar decisiones mejores y mas justificadas para el
tratamiento de la orientacion espacial en el aula de infantil, siempre y cuando
el diseno de actividades cumplan las caracteristicas que aqui destacamos: 1) a
través de la busqueda del tesoro se desarrollan de forma practica y didactica
conceptos matematicos abstractos que resultan confusos en edades tempranas;
2) la transversalidad que tiene esta actividad permite un alto nivel de contenidos
diversos (educacion para la paz, resolucion de conflictos, respeto de las produc-
ciones,.); 3) la vivenciacion provoca entusiasmo e interés por la realizacion de
la actividad y los objetivos a lograr; 4) el ritmo individual de aprendizaje es
respetado, debido a que conviven diferentes ritmos de madurez, en un entorno
en el que todos tienen cabida y algo que aportar. Nadie se siente rechazado;
5) la evaluacién individualiza a través del registro final individual del proceso
de la actividad aporta una herramienta al profesorado para poder hacer juicios
individuales de cada nifo o nina con respecto a su capacidad de orientacion.

EDUCACION MATEMATICA, VOL. 31, NUM. 2, AGOSTO DE 2019 73



Clara Jiménez-Gestal, Ainhoa Berciano y Maria Salgado

REFERENCIAS

Alsina, A. (2009). El aprendizaje realista: una contribucion de la investigacion en Edu-
cacion Matematica a la formacion del profesorado. En M.J. Gonzalez, MT. Gonzalez
y ). Murillo (Eds)), Investigacion en Educaciéon Matemdtica Xl (pp. 119-127). San-
tander: SEIEM.

Berciano, A, Jiménez-Gestal, C. & Salgado-Somoza, M. (2016). Tratamiento de la Orien-
tacién en el Aula de Educacion Infantil desde la perspectiva de la Educacion Mate-
matica Realista, Numeros. Revista de Diddctica de la Matemdtica, 93, 31-43.

Berciano, A, liménez-Gestal, C. y Salgado, M. (2017). Kindergartners' Use of Symbols in
the Semiotic Representation of 3-Dimensional Changes. International Electronic Jour-
nal of Mathematics Education, 11(4), 311-331.

Clements, D.H. & Sarama, J. (2009). Learning and Teaching Early Math. The Learning
Trajectories Approach. New York: Taylor & Francis.

Freudenthal, H. (1977). Antwoord door prof. dr h. freudenthal na het verlenen van het
eredoctoraat. (Respuesta del Prof. Dr H. Freudenthal al serle otorgado un doctorado
honorario). Euclides, 52, 336-338.

Gonzato, M, Fernandez Blanco, T. y Diaz Godino, J. (2011). Tareas para el desarrollo de
habilidades de visualizacion y orientacion espacial. Numeros, Revista de Diddctica
de las Matemdticas, 77 99-117

MEC (2007). ORDEN ECI/3960/2007, de 19 de diciembre, por la que se establece el
curriculo y se requla la ordenacion de la educacion infantil. BOE.

NTCM (2000). Principles and standards for school mathematics. Reston, Va.: The National
Council of Teachers of Mathematics.

Rico, L. (1993). Mathematics assessment in the Spanish educational system. En M. Niss,
Cases of Assessment in Mathematics Education (pp. 9-20). Dordrecht: Kluwer Aca-
demic Publishers.

CLARA JIMENEZ-GESTAL

Domicilio:  Dpto. Matematicas y Computacion
Universidad de La Rioja
Complejo Cientifico y Tecnologico
Madre de Dios 53
26006 Logrono, Espana

Teléfono:  +34 941 299 461

74 EDUCACION MATEMATICA, VOL. 31, NUM. 2, AGOSTO DE 2019



ARTICULOS DE INVESTIGACION DOI: 10.24844/EM3102.04

Estructuras semanticas de problemas aditivos
de enunciado verbal en libros de texto mexicanos

Semantic structures of additive problems of verbal statement
in Mexican textbooks

Camilo Andrés Rodriguez-Nieto!
Catalina Navarro Sandoval?

Angela Nolfa Castro Inostroza®
Maria del Socorro Garcia Gonzalez*

Resumen: El objetivo de esta investigacion es caracterizar los problemas aditivos
de enunciado verbal presentes en los libros de texto del sequndo periodo
escolar de Educacion basica en México (primer, segundo y tercer grados) con base
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contenido documental, en el que se establecieron unidades y categorias de analisis.
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problemas con estructuras sencillas de resolver como las de cambio y combinacion,
y pocos problemas con estructuras complejas como las de comparacion e iguala-
cion. ldentificando ademas algunas estructuras semanticas compuestas, éstas
ultimas representan mayor desafio para la resolucion de problemas.
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Palabras clave: problemas aditivos, estructura semdntica, libro de texto.

Abstract: The research aim is to characterize the additive problems of verbal
statement in the textbooks of the second period of basic education in Mexico
(first, second and third grades) according to their semantic structure. From the
qualitative approach, an analysis of documentary content was carried out, in
which units and categories of analysis were established. The results suggest
that the analyzed textbooks mostly present problems with simple structures to
solve such as change and combination, and just a few of them with complex
structures such as comparison and equalization. Also identifying some com-
posite semantic structures, that represent a challenge in problem solving.

Keywords: additive problems, semantic structure, textbook.

1. INTRODUCCION

Con el propésito de formar estudiantes matematicamente competentes, en la
ensenanza y aprendizaje de las matematicas, la resolucion de problemas se ha
considerado como una actividad de primer orden y eje central para el desarrollo
de contenidos matematicos (NTCM, 2000; Garcia, 2011; CCSSI, 2018). La resolu-
cion de problemas es una competencia que los estudiantes deben desarrollar
de manera auténoma, con la intencion que éstos identifiquen, planteen y resuel-
van una variedad de problemas o situaciones cotidianas en las que se conside-
ren diversos tipos de soluciones, o en las que deban identificar cuando sobran
o faltan datos en el enunciado del problema (SEP, 2011a). Sin embargo, pruebas
estandarizadas como PISA, evidencian que mas de la mitad de los estudiantes
que rinden esta evaluacion, en matematicas no alcanzan el nivel basico de
competencias (nivel 2)> (OCDE, 2016). A nivel nacional, la prueba PLANEA®
reportd que en el puntaje nacional de aciertos los estudiantes alcanzaron un

> Realizar procedimientos rutinarios, ejercicios, tales como operaciones aritméticas en situaciones en
donde todas las instrucciones se les son dadas, pero tienen problemas identificando cémo una situacion del
mundo real puede ser representada matematicamente (OCDE, 2016).

® PLANEA (Plan Nacional de Evaluacion de los Aprendizajes). La cual “evaltia los aprendizajes clave
que los alumnos de cuarto grado de Educacion primaria han alcanzado durante su trayecto escolar en
Espafiol y Matematicas” (INEE, 2016, p.5).
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nivel bajo en la resolucién de problemas aditivos, cuando éstos no tienen la
incognita en la cantidad final (INEE, 2016).

En particular, la resolucion de problemas aditivos ha sido estudiada a partir
de su estructura semantica y la componente sintactica, distinguiendo tipos de
problemas cuando se enfatiza en las relaciones entre los elementos de un
enunciado y los significados de las palabras (Van Dijk y Kintsch, 1983; Riley y
Greeno, 1988). Asimismo, la resolucién de problemas se ha desarrollado a partir
de estrategias y procesos heuristicos, como, por ejemplo, comprender el problema,
concebir un plan, ejecutar el plan y la vision retrospectiva (Pélya, 1989), lo que
ha permitido el surgimiento de las estrategias cognitivas para resolver problemas
(Schoenfeld, 1985). Considerando el grado de dificultad (cantidad de informacion
y relaciones entre los datos), existen otras formas de resolver problemas aritméticos,
Verschaffel, Greer y De Corte (2000) propusieron dos modos de resolucion: el
genuino, utilizado para resolver problemas considerados dificiles desde un con-
texto situacional, y el superficial usado para resolver problemas mas faciles.

Desde la literatura, algunas investigaciones ponen de manifiesto que los
estudiantes al resolver problemas aditivos utilizan estrategias superficiales como,
por ejemplo, el paso directo de la informacion contenida en el problema a una
operacion para obtener la solucién sin comprender el enunciado (Verschaffel y
De Corte, 1993; Blanco, Caballero y Cardenas, 2014; Chamoso, Vicente, Mancha-
doy Munez, 2014; Ortiz, 2014), malinterpretan el enunciado del problema (Orran-
tia, Gonzalez y Vicente, 2005; Polotskaia, Savard y Freiman, 2016), escasa
comprension del problema (Garcia-Garcia, Navarro y Rodriguez-Vasquez, 2014),
y eligen una operacion diferente a la adecuada para la resolucion del problema
(Butto y Martinez, 2012).

El uso de estrategias superficiales, en muchos casos es promovido por los
maestros y los materiales curriculares. En muchas ocasiones, los profesores de
matematicas utilizan palabras clave en el discurso para ensefnar a sus estudian-
tes a resolver un problema (Garcia-Garcia, 2014), proponen problemas aditivos
verbales obviando las clasificaciones segun la estructura semantica, utilizando
estructuras sencillas de resolver (Castro, Gorgorio y Prat, 2014), y regularmente
al revisar resultados no se atienden los procedimientos realizados por los estu-
diantes (Polotskaia et al, 2016). Se podria pensar, que dado que los materiales
curriculares como el libro de texto, han desempefnado un papel fundamental en
el proceso de ensenanza y aprendizaje de las matematicas, estas practicas son

7 Instituto Nacional para la Evaluacion de la Educacion.
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influenciadas, de algun modo, por los contenidos y el tipo de problemas presen-
tes en libros de texto escolares de matematicas, en los que en muchas ocasiones,
se proponen problemas poco desafiantes y cuyo enunciado presenta poca varie-
dad en el lugar de la incognita (Orrantia et al, 2005; Chamoso et al, 2014; Ortiz,
2014; Sanchez y Vicente, 2015).

El libro de texto se ha considerado una herramienta importante para la
planificacion de clases por parte de los profesores (Azcarate y Serrado, 2006;
Pepin, Gueudety Trouche, 2013; Aké y Godino, 2018). No obstante, es importante
el uso que se le dé al libro de texto, pues de éste dependera la influencia favo-
rable o desfavorable durante la ensefianza de cualquier contenido. En algunos
casos los libros de texto presentan errores en los contenidos, lo que podria causar
inconsistencias durante el proceso de razonamiento y aprendizaje de estudiantes
y en la ensenanza por parte de los profesores (Jaime, Chapa y Gutiérrez, 1992).
De ahi la importancia de realizar investigaciones centradas en el analisis de
libros de texto escolares, para evaluar su pertinencia y adecuacion de sus con-
tenidos (Font y Godino, 2006).

En esta linea, diferentes investigaciones han estudiado los problemas aditivos
de enunciado verbal desde su estructura semantica y sintactica. Dichos estudios
han reportado diferentes tipos de problemas aditivos seguin su estructura (Heller
y Greeno, 1978; Bermejo y Rodriguez, 1987; Orrantia et al, 2005; Chamoso et al,
2014; Ortiz, 2014), han enfatizado sobre el grado de dificultad que involucra este
tipo de problemas (Carpenter, Hiebert y Moser, 1981) y los niveles de conoci-
miento aritmético asociados a un determinado tipo de problema aditivo (Nesher,
Greeno y Riley, 1982; Nesher, 1999).

En el contexto de la reforma 2011 en México, el plan y programas de estudios
de la Educacion basica senalan que los estudiantes al culminar el segundo
periodo escolar (1°-3°) saben resolver problemas aditivos con diferente estruc-
tura, desarrollar formas de pensar, utilizar diferentes técnicas o recursos y pro-
cedimientos eficientes para la resolucion de problemas (SEP, 2011a). A nivel
nacional, en México se realizé una clasificacién de problemas aditivos de libros
de correspondientes a las reformas de los 60, 70 y 90, encontrandose problemas
de dos etapas y en su mayoria se proponian problemas con estructuras de
cambio y combinacién (Aguillon y Resendiz, 2012).

En este sentido, tras el paso de varias reformas educativas, se pretende
saber qué tipo de problemas emplearian los profesores en las clases de mate-
maticas para desarrollar una competencia de resolucion de problemas en los
estudiantes, para ello es necesario analizar los libros de texto de la reforma
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actual para identificar la promocion de los problemas aditivos que involucran
las diferentes estructuras semanticas. Por lo tanto, en este estudio se propuso
caracterizar las estructuras semanticas y componente sintactica de los proble-
mas aditivos de enunciado verbal en los libros de texto desafios matematicos
del sequndo periodo escolar de la educacion basica en México.

2. MARCO CONCEPTUAL
2.1. PROBLEMAS ADITIVOS DE ENUNCIADO VERBAL

Un problema es toda situacion desafiante o retadora en la que hay un planteamiento
inicial y una exigencia que obliga a transformarla. La via de solucién es desconocida
0 no tiene un camino de solucién inmediato y la persona quiere realmente realizar
la transformacién (Rizo y Campistrous, 1999). Si éstas dos ultimas condiciones no
se dan, la situacion no constituye un problema para la persona.

En la mayoria de los curriculos educativos, la resolucion de problemas se
presenta como una competencia basada en que el individuo resuelva de manera
autonoma, tareas matematicas desafiantes (SEP, 2011b; CCSSI, 2018). La resolu-
cion de problemas no solo se centra en situaciones de la vida cotidiana, sino
que se preocupa por aquellas situaciones que no resulten familiares, que tengan
un alto grado de dificultad, donde el individuo manifieste sus habilidades cog-
nitivas (Echenique, 2006).

Existen distintos tipos de problemas matematicos, entre los que se encuen-
tran los aritméticos, que:

En su enunciado presentan datos en forma de cantidades y establecen entre ellos
relaciones de tipo cuantitativo, cuyas preguntas hacen referencia a la determinacion
de una o varias cantidades o a sus relaciones, y que necesitan la realizacion de
operaciones aritméticas para su resolucién (Echenique, 2006, p.30).

Los problemas aritméticos pueden ser: aditivos, multiplicativos, entre otros. Asi-
mismo, estos problemas se pueden presentar de diversas formas, por ejemplo,
verbal, numérica y grafica (Bonilla, Sdnchez y Guerrero, 1999).

En este estudio son de interés los problemas aditivos (aditivo-sustractivos),
los cuales se caracterizan por requerir en su resolucion una o varias adiciones
y/0 sustracciones (Vergnaud, 1991; Echenique, 2006). También, este tipo de
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problemas poseen relaciones formadas por adiciones o sustracciones, a lo que
se le conoce como estructuras aditivas (Castro, Rico y Castro, 1995; Bonilla et al,
1999). Canadas y Castro (2011) mencionan que los problemas de una etapa o
simples son aquellos que se resuelven mediante una unica operacion aritmé-
tica, ya sea una adicién o una sustraccién. Los problemas simples se consti-
tuyen de una estructura simple. Mientras que los problemas de mas de una
etapa o de n etapas, son los que necesitan n operaciones para llegar a su
solucion. Asi, los problemas aditivos de una etapa requieren de una sola suma
o resta para su resolucion y los de n etapas implican n sumas y/o restas.

Los problemas aditivos verbales se estudiaron desde las relaciones aditivas
ternarias, utilizandose seis categorias con sus esquemas® basados en relacio-
nar y operar con medidas (Durand y Vergnaud, 1976; Vergnaud, 1991). Tam-
bién, los problemas aditivos de enunciado verbal se clasifican con base en la
estructura semantica, es decir, las relaciones entre los elementos que aparecen
en el enunciado de la situacion problema (Van Dijk y Kintsch, 1983; Orrantia,
2003; Orrantia et al, 2005; Castro et al, 2014). Cabe mencionar que, la seman-
tica desde una perspectiva léxica, estudia el significado de las palabras, asi
como las diversas relaciones de sentido que se establecen entre ellas (Real
Academia Espanola, 2014).

2.2. CLASIFICACION DE PROBLEMAS ARITMETICOS DE ENUNCIADO VERBAL (PAEV)
ADITIVOS (PAEV ADITIVOS)

La clasificacion de los PAEV aditivos se realizd con base en los trabajos de Heller
y Greeno (1978), Orrantia et al. (2005) y Canadas y Castro (2011), a partir de su
estructura semantica y la componente sintactica en cuatro tipos de problemas:
cambio, combinacion, comparacion e igualacion.

En la estructura de cambio se distinguen tres elementos diferentes, una
cantidad inicial sometida a una transformacion (cambio) que la modifica para
llegar a una cantidad final. El efecto del cambio puede ser un aumento o una
disminucion. En la estructura de combinacion se consideran dos cantidades
que forman parte de un todo que las incluye en su totalidad. Lo desconocido
puede ser el conjunto o cantidad total o uno de los subconjuntos. La estructura

& Un esquema en el sentido de Orrantia et al. (2005) es una representacion grafica del problema que
permite operar con las relaciones semanticas implicitas en el enunciado.
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de comparacion parte de dos cantidades independientes que se relacionan
mediante la comparacion, en este tipo de problemas se relacionan tres cantida-
des, el referente (R), el comparado (C) y la diferencia (D). La relacién de compa-
racion esta dada por palabras que estan presentes en el enunciado del problema,
como, por ejemplo, mds que y menos que (Riley, Greeno y Heller, 1983; Castro,
Rico y Castro, 1995; Orrantia et al, 2005; Canadas y Castro, 2011).

A esta clasificacion se le agrega una cuarta categoria, correspondiente a
la estructura semantica de igualacion, identificada como aquella que restringe
lo desconocido a la diferencia entre: cantidad dada y la cantidad deseada. Esta
estructura se compone de tres cantidades, igualacion, comparado y referente.
Dichos problemas en el enunciado exponen una accion fisica necesaria para
que una cantidad sea igual a otra (Canadas y Castro, 2011). Otros investiga-
dores como Castro et al. (1995), Echenique (2006) y Orrantia (2006) mencionan
que, los problemas de igualacién se originaron a partir de una relacion entre
los problemas de cambio y comparacion, donde se produce una accién al
comparar dos cantidades y luego un cambio de aumento o disminucion res-
pecto de una cantidad. Cabe resaltar que, los problemas de cambio e iguala-
cion se consideran dinamicos y los problemas de combinacion y comparacion
son estaticos.

La clasificacion de los problemas aditivos se extiende a veinte tipos (ver
Tabla 1), cuando se hace referencia a la componente sintactica, entendida como
el orden y las relaciones entre los datos, palabras, simbolos y el lugar que ocupa
la incognita (cantidad desconocida) en el enunciado del problema (Puig y Cer-
dan, 1988).

Ademas, segun el grado de dificultad los PAEV aditivos, se pueden clasificar
en consistentes e inconsistentes. Los consistentes hacen referencia a los proble-
mas que se solucionan por medio de una estrategia de traduccion directa o
modelado directo, es decir, los términos del enunciado o palabra clave, por
ejemplo, “ganar’ o “mas que’, coinciden con la operacion a realizar, en este caso
la adicion (Hegarty, Mayer y Monk, 1995; Orrantia et al, 2005). Los inconsistentes
presentan un mayor grado de dificultad, no pueden solucionarse por medio de
modelado directo, es decir, los términos o palabras clave entran en conflicto con
la operacion a realizar, por ejemplo, ‘ganar’ o ‘mas que” y se requiere de una
sustraccion (Hegarty et al, 1995; Orrantia et al, 2005).
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Tabla 1. Componente sintactica basada en el orden y lugar de la incognita
en el enunciado del PAEV aditivo.

Estructura semantica Descripcion de la componente sintactica

Incognita en la cantidad final.

Aumento Incoégnita en la cantidad de cambio.

Incégnita en la cantidad inicial.

Cambio
Incoégnita en la cantidad final.

Disminucion Incognita en la cantidad de cambio.

Incognita en la cantidad inicial.

Incognita en la cantidad total

Combinacién )
Incégnita en una de las partes que conforman el todo.

Incognita en la diferencia.

Aumento Incognita en el comparado.

Incognita en el referente.

Comparacion
Incégnita en la diferencia.

Disminucion Incognita en el comparado.

Incognita en el referente.

Incognita en la igualacion.

Aumento Incégnita en el comparado.

Incognita en el referente.

Igualacion - ) -
Incognita en la igualacion.

Disminucién Incognita en el comparado.

Incégnita en el referente.

Nota. Informacion adaptada de Carpenter et al. (1981), Puig y Cerdan (1988), Orrantia et al. (2005) y Canadas
y Castro (2011).

Los problemas que presentan mayor dificultad se constituyen de estructuras
complejas asociadas a los problemas inconsistentes identificandose esquemas
parte-parte-todo donde se relacionan tres componentes que aparecen en el
enunciado del problema mediante sumas o restas usando |a reversibilidad para
comparar y establecer igualdades y desigualdades (Nesher, 1999; Castro, 2013;
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Orrantia et al, 2005). En este sentido, para resolver un problema con estructuras
complejas se requiere el uso de estrategias para comprender el enunciado y tras-
ladar adecuadamente la informacién escrita a una representacion abstracta o a
un esquema donde se tengan en cuenta las relaciones semanticas accediendo al
conocimiento conceptual (Riley et al, 1983; Orrantia et al, 2005).

Las estructuras semanticas compuestas dependen de las estructuras simples
y el numero de etapas requeridas para la resolucion de un problema. En este
sentido, por cada operacion que se utilice, va de manera implicita una estructura
semantica simple (cambio, combinacién, comparacion e igualacion) y sus res-
pectivas tipologias segun la componente sintactica.

3. METODOLOGIA

La investigacion adoptd una metodologia de tipo cualitativa descriptiva, median-
te el analisis de contenido de acuerdo con Lépez-Noguero (2002) quien senala
que éste es un proceso descriptivo para organizary analizar documentos, entre
los que se destacan los textos cientificos, articulos, libros, planes de estudios,
leyes, fotografias, entre otros. Para llevar a cabo un andlisis documental es
importante que desde el principio el investigador revise y conozca la documen-
tacion referente al problema que se esta desarrollando. Puesto que el interés del
trabajo es caracterizar y describir la tipologia de problemas aditivos de enunciado
verbal en libros de texto.

Este trabajo se llevo a cabo en tres fases, en la primera se realizo una revision
de planes y programas de estudio (SEP, 2011a, 2011b) y libros de texto (SEP,
20164, 2016b, 2016¢), propuestos por la Secretaria de Educacion Publica, con el
proposito de identificar donde se inicia la resolucién de problemas aditivos en
el nivel basico. Como resultado de la fase anterior, en una segunda fase se
seleccionaron tres libros de texto correspondientes al seqgundo periodo escolar
y en la tercera fase se realizo la caracterizacion de los PAEV aditivos, por medio
de un analisis de contenido documental.

3.1. REVISION DE LOS PLANES Y PROGRAMAS DE ESTUDIOS

La revision de los planes y programas de estudio, permitio identificar la promo-
cion de los problemas aditivos de enunciado verbal en la educacion basica. En
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este sentido, se tuvieron en cuenta los ejes tematicos, el tema de problemas
aditivos y la afirmacion de los programas de estudio que al culminar el sequndo
periodo escolar los estudiantes saben resolver problemas aditivos con diferentes
estructuras (SEP, 2011a). Por tanto, el estudio se centré, ademas, en revisar los
libros de texto de educacion primaria para conocer si la tipologia de problemas
mantenia una diversidad de estructuras.

A partir de ello, se identificaron tipos de problemas aditivos que se presentan
en los libros de texto, diferenciando entre problemas aditivos verbales, numéricos,
graficos desde la perspectiva de Bonilla et al. (1999), asi como aquellos que se
constituyen de mas de dos tipos, por ejemplo, numérico-grafico. Este primer
analisis nos permitio observar que, los problemas aditivos de tipo numeérico son
los que se presentan con mayor frecuencia en los libros de texto analizados.
Respecto de los problemas aditivos verbales se identificaron en el primer grado
veintitrés, en segundo grado veintinueve y en tercer grado dieciocho, en este
ultimo libro se presentan ademas problemas de enunciado verbal con estructu-
ras multiplicativas. En este estudio, se consideraron solamente problemas ver-
bales y de éstos se obtuvieron los PAEV aditivos, pues la literatura dejo entrever
que las dificultades de estudiantes y profesores se centran en el escaso dominio
conceptual de los problemas antes mencionados.

3.2. SELECCION Y DESCRIPCION DE LOS LIBROS DE TEXTO

La seleccion de los libros de texto, se dio a partir de la revision de los planesy
programas de estudio y los textos escolares de educacion primaria en México.
Al identificar en el plan de estudios que al culminar el segundo periodo escolar
los estudiantes deberfan resolver problemas aditivos con diferentes estructuras,
nos tomamos la tarea de seleccionar y analizar los textos correspondientes al
primero, segundo y tercer grado. Estos libros son materiales gratuitos y tnicos
elaborados por la Comisién Nacional de Libros de Textos Gratuitos (CONALITEG)
correspondientes a la tercera reimpresion del ano 2016 (ciclo escolar 2017-2018),
los cuales son ofrecidos por la SEP en sus versiones para el estudiante y para
el profesor usados por escuelas publicas y privadas de México.

Los libros de texto “desafios matemadticos’ poseen consignas que contienen
actividades donde el estudiante debe buscar estrategias que le ayudan a ganar,
crear espacios de interaccién con sus companeros para vencer los desafios, y
conseguir estrategias para solucionar problemas. Asimismo, este material curricular
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estd apegado al programa oficial y cubre todos sus contenidos, tiene un formato
agil y desafios que apoyan a la labor diaria del docente, para que éste los analice
previamente a su puesta en practica en el aula (SEP, 2016a; 2016b; 2016¢, p.7).

Los libros de texto de primero, sequndo y tercer grados estan constituidos
por bloques, que contienen a los desafios y, éstos a las consignas donde se
presentan actividades que contienen problemas matematicos, asi como las
instrucciones o la forma de organizar las actividades (SEP, 2016a; 2016b;
2016¢). En los blogues se incluyen contenidos de los tres ejes tematico: sentido
numérico y pensamiento algebraico, forma, espacio y medida y manejo de la
informacién, con la intencion de estudiarlos simultaneamente para con ello
tener una visién global de las matematicas (SEP, 2011a). Cabe sefalar que,
en cada bloque se presentan los aprendizajes esperados de los diferentes ejes
tematicos, los que resultan utiles a los docentes para llevar a cabo un proceso
de evaluacion y de apoyo para el logro de aprendizajes (SEP, 2011b). En la
Tabla 2 se describen los libros con respecto a los problemas aditivos.

Tabla 2. Descripcion de los libros de texto y desafios que proponen problemas aditivos.

Libro de Desafios Desafios que proponen Cantidad de problemas Cantidande PAEV
texto problemas aditivos aditivos aditivos
1@ 57 32 116 (100%) 23 (19.8%)
2¢ 59 21 104 (100%) 29 (27.9%)
3¢ 76 14 104 (100%) 18 (17.3%)

Nota: informacion tomada de los libros de texto del segundo periodo escolar (SEP, 2016a; 2016b; 2016¢).

3.3. ANALISIS DE CONTENIDO

Esta investigacion se realiza con base en el andlisis de contenido desde la
perspectiva de Lopez-Noguero (2002) como una forma particular de analisis de
documentos, con la que no se pretende analizar el estilo del texto, sino las ideas
expresadas en él, como por ejemplo, el significado de las palabras, temas o frases
que requieren de una cuantificacion. Bajo este contexto analizamos los PAEV
aditivos presentes en los libros de texto, de acuerdo con su estructura semantica
y componente sintactica. Para ello, se consideran elementos reportados en
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Navarro (2015), para establecer y definir las unidades de analisis, y determinar
las categorias que representan las variables de la investigacion.

3.3.1. UNIDADES Y CATEGORIAS DE ANALISIS

Con base en los elementos tedricos y estudios realizados sobre analisis de libros
de texto, se consideraron las unidades y categorias de analisis a partir de la
clasificacion para los PAEV aditivos de acuerdo con su estructura semantica
desde la perspectiva de Riley et al. (1983), Orrantia et al. (2005), y Cafadas vy
Castro (2011), quienes han clasificado a los PAEV aditivos en: cambio, combi-
nacion, comparacion e igualacion (ver Figura 1). Las categorias de analisis se
conformaron a partir de la componente sintactica, siendo los elementos o
dimensiones de las variables investigadas y son utiles para clasificar o agrupar
dependiendo de las unidades de analisis (Lopez-Noguero, 2002).

Figura 1. Unidades y categorias de analisis basadas en la estructura semantica
y componente sintactica.

[ Unidades de analisis ] [ Categorias de analisis ]
|
~[ Estructuras semanticas ] [ Comp i intictica ]

Cambio 1. Aumento con incognita en la cantidad final. (C1)
Cambio 2. Disminucion con incognita en la cantidad final. (C2)

) Cambio 3. Aumento con incognita en la cantidad de cambio. (C3) L
Cambio C——>| | Cambio 4 Disminucion con incognita en la cantidad de cambio. (C4)
Cambio 5. Aumento con incognita en la cantidad inicial. (C5)

Cambio 6. Disminucion con incognita en la cantidad inicial. (C6)

Y 4; Combinacién 1. Incognita en el todo. (CB1)
Comb — |(‘ binacion 2. Incognita en una de las partes que conforman el todo. CB2) }‘

Comparacion 1. Aumento con incognita en la diferencia. (CP1)
Comparacion 2. Disminucion con incognita en la diferencia. (CP2)

i Comparacion 3. Aumento con incognita en el comparado. (CP3)
Comparacién ::> Comparacién 4. Disminucion con incognita en el comparado. (CP4) N
Comparacion 5. Aumento con incognita en el referente. (CP5)

Comparacion 6. Disminucion con incognita en el referente. (CP6)

Igualacién 1. Aumento con incognita en la igualacion. (IG1)
Iguzlncmn 2. Disminucion con incognita en la igualacion. (IG2)
Igualacié [__> 3.A con incognita en el comparado. (IG3)
Igualacion 4. Disminucion con incognita en el comparado. (IG4)
Tgualacion 5. Aumento con incognita en el referente. (IG5)
Tgualacion 6. Disminucion con incognita en el referente. (IG6)

Nota: Informacion adaptada de Carpenter et al. (1981), Puig y Cerdan (1988), Orrantia et al (2005) y
Canadas y Castro (2011).
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Por otra parte, los PAEV aditivos de mdas de una etapa, se analizan a partir
de las estructuras compuestas. Cuando los problemas requieren para su solucion
mas de una operacion, debe asociarse una estructura semantica simple por cada
etapa. Por ejemplo, combinacion 1-cambio 2 (CB1-C2).

4. ANALISIS Y RESULTADOS

Con base en las unidades y categorias de analisis establecidas en la metodolo-
gia, se presentan los resultados de esta investigacion y la operatividad de los
elementos tedricos considerados, donde se dan a conocer la variedad de estruc-
turas semanticas contenidas en los PAEV aditivos de los libros de texto corres-
pondientes al segundo periodo escolar. En concreto, se presenta el andlisis y
resultados en tres secciones de cada libro de texto y, luego de forma general
mediante una tabla sintetizando la cantidad de estructuras semanticas simples
y compuestas.

4.1. PAEV ADITIVOS EN EL LIBRO DE PRIMER GRADO

En laTabla 3, se evidencian los desafios que contienen PAEV aditivos, los cuales
se tendran en cuenta en el analisis. Cabe resaltar que, el libro de texto de primer
grado para el maestro en algunos casos hace referencia a determinar el resul-
tado al “juntar’ o “separar’ colecciones de objetos (SEP, 2016a), siendo éste un
significado asociado a la adicién y a la estructura semantica de combinacion.
Sin embargo, se presentan otras estructuras como las de cambio.
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Tabla 3. Desafios que contienen PAEV aditivos en el libro de primer grado.

Bloque Desafio Consignas Titulo

I 13 2 ¢Como quedo?
22 1 ¢Cuanto cambio queda?
24 1 El camion

! 27 2 ¢Hay alguna mal?
28 1 éCudndo usar +, - =?
35 1 Historias con nimeros

. 36 1 Las granjas

% 46 1 Quito y pongo

Teniendo en cuenta que los desafios estan conformados por consignas y éstas
contienen a los problemas, se presenta el desafio 13, conformado por dos con-
signas que retnen cinco PAEV aditivos (ver Figura 2), pertenecientes al conte-
nido: obtencion del resultado de agregar o quitar elementos de una coleccion,
juntar o separar colecciones, buscar lo que le falta a una cierta cantidad para
llegar a otra, y avanzar o retroceder en una sucesion.

Figura 2. Consigna 1y 2 del desafio 13 éComo quedd? (SEP, 2016a, p.42).

iComo queds?

~ " En equipo, resuelvan los sigulentes problemas.

1. El equipo de Carla tenia 7 dulces y se unio con el
equpo de Pepe que teniz 5 dulces. (Cudrtos dulces
reunieror?

En equipos, resuelvan los sigulentes problemas.

2 Cuando Pedrits empezd a jugar tenia 14 canicas.
Primaro o gans 2 canicas a Juanito, pero dospuds
perdié 5 canicas con Pepa.

1. Ana tenia 7 globos y su mama le compro otros 8. En su Ultina Jugada, Pediito le gand & cancas a Quique.
&Cuéntos globos tiene Ana? ¢Cuéntas canlcas tenia Pedrito 3l final del juego?

2. Al jugar con los globos se le rompleron 5. &Cudntos
globos tiene ahora Ana?

2. Ana regald globos a su amiga Luld y ahora sdlo le
quedan 7. &Cudntos globos le regalé a Luld?
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En el primer problema se evidencia una estructura semdntica de cambio 1
aumento con la incognita en la cantidad final. El sequndo problema se consti-
tuye de una estructura semdntica de cambio 2 con la incégnita en la cantidad
final. El tercer problema tiene una estructura semdntica de cambio 4 con la
incégnita en la cantidad de cambio. De forma general, este tipo de problemas
son de tipo consistente, de tal menara que, los datos se presentan ordenados y
se pueden resolver por un método de resolucion directo. Cabe resaltar que, se
necesita conocer el resultado del primer problema, porque el sequndo y el tercer
problema no presentan explicitamente uno de sus datos numéricos. En su con-
junto, se considera un problema aditivo de mas de una etapa conformado por
tres problemas en los que se identifican estructuras simples que constituyen a
una estructura semdantica compuesta de cambio 1-cambio 2-cambio 4 (C1-C2-C4).

Estos problemas se pueden representar por medio del siguiente esquema
(ver Figura 3), que ayudan al proceso de lectura y comprension del enunciado,
asi como la organizacion de los elementos e identificar la accion que ejerce una
cantidad sobre otra.

Figura 3. Esquemas de los problemas propuestos en la consigna 1 del desafio 13.

Problema 1 Problema 2 Problema 3

+

). el el
(O=()()=()=)

Etapa 2 Etapa 3

En la segunda consigna, se evidencian dos problemas aditivos. El primero se
constituye de una estructura semdntica de combinacion 1 con la incégnita en
la cantidad total. El sequndo problema es compuesto o incluye mas de una
etapa, situacion que requiere de tres etapas para su resolucion. En la primera
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etapa se encuentra un problema con estructura semdntica de cambio 1 aumento
con incégnita en la cantidad final. Posteriormente, en la segunda etapa se parte
del resultado obtenido anteriormente para poder resolver una situacion problema
con estructura semdntica de cambio 2 disminucion, con la incognita en la can-
fidad final y en la Gltima etapa se presenta una estructura semdntica de cambio
1 aumento con incégnita en la cantidad final.

Figura 4. Esquemas de los problemas propuestos en la consigna 2 del desafio 13.

Problema 1 Problema 2
?

EHIT

En la Figura 4 se evidencian los esquemas de los problemas 1 de una etapay
el problema 2 de tres etapas que conforma una estructura semantica compuesta
cambio 1-cambio 1-cambio 2 (C1-C1-C2). De manera general, en la Tabla 4 se
observa la cantidad de estructuras que se evidenciaron en todos los problemas
aditivos del libro de primer grado.

Tabla 4. Estructuras semanticas simples en los PAEV aditivos del libro de primer grado.

PAEV aditivos en el libro de texto de primer grado
Estructura semantica Componente sintactica Cantidad de estructuras Porcentaje %

Cambio 1 17 405 %

Cambio Cambio 2 11 26.2 %
Cambio 4 1 24 %

Combinacion Combinacion 1 10 238 %
Comparacion Comparacion 1 3 7.1%
Total 42 100%
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4.2. ANALISIS DE LOS PAEV ADITIVOS DEL LIBRO DE SEGUNDO GRADO

En particular, en este libro de texto se empiezan a proponer estructuras diferentes
a las encontradas en el libro de primer grado, caracterizandose por mostrar
variedad en el lugar de la incognita, por ejemplo, en la cantidad inicial y la que
modifica, para los problemas con estructura de cambio. Asimismo, la incégnita
en una de las partes para los problemas de combinaciéon y aparecen con mas
frecuencia los problemas de comparacion y por primera vez los de igualacion.
En la Tabla 5 se presentan los desafios considerados.

Tabla 5. Desafios que contienen problemas aditivos en el libro de sequndo grado.

Bloque Desafio Consignas Titulo

Il 20 1 El mas rapido
22 1 ¢Qué debo hacer?

! 23 1 éCudl es la diferencia?
31 2 La tienda de juguetes

! 33 2 La ferreteria
43 1 ¢Como le hizo?

v 48 1 ¢Cudl eliges?

Asi, por ejemplo, el desafio veintitrés, esta conformado por una consigna constituida
por cinco problemas aditivos de enunciado verbal como se presentan en la Figura
5. Asimismo, corresponde al contenido: Resolucion de problemas de sustraccion en
situaciones correspondientes a distintos significados: complemento, diferencia.
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Figura 5. Desafio 23, éCudl es la diferencia? (SEP, 2016b, p.72).

23 <Cudl es la diferencia? d)La mochila de Laura costo 75 pesos y la de su hermana
- costo 60 pesos. ¢De cuanto es la diferencla en el

precio de las dos mochilas?

Consigna,
En equipos resuelvan los sigulentes problemas. Escriban

|a operacion que permita encontrar directamente la
respuesta.

asssssan

a) Benito tlene 23 afios y su hermano José
tiene 14 afios. éCuantos arios le lleva
Benito a José?

'

~ v
,,\ :

b) Lucas tiene 35 canicas y Pedro tiene 26. €) Rodrigo neceslta 38 estampas para llenar su album de
éCuantas canicas mas tlene Lucas que futbol. SI su primo le regalé 12, écuantas estampas le
Pedro? faltan para llenar el album?

ssssnses

©) El equipo rojo de basquetbol hizo
42 puntos y el equipo azul hizo
28 puntos. éPor cuantos puntos le gand
el equipo rojo al equipo azul?

En el inciso a) se presenta un problema con estructura semdntica de compara-
cion 1 con la incognita en la diferencia, es de una etapa y de tipo consistente.
En el caso del inciso b) se propone un problema con estructura semdntica de
comparacién 1 con la incégnita en la diferencia, es de una etapa o simple, con
un enunciado consistente. En el inciso c) se presenta un problema con estructura
semdntica de comparacion 1 con incdégnita en la diferencia, de una etapa y de
tipo consistente. Por su parte, el problema propuesto en el inciso d) por la redac-
cion, podria tener implicitamente una estructura semantica de comparacion que
puede ser de comparacion 1 o comparacion 2. Sin embargo, por la forma como
estan ubicadas las cantidades numéricas en el enunciado, es un problema con
estructura semdntica de comparacién 1 con incégnita en la diferencia.

El ltimo inciso e) propone un problema constituido por una estructura
semdntica de combinacion 2 con la incdgnita en una de las partes que confor-
man el todo y es de una etapa de tipo consistente, ver Figura 6.
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Figura 6. Esquemas de los problemas propuestos en el desafio 23.

Problema (a)  Problema (b) Problema (c)

Bila| |3 |[26] [42][28

Problema (d) Problema (&)
152 [12
75 38
601 2|26

En este libro de texto, se logra evidenciar que la estructura semantica de cambio
se completa teniendo en cuenta el problema con estructura de cambio 4 que
aparece en el libro de primer grado. De igual manera sucede con la estructura de
combinacion, y para las estructuras de comparacion e igualacion solo se presentan
tres tipos atendiendo a su componente sintactica. En este sentido, se puede afirmar
que, los problemas conservan un tipo de estructuras sencillas pero que van
aumentado su grado de dificultad a medida que van pasando de un grado escolar
a otro. En la Tabla 6, se presentan todas las estructuras semanticas presentes
en los problemas del libro de sequndo grado.

Tabla 6. Estructuras semanticas simples en los PAEV aditivos del libro de segundo grado.

PAEV aditivos en el libro de texto de segundo grado
Estructura seméntica Componente sintactica Cantidad de estructuras Porcentaje %

Cambio 1 2 5%
Cambio 2 3 75 %
Cambio Cambio 3 2 5%
Cambio 5 4 10 %
Cambio 6 2 5%
o Combinacion 1 17 425 %
Combinacion o
Combinacion 2 4 10 %
» Comparacion 1 4 10 %
Comparacion y
Comparacion 3 1 25 %
Igualacion Igualacion 1 1 25 %
Total 40 100%
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4.3. ANALISIS DE LOS PAEV ADITIVOS DEL LIBRO DE TERCER GRADO

En el libro de tercer grado se identificaron desafios que contienen PAEV aditivos
con estructuras semanticas sencillas, como las de cambio 1 y combinacion 2,
estructuras complejas como comparacion 1 e igualacion 1 (ver Figura 7). Cabe
resaltar que, los problemas de este libro contienen combinaciones de estructuras,
tanto aditivas como multiplicativas, por lo que en algunos problemas analizados
solo se tomd en cuenta la parte que implica una adicion y/o sustraccion.

Tabla 7. Desafios que contienen problemas aditivos en el libro de tercer grado.

Blogue Desafio Consignas Titulo
4 2 Rapidez mental
! 13 3 Elaboracion de galletas
Il 43 3 Sumas y restas
55 1 La fiesta
v 56 1 ¢Cudl de todas?

En este sentido, el desafio 43 esta conformado por tres consignas, de las cuales
se tomo la primera a manera de ejemplo, en la que se proponen cuatro PAEV
aditivos (ver Figura 7), pertenecientes al contenido: determinacion y afirmacion
de un algoritmo para la sustraccion de numeros de dos cifras.
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Figura 7. Desafio 43, sumas y restas (SEP, 2016¢, p.142).

F4 Egg 4 Sun'iasrry restas '

POV VIV VTV VTV VTV VDV VTV VTP VI VooV WV\
Condigna 7.
En parejas, resuelvan los siguientes problemas.

1. Enrique y Alberto jugaron canicas. Al inicio, Enrique tenia 96
y Alberto, 38. Al terminar el juego, Alberto tenia 53.

) éQuién gand y quién perdid canicas?

b) ¢Cudntas canicas gano o perdié Enrique?

2. Luisa y Antonio son hermanos; él tiene B afos.
Si Luisa es 15 aflos mayor que él, icuantos
afios tiene Luisa?

W

David tenia en su alcancia 85 pesos y su papa le ’
dio 10 para guardaros. Cuando David acompaio
@ su mama a la tienda se llevd el dinero de su “‘
alcancia y compro un baldn de futbol que le costo !
78 pesos. éCuanto dinero le quedd?

F'S

. Sofia comprd en el mercado 26 pesos de verdura | |
y 18 de fruta. Si llevaba 90 pesos, icuanto dinero E
le queda?

En cuanto a la primera consigna (ver Figura 7), el primer problema estd consti-
tuido por dos estructuras semdnticas, una de cambio 3 y la otra de cambio 4,
ambas con la incdgnita en la cantidad de cambio, identificadas para dar res-
puesta a los incisos a, by ¢. Es un problema que requiere de dos etapas con
estructura semdntica compuestas cambio 3-cambio 4 (C3-C4). El segundo pro-
blema tiene una estructura semantica de comparacion 3 con la incognita en el
comparado. Ademas, es de una etapa, de tipo consistente El tercer problema es
de dos etapas, en la primera se presenta una estructura semdntica de cambio
1 con la incognita en la cantidad final. En la sequnda etapa se evidencia una
estructura semdntica de cambio 2 con la incognita en la cantidad final, es de
tipo consistente y tiene una estructura semdntica compuesta cambio 1-cambio
2 (C1-C2). Ver esquemas en la Figura 8.
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Figura 8. Esquemas de los problemas 1, 2 y 3 del desafio 43.
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El cuarto problema es de dos etapas, en la primera etapa se presenta una
estructura semdntica de combinacién 1 con la incognita en la cantidad total, y
en la segunda etapa se identifico una estructura semdntica de cambio 2 con la
incdgnita en la cantidad final. Este problema es de tipo consistente, y tiene una
estructura semdntica compuesta de combinacién 1- cambio 2 (CB1-C2), presen-
tandose a través de esquemas en la Figura 9.

Figura 9. Esquemas del problema 4 del desafio 43.

Problema 4
Etapa 1
apal

26
64
38

En relacion con la consigna 3, se evidencia un problema de tres etapas. La
primera se conforma de tres subetapas. La primera y segunda subetapa tienen
una estructura semdntica de combinacion 1 con la incognita en la cantidad
fotal, en la tercera subetapa se presenta una estructura semdntica de cambio 2
con la incognita en la cantidad final. En la segunda etapa se presenta una
estructura semdntica de combinacion 1 con la incdgnita en la cantidad total En
su conjunto estos problemas son de tipo consistentes. En |a tercera etapa se
identifico una estructura semdntica de combinacion 2 con la incognita en una
de las partes que conforman el todo, ver Figura 10.
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Figura 10. Esquema del problema contenido en la consigna 3 del desafio 43.

a) Etapal Etapa 2
) Subetapa 3 b) apa ?
Subetapa 1 Subetapa 2 ? 2 44
? 2 _ r| 60
16 60 n ' ? c) Etapa3

78 4 -
18 —> 2o ||

A su vez, se identificaron problemas conformados por estructuras semanticas
compuestas, considerando la estructura de combinacion 1 siendo la mas fre-
cuente en cada composicion. También, se resalta un factor importante en la
resolucion de problemas inconsistentes presentdndose casos en los que se
involucran hasta tres etapas en las que la estructura semantica es la misma, en
este caso cambio 5 e igualacion 1.

Tabla 8. Estructuras semanticas simples en los PAEV aditivos del libro de tercer grado.

PAEV aditivos en el libro de texto de tercer grado

Estructura semantica ~ Componente sintactica Cantidad de estructuras  Porcentaje %

Cambio 1 4 11.4%

Cambio 2 8 22.8%

Cambio Cambio 3 1 2.9%
Cambio 4 1 2.9%

Cambio 5 3 8.6%

Combinacion Combinacion 1 11 31.4%
Combinacion 2 3 8.6%

Comparacion Comparacion 3 1 2.9%
Igualacion Igualacion 1 3 8.6%
Total 35 100%
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En la Tabla 8 se sintetizan las estructuras semanticas contenidas en los PAEV
aditivos en el libro de tercer grado. Con base en esta informacion, se da a conocer
que las estructuras semanticas mas identificadas son las de combinacién 1 con
la incognita en la cantidad total, 31.4% de los problemas. Seguidos por las
estructuras de cambio 2 encontradas, 22.8%. Asimismo, se presenta con 11.4%
las estructuras de cambio 1y 8.6% las estructuras de cambio 5, combinacion 2
e igualacion 1, evidenciandose para cada tipo de problema tres estructuras
semanticas. En menor frecuencia se presentan las estructuras de cambio 3,
cambio 4 y comparacion 3,2.9%.

4.4. ESTRUCTURAS SEMANTICAS COMPUESTAS EN LOS PAEV ADITIVOS

Con base en las estructuras semanticas simples que se identificaron en los
problemas, a continuacion, se presentan las estructuras semanticas compuestas
evidenciadas en los PAEV aditivos en los tres libros de textos analizados, en los
que se requieren para su resolucion mas de una operacion (adiciéon y/o sustrac-
cion), ver Tabla 9.

Tabla 9. PAEV aditivos con estructuras semanticas compuestas en libros
de texto de primero, sequndo y tercer grado.

Libro Desafios PAEV aditivo Etapas Estructuras semanticas compuestas

Problema 1
(Consigna 1)
Problema 2
(Consigna 1)
13 Problema 3
(Consigna 1)
Problema 2

Primer grado
(Consigna 2) 3 cl = cl

C1 Q2

CB1 CB1 Q2
CB1 Q2
C1 Q2

Problema 2
22 Problema 3

Problema 4

NN W N

24 Problema
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Primer grado

36

46

Problema 1
Problema 2
Problema 3
Problema 1
Problema 2
Problema 3

Problema 4

Nw w NN W N

CB1
CB1
CB1
(@)
C1
CP1
C1

CB1

CB1

1
CP1

CB1

CB1
Q2

C1

2
C1

1
CP1

Segundo
grado

31

43

48

Problema (a)
(Consigna 1)

Problema ()
(Consigna 2)

Problema (b)
Problema (a)

Problema (g)

N

CB1

CB1

C2 Bl
CB1
Bl

CB1
CB1

Co6

(&)

CB1

CB2

Bl CBI
C2

Tercer grado

13

43

55

56

Problema 1
Problema 2

Problema 1
(Consigna 1)

Problema 3
(Consigna 1)

Problema 4
(Consigna 1)

Problema 1
(Consigna 3)

Problema 1
Problema 1
Problema 2
Problema 3

Problema 4

w NN w o

w NN N W

cl
5

C3

C1

CB1

(Bl (Bl
C2
CB1
CB1
CB1
CB1
IG1

5

CB1
CB1

CB1

IG1

C1l

C4

Q2

Q2

CB1

5

B2
(B2

(B2

IG1
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5. DISCUSION Y CONCLUSIONES

En esta investigacion se encontré que la mayoria de los PAEV aditivos propuestos
en los libros de texto correspondientes al segundo periodo escolar de la educacién
basica en México, presentan estructuras semanticas consideradas sencillas de
resolver, tales como cambio 1, 2 y combinacion 1y pocos problemas con estruc-
turas de comparacion e igualacion, como lo reportan Orrantia et al. (2005), Aguillon
y Resendiz (2012) y Chamoso et al. (2014). Por tanto, es importante sugerir al
profesor realizar un analisis previo de las tareas a abordar, con el proposito de
conocer y evaluar la pertinencia de los mismos (Font y Godino, 2006).

El analisis realizado permiti¢ identificar PAEV aditivos estructurados por mas
de una etapa, que contienen varias estructuras semanticas. Lo anterior no quiere
decir que los problemas sean desafiantes por presentar enunciados extensos o
mas datos. Es importante resaltar esta situacion, puesto que los problemas con
las caracteristicas mencionadas, en su mayoria contienen estructuras de cambio
1, cambio 2, combinacion 1, las que no permiten evidenciar un grado elevado de
dificultad o desafio, en consecuencia, la promocién de problemas genuinos es
escasa. A su vez, las caracteristicas semanticas y sintacticas de los problemas
influyen en las formas de resolucion del estudiante, es decir, si no se enfatiza en
comprender e identificar la estructura semantica del problema, se podria elegir
un procedimiento inadecuado (Butto y Martinez, 2012).

Con base en los resultados obtenidos en este trabajo, se constata que los niveles
bajos en la competencia de resolucion de problemas por parte de los estudiantes
podrian estar influenciados por la forma como se promueven los problemas en los
libros de texto, los cuales son usados de manera directa por el profesor durante su
planificacion (Jaime, Chapa y Gutiérrez, 1992 y Aké y Godino, 2018).

El uso del modelo tedrico adoptado en este trabajo fue relevante, debido a que
permitio categorizar los problemas de acuerdo con su estructura semantica y com-
ponente sintactica (Riley et al, 1983; Puig y Cerdan, 1988; Orrantia et al, 2005;
Canadas y Castro, 2011). Asimismo, permitié esquematizar los problemas aludiendo
a representaciones graficas para organizary operar con los datos involucrados. Esta
forma de proceder en la resolucion de problemas aditivos, es fundamental para la
etapa inicial de la educacién basica, pues coadyuva a la comprension del mismo
problema, asi como a organizar datos para identificar la operacion que permitira
establecer la relacion aditiva adecuada. En este sentido, los esquemas identificados
en esta investigacion, se conectan directamente con las tipologias de problemas de
acuerdo con Nesher (1999), ubicando a los problemas sencillos en procesos de
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conteo y cambio, mientras que los problemas desafiantes ameritan esquemas
parte-todo donde se evidencian procesos de comparacion y reversibilidad.

Por otra parte, en el plan y programas de estudios se afirma que al culminar
el segundo periodo escolar los estudiantes saben resolver problemas aditivos
con diferentes estructuras (SEP, 2011a), pero los resultados de este trabajo evi-
dencian ausencia respecto de la presencia del total de estructuras semanticas,
en particular las que involucran problemas desafiantes. Cabe resaltar que, aun-
que los libros de texto no fueron disenados a partir de los elementos teéricos usados
en este trabajo, dichos elementos permiten identificar problemas aditivos senci-
llos y desafiantes en los documentos curriculares oficiales (plan de estudios,
programas de estudio y libros de texto), dando oportunidad a los docentes de
atender la resolucion de PAEV aditivos con las diferentes estructuras.

El andlisis de contenido desarrollado es Util para profesores de matematicas de
primaria como herramienta para clasificar los diferentes PAEV aditivos, considerando
como modelo de ensenanza para promover los mismos desde los mas sencillos a
los mas dificultosos o viceversa, pero haciendo énfasis en la estructura semantica y
la componente sintactica. En este sentido, la forma de esquematizar es otro elemento
que contribuye en la comprension y representacion del problema.
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y la directora de una escuela publica del conurbano bonaerense posibilitaron
la produccion de un conjunto de ideas que organizamos alrededor de tres
dimensiones de analisis: las relaciones entre las interacciones personales y
grupales del docente con los alumnos, los distintos planos en los que intervie-
nen las ayudas que las maestras pueden brindar a sus alumnos y las media-
ciones necesarias para favorecer la disponibilidad de recursos y/o conocimientos.
En el marco de las discusiones se hace visible el par decision de ensenanza-
razones que la sostienen como base de la construccion de criterios que orientan
la accién docente. Poco a poco un estado inicial de incertidumbre en el que
se piensan las maestras va dando lugar a un reconocimiento de la complejidad
de la ensenanza, cuando se opta por incorporar los aportes de los alumnos al
tratamiento de los conceptos matematicos en sala de clase.

Palabras claves: Trabajo colaborativo entre investigadores y docentes — Dimen-
siones de andlisis de la ensenianza — Complejidad de la accién diddctica

Abstract: Results from a research, which studies elaborations that take place
when teachers and researchers in mathematics education collaborate to
analyse teaching problems, are shared in this paper. Discussions held with
a group of teachers and the head of a primary school in Buenos Aires suburbs
gave rise to some elaborations. Three dimensions of analysis support them:
relationships between personal and group interactions teachers and students
hold, different levels in which teachers can help their students to contribute to
learning progress and mediations to make certain knowledge available as a
resource. Within the framework of these discussions, it becomes visible the pair
decision to teach — reasons that support it as a basis for the construction of
some criteria to guide teaching action. Little by little, an initial state of uncertainty
in which teachers think about themselves is leading to an acknowledgment of
the complexity of teaching when they decide to incorporate students’ contribu-
tions into the treatment of mathematical concepts in the classroom.

Keywords: Collaborative work between researchers and teachers - Dimensions
for teaching analysis - Complexity of the didactic action
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1. INTRODUCCION

Los resultados que compartimos en este articulo fueron elaborados en el marco
de un proyecto de investigacion que se viene desarrollando desde el ano 2012
bajo el encuadre de trabajo colaborativo entre investigadores y docentes (Bed-
narz, 2013; Proulx, 2013; Sensevy, 2011). Como lo hemos comunicado en traba-
jos previos (Sadovsky, P, Quaranta, M.E; ltzcovich, H; Becerril, MM, Garcia, P,
2015; Sadovsky, P; Itzcovich, H,; Quaranta, M, Becerril, M;; Garcia, P, 2016), nues-
tro grupo toma como objeto de estudio las ideas matematico-didacticas que se
van elaborando en los intercambios que tienen lugar en espacios de discusion
en los que integrantes de nuestro equipo se retinen periodicamente con grupos
de maestros de escuela primaria en sus lugares de trabajo, para analizar de
manera conjunta cuestiones vinculadas a la ensenanza de la matematica. Los
asuntos que van estructurando las conversaciones surgen de preocupaciones
que atanen a la tarea de ensenanza que enfrentan los maestros y también, a
medida que el grupo colaborativo se va enriqueciendo, de las propias elabora-
ciones que se van haciendo en su seno. En ambos planos los investigadores
que coordinan los grupos se proponen construir y sostener posiciones simétricas
entre los integrantes (Sadovsky, Quaranta, Itzcovich, Becerril, Garcia, 2015; Sen-
sevy, 2011). Nuestra investigacion tiene dos grandes focos: los desarrollos del
grupo que comparte con los maestros y el proceso de construccion de la cola-
boracion en tanto el mismo supone una problematicidad ligada a historicas
divisiones sociales del trabajo entre el mundo acadéemico y el mundo de las
practicas de ensenanza que se refleja, entre otros aspectos, en los modos de
enfocar los problemas, en los puntos de apoyo para las conclusiones a las que
se arriba, en los tiempos disponibles para los analisis, en las responsabilidades
que se asumen, en las referencias a los grupos profesionales de pertenencia y
a los grupos sociales que ejercen control sobre el trabajo (Robert, 2003; Sadovsky,
P, ltzcovich, H,; Quaranta, M, Becerril, M, Garcia, P, 2016).

El grupo de colaboracion se retne periodicamente en la escuela. Alli se van
abordando cuestiones de ensenanza de la matematica, en general propuestas
por los maestros porque les resultan problematicas y para las cuales se suelen
delinear de manera conjunta modos de recoger material en las aulas (produc-
ciones de alumnos, registros de episodios de clases), que alimente la discusion.
La decision de sostener los intercambios sobre la base de esta documentacion
obedece a la intencion de transformar aquello que se produce en las aulas en
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objeto de analisis y tener asi una base empirica para reconstituir la matematica
que alli se ensena.

Cada reunidn es registrada en audio y, a partir de la desgrabacion, el
equipo de investigadores que asiste a la escuela realiza una sintesis que se
lee al comienzo de la reunién siguiente. Esto permite retomar los temas, revisar
las ideas tratadas e ir objetivando la discusion. Una condicion metodologica
fundamental es que tanto docentes como investigadores conciban el espacio
de trabajo compartido como un ambito en el que se construiran nuevas res-
puestas para las preguntas que se abordan. Esta condicion no se realiza
simplemente con la voluntad declarada de sostenerla sino que es producto de
una construccion en el tiempo, en la que también intervienen la confianza
que se va construyendo asi como la reflexién sostenida en el grupo de inves-
tigadores sobre la marcha de la colaboracién. Obviamente no se trata de
respuestas completamente nuevas ya que provienen del bagaje conceptual
de cada uno de los integrantes del espacio. Mas bien, lo que queremos enfa-
tizar es que ponemos cuidado en no proponer, sobre todo los investigadores,
un repertorio de recursos ya acunados que muchas veces no toman en cuenta
el contexto particular que se analiza.

En este articulo damos cuenta de los procesos desarrollados en un caso,’
el grupo de la Escuela 30 de Longchamps® en el que participaron las maestras
de primero a cuarto grado, la directora y dos integrantes de nuestro equipo,
que se reunieron periodicamente durante los anos 2016, 2017 y 2018. Nos
proponemos trabajos de largo plazo atendiendo a dos razones basicas: porque
pensamos que es un modo de construir una historia de las ideas que se van
produciendo, de retomarlas, revisarlas e ir resignificandolas y porque la cons-
titucion de la colaboracién, como se ha enunciado, es subsidiaria de tiempos
prolongados.

7 La investigacion asume un abordaje cualitativo e interpretativo y toma elementos de la metodologia

de estudios de casos. El caso se concibe como el conjunto de interacciones que se producen entre investi-
gadores de nuestro equipo, docentes y directivos de una escuela.

8 Se trata de una institucion que en el aio 2014 se transformd en escuela de jornada completa. La
directora tiene una decisiva orientacion hacia el trabajo pedagogico y es consultada por las maestras para
quienes es referente en cuestiones didacticas. Reconocemos y agradecemos muy especialmente al equipo
docente de la Escuela 30 de Longchamps, Almirante Brown, Provincia de Buenos Aires, su apertura al tra-
bajo colaborativo, su compromiso y participacion: Gisela Arce, Viviana Brancatti, Adriana De Lera, Lorena
Navarrete, Flavia Romani, Liliana Torres, Alejandra Quercia, Paula Pérez.
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De manera global, sefalamos como resultado de esta investigacién que los
analisis llevados a cabo en el espacio de trabajo colaborativo fueron haciendo
visible para todos los integrantes del grupo aspectos de la ensenanza —entra-
mados entre si— que se vuelven problematicos cuando se acepta que la discu-
sion sobre el conocimiento en el aula esta afectada por las intervenciones de
los alumnos. De esos aspectos damos cuenta en este articulo.

Una vez puesto a funcionar el grupo, las maestras declaran encontrarse en
transicion. Sus primeras intervenciones dan la impresion de que piensan que
hay un antes, que ha configurado sus practicas ligadas a la ensefianza de
procedimientos convencionales de calculo -y a las que los alumnos se han
adaptado—y un ahora que no se termina de atrapar y que las envuelve en una
situacion de incertidumbre con relacion a las decisiones que toman en las aulas.

En este primer momento la transicion se describe enfatizando dos polos: un
sistema de ensenanza, que seria el histéricamente instalado y que las ha estruc-
turado, y lo que ahora se trata de pensar, caracterizado por tres elementos
basicos: dar lugar a diferentes procedimientos, ponerlos en comun y aceptar los
errores. A lo largo de las discusiones, esta mirada inicial se va abriendo -y enri-
queciendo— para dar lugar a mas elementos que suman complejidad a los
procesos de ensenanza que se ven llamadas a sostener. Si bien este estado de
transicion les genera incertidumbre, sus argumentaciones reafirman su convic-
cion de profundizar los cambios que van realizando.

Aunque parece prevalecer una idea de ruptura con las tradiciones de ense-
Aanza, las diferentes dimensiones de analisis que van emergiendo en las dis-
cusiones a lo largo del desarrollo del espacio colaborativo dan cuenta de que
sus propias historias de trabajo docente constituyen una referencia importante
a partir de la cual van elaborando transformaciones en una perspectiva mucho
mas dialéctica entre pasado y presente que lo que explicitamente reconocen
(Del Rey, 2012; Fisher, 2016). En otros términos, lejos de una visién segun la cual
la innovacion tiene un valor por el solo hecho de ser tal, las maestras de este
grupo toman en consideracion la propia experiencia desarrollada en su trabajo
de ensefnanza y la van haciendo funcionar como un marco que les permite
repensar muchas de las intervenciones que van realizando.

Desde un inicio de los intercambios, las docentes aportaron episodios de sus
clases que proponian para el andlisis conjunto. En general, se trataba de situa-
ciones en las que interactuaban con un alumno —o con varios— a raiz de las
decisiones que los nifnos tomaban al encarar la tarea que se les habia propuesto.
Podriamos decir que esos intercambios estaban signados por cierto desconcierto
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de las maestras frente a producciones de nifos cuyo alcance, por diferentes
razones, no terminaban de entender. Subrayamos el recorte que hacen las
maestras en términos de su interaccion con el accionar de los ninos ya que
entendemos que ‘habla” de un esquema de accion didactico (Pastré, Mayen, &
Vergnaud, 2006) en el que la intervencion docente se estructura en funcion de
las decisiones de los alumnos en la tarea y de la intencion del docente al pro-
ponerla (Sensevy, 2011; Lave, 2001).

Si bien no estamos en condiciones de atribuirles a las maestras un uso
consciente de este esquema de accion, el recorte sistematico que hacen para el
analisis en las reuniones nos lleva a pensar que se trata de un grupo de docen-
tes que se ve exigido de producir in situ intervenciones no previstas, requladas
por el accionar de los alumnos. Establecemos lazos entre la incertidumbre que
estas respuestas generan y el hecho de recortarlas como asuntos que ‘merecen”
una reflexion en el grupo. En este contexto interpretamos que la necesidad de
las docentes de entender las decisiones de los nifos conlleva —en principio— dos
aspectos: las relaciones matematicas implicadas en lo que el nino hace y el
modo en que las incorporaran a su ensenanza.

Varias son las razones por las que un episodio llega a la mesa de trabajo
por decision de alguna maestra: una respuesta erronea, un procedimiento muy
basico o anti econémico, un bloqueo que pone de manifiesto que los ninos no
cuentan con un conocimiento que se concebia disponible, una demanda cuyas
razones no terminan de entender.. a medida que se analizan estas intervencio-
nes, comienza a hacerse visible la complejidad del accionar docente cuando es
un proposito explicito incorporar —integrar, transformar, extender, restringir- las
producciones de los alumnos —sus ideas, sus representaciones, sus procedimien-
tos, sus argumentos, sus creencias— a las conceptualizaciones que se van
haciendo en el aula. Las divergencias, énfasis o matices que surgen en las
discusiones del grupo colaborativo en lo relativo a los tipos de intervencion
docente —su funcion, su oportunidad, sus requerimientos, sus condicionamien-
tos— y —de manera solidaria— en lo concerniente a los soportes que necesitan
los ninos para sostenerse y progresar en los aprendizajes, van dando lugar a
una configuracion de la ensenanza que nosotros organizamos en ejes de and-
lisis, bajo el proposito de ir haciendo explicito el marco compartido que va
surgiendo como resultado del trabajo colaborativo.

En los primeros intercambios, las diferencias en los puntos de vista sobre
alguna cuestion eran tratadas por las maestras como ‘intercambios de opiniones”
considerados por ellas todos complementarios y validos. En ese momento, no se
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habian construido atin en el espacio colaborativo herramientas conceptuales
que permitieran tratar dichas diferencias con base en argumentos. Al profundizar
el analisis a lo largo de las reuniones con los aportes de unos y otros y, apo-
yados en el andlisis de los materiales de las aulas, estas divergencias fueron
derivando en la produccién de razones que contribuian a sostener las diferentes
posiciones. Tal el caso de lo ocurrido respecto de la pertinencia de hacer o no
publicas para toda la clase las dificultades o errores de algun alumno o grupo
de alumnos, que fue evolucionando hasta hacer posible una interpretacién mas
conceptual de las posiciones y considerar criterios que respalden las decisiones
que se toman al respecto. En esas condiciones entendemos que se pudo cons-
tituir como eje el andlisis de las relaciones entre las interacciones personales y
las grupales en sala de clase. Desarrollamos esta cuestion en el punto 2.

¢Queé significa ayudar a un alumno?; dcomo reconocer sus progresos?; ¢por
qué a veces la ayuda “funciona” y otras no?; ipor qué no siempre la apelacion
a algun material concreto es soporte para la resolucion de un alumno que
parece bloqueado?; dayudar es guiarlo para que resuelva o es orientarlo para
que desarrolle la idea que esta poniendo en juego aunque no sea valida?; ées
posible para el docente reconocer el progreso de sus alumnos en el marco de
las ayudas que brinda?; una estrategia que se planifica para enfrentar un pro-
blema reconocido de ensefanza, épuede pensarse a la vez como ayuda?; écémo
se ayuda a los ninos que parecen distantes de una intencion de aprender? Estas
preguntas dan cuenta de una problematizacion progresiva en la que se van
enriqueciendo los contenidos, las estrategias y los sentidos de las ayudas a los
ninos. Analizamos este proceso en el punto 3.

Alentar a que los alumnos desplieguen sus propias estrategias frente a la
resolucion de problemas es una practica instalada en el equipo de maestras,
anterior a la constitucion del grupo colaborativo. A la vez se preguntan ¢como
impulsar su progreso?. En particular se analiza la relacién entre la disposicion
de ciertos recursos de calculo que podrian funcionar como mediadores y su uso
especifico para determinados fines. Desarrollamos las ideas vinculadas a esta
cuestion en el punto 4.

Nuestras conclusiones retoman globalmente los analisis realizados bajo
algunas preguntas: {cudles son las grandes trazas de la produccion del grupo?,
écomo se ha modificado el estado inicial de transicion planteado por las maes-
tras? ¢dy la incertidumbre asociada?, ien qué sentidos el trabajo compartido
interpela las posiciones histéricamente cimentadas de maestros e investigado-
res?, iqué relaciones establecemos entre la situacién colaborativa y las
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transformaciones de los conocimientos de los integrantes del grupo?, iqué modi-
ficaciones se registran en el proceso investigativo? Se esbozan respuestas para
estas cuestiones en el punto b.

2. ¢(INTERVENCIONES PERSONALES O GRUPALES? DEL INTERCAMBIO
DE PUNTOS DE VISTA A LA CONSTRUCCION DE UN EJE DE ANALISIS

Las maestras plantean inicialmente incertidumbres vinculadas al alcance de las
producciones de los alumnos, sobre todo relativas a los problemas de resta: su
nivel de elaboracion, las ideas implicadas, la pertinencia de aceptarlas sin mas
o, por el contrario, de presionar para que avancen a otras de mayor complejidad.
Esto deriva en el compromiso de realizar alguna actividad en las aulas y recoger
trabajos de los ninos, para analizar en el espacio las estrategias puestas en
juego. Fue la primera tarea compartida en el grupo a la que las maestras apor-
taron gran cantidad de material. Surge en la discusion la siguiente cuestion:
frente a las dificultades o errores de los alumnos, ies necesario interactuar con
cada uno de ellos o podrian tratarse a través de una discusion grupal? Para
algunos maestros parecian ser opciones contrapuestas. Sin embargo, no era éste
nuestro punto de vista ya que, desde el enfoque didactico que sostenemos, una
decision requiere para su analisis la explicitacion de su intencionalidad y su
relacion con el contexto en el que se desarrolla. Reparamos asi en la necesidad
de ir proponiendo como proyecto para el espacio colaborativo la busqueda de
fundamentos para las decisiones que se toman. Se desarrolla a partir de este
hecho una discusion que se va profundizando a lo largo del tiempo y de la que
queremos dar cuenta en este apartado. Veamos.

Como mencionamos, la base de los analisis fue el material recogido en las
aulas. Una de las maestras habia planteado a sus alumnos el siguiente proble-
ma: Ana estd juntando plata para comprarse una patineta que cuesta $2345;
ya tiene en su alcancia $1600, écudnto dinero le falta? Se reconoce la diversidad
de estrategias posibles y, en particular, se valora positivamente la de sumar a
1600 su complemento respecto de 2345 que unos cuantos nifos implementan.
La preocupacion de la maestra se centra en los chicos que suman las dos can-
tidades dadas y hace foco en el hecho de que los nifios no controlan que
obtienen un resultado inconsistente:
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M1: Claro, no estd esto de analizar si es posible este resultado, mds alld de que
sepan o no cémo hacer, ver si es posible [el resultado].

I: Bien, écomo podriamos hacer ese andlisis con ellos?

M1: Para mi gusto es un trabajo individual, porque lo que piensa esta neng, lo piensa
esta nena, no lo piensa un grupo.

[.]

M2: Una puesta en comun seria bueno.

[.]

M1: Es esa nena, quiero saber qué piensa, donde estd. (..) A mi me parece que al
grupo lo forma lo individual de cada uno, por eso apunto a eso individual, pero por
conocerlo, y en base a eso, si, la dindmica del trabajo en matemdtica no es lo indi-
vidual, pero para este trabajo es lo individual. (..) Yo estoy de acuerdo que la puesta
en comun enriquece.

[]

I: Por ahi vos planteds el procedimiento para todos y prequntds ‘a ver, miremos entre
todos esto, écomo lo habrdn pensado?”

M1: Y eso, digo yo, éme va a dar la respuesta de donde estd el obstdculo de esta
nena puntualmente? Eso es lo que me pregunto.

[]

MZ2: Porque también en la soledad del problema, quizds queda ahi, pero si ella lo
puede confrontar con el resto...

La maestra 2 no termina de fundamentar su propuesta de puesta en comun
y, la maestra 1, piensa que un trabajo en el que se discuta con todo el grupo
clase las ideas que subyacen a las estrategias erroneas, no le va a permitir
conocer el modo de pensar de los nifios que hicieron procedimientos desajus-
tados aunque, en términos generales, si valora las situaciones colectivas de
trabajo. Interpretamos que las diferencias radican en este momento en los focos
que hacen estas maestras: en el nino, en sus dificultades, para entender por qué
hace lo que hace o en el grupo clase bajo el supuesto —no necesariamente
compartido por todas las integrantes del grupo— de que la discusion grupal de
una idea (correcta o erronea) resulta beneficiosa para todos. Aunque esto no se
llega a desarrollar en ese momento, entendemos que ya se perfilaban dos modos
de ver —relevantes para nosotros desde el punto de vista didactico— que irian
cobrando mayor nitidez en el tiempo: édonde estd el asunto?, ien las dificultades
del nifo, en la complejidad del objeto, en una interaccion entre ambas?
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Con el correr de los encuentros, estas discusiones reaparecen y se nutren
con nuevos matices a través de dos grandes vias: 1) se siguen analizando las
relaciones matematicas que subyacen a diferentes estrategias de los nifos y, 2)
se discute acerca de su posible gestion en la clase.

Con relacion a la primera de estas vias, el analisis de las estrategias en
terminos de conocimientos matematicos en juego —esto es coincidente con
resultados obtenidos en otros grupos con los que hemos trabajado-, contribuye
a que se hagan visibles no solo las ideas que los alumnos han utilizado sino
las que deben aprender, contribuyendo a enriquecer un esquema de accion
didactica —ya senalado arriba— que coordina las ideas matematicas de los alum-
nos con la intencion de ensefanza. Se trata de momentos muy ricos, en los que,
alrededor de una mesa, entre todas se producen verdaderas reconstrucciones
acerca de como pudieron haber pensado los nifos, se analizan las formas de
representacion y los recursos a los que apelaron, se comenta qué intervencion
tuvieron las maestras mientras los ninos trabajaban, se comparan estrategias,
se realizan consideraciones sobre las trayectorias de los ninos y se las relaciona
con sus producciones en cierto momento. Es decir, se amplia la mirada simul-
taneamente sobre la complejidad del objeto de ensenanza y sobre los saberes
de los alumnos. La experiencia analitica de los investigadores tensa el analisis
y hace visibles para las maestras sus propias posibilidades de interpretacion de
las acciones de los alumnos en términos de conocimiento matematico. Podemos
dar cuenta entonces, de un nuevo caso que muestra que la practica de analisis
de las clases se adquiere participando con otros de la misma.

Con relacion a la segunda via de discusién que reconocemos, es decir al
modo de gestionar en clase esta diversidad de estrategias, surgen un sin nimero
de interrogantes: {como hacer para que se difundan los procedimientos “bue-
nos"?; si un alumno pasa a narrar una estrategia, ies productivo que otros ninos
la tomen vy la repliquen?; ése estarian “copiando’?; éno se inhibe de este modo
que todos tengan una produccion propia?; o, peor aun, éno se corre el riesgo
de que mecanice lo que otros companeros han pensado?; cuando surgen varias
estrategias, écomo seleccionamos cudles trabajamos entre todos y cuales sélo
con los que las produjeron?, éla explicacion o comprension de los procedimientos
utilizados por aquellos alumnos que se equivocaron o presentan procedimientos
mas basicos aportaria algo a aquellos que no cometieron esos errores o utilizan
procedimientos mas economicos? Estas preguntas, surgidas basicamente de las
maestras abren a los ojos de nuestro equipo de investigacién nuevos matices
relativos a la complejidad que tiene para los maestros la gestion de las “puestas
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en comun’, a la que dificilmente se accederia sin este intercambio. Uno de los
aspectos mas ricos con relaciéon a estas preguntas fue, desde nuestro punto de
vista, arribar a la conclusion de que, mas que admitir respuestas unicas o cate-
goricas, abrir un camino de exploracion en las aulas para conocer como se van
recibiendo en cada caso las intervenciones —sea de los alumnos, sea de las
maestras— que explican los procedimientos que emergen en sala de clase.

En este contexto también se elaboran algunas ideas que funcionan como
criterios de evaluacion de los conocimientos de los nifios (por ejemplo, si los
alumnos aplican los procedimientos ‘copiados” de sus companeros en otros
problemas en los que se cambian los numeros o las relaciones, podriamos
confiar en que los han reconstruido) o puntos de apoyo para la intervencion a
partir de la estrategia de un alumno (por ejemplo, seria interesante desarrollar
las ideas implicadas en las estrategias erréneas para considerar con los alumnos
sus consecuencias y detectar contradicciones), o fundamentos para decidir —no
siempre de la misma manera— respecto de qué grado de apertura alentar (por
ejemplo, no siempre es conveniente llamar a que *hagan como puedan” para
lograr que avancen, para que abandonen los palotes; a veces es necesario
orientarlos un poco porque se abruman frente a un gran abanico de posibili-
dades; pero tienen que entender que no se buscan caminos unicos, el *hagan
como puedan” ayuda a que resuelvan con control, entonces, ¢abrimos o
marcamos un poco mds lo que pueden hacer?). Es asi como se va definiendo
como dimension de andlisis el tipo de tratamiento que se da a los procedimien-
tos de los alumnos y se introducen en ella diferentes variables que asumiran
distintos valores segun el contexto, la situacion, los ninos, los propdsitos.

El analisis compartido sobre procedimientos de los nifos y posibles interven-
ciones de una maestra con relacion a un problema “de resta” similar al anterior
pero propuesto en otro grado (Hay que juntar 280 pesos, ya tenemos 135,
dcudnto falta juntar?) constituyo, desde nuestra perspectiva, un punto de inflexion
en las consideraciones acerca del eje personal-grupal que se venian haciendo.
En general, se recogieron diversidad de estrategias cuyo analisis ocup6 un buen
tramo de la reunién. Unos pocos ninos sumaron las dos cantidades involucradas
y en cierto momento la conversacion se focaliza en ese procedimiento. La maes-
tra comenta la dificultad para reconocer que los 135 pesos “son parte” de los
280 pesos que hay que juntar y que intervino con los nifos recalcando esa
relacion (fijate que vos tenés que juntar 280, pero ya tenés algo, écudnto tenés?).
Es decir, ella subraya una complejidad relativa a este tipo de problemas en lugar
de centrarse en la dificultad de los nifos (que de hecho existe). Dado que, en el
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momento en que lo trae al espacio, los ninos habian resuelto el problema en
sus mesas pero no habia ocurrido una instancia de puesta en comun, se discute
como organizarla:

M: No. Mi intencion era que pasaran tres chicos que hicieron procedimientos varia-
dos, poder verlos, poder charlarlo con ellos, pero ahora con lo que estamos charlan-
do... Ahora, escuchando lo que decimos aca, tal vez pienso que podemos hablar
antes de que pasen a hacer los procedimientos, quizds subrayar esto de que los 135
son parte de los 280 para todos, esto que sirvio para los que sumaron.

I: &Y eso lo querrias recuperar para todos?

M:Y, si.

Entendemos que al haber subrayado en la discusion el valor de la intervencion
de la maestra que reconoce la complejidad de la relacion implicada en el pro-
blema, se aprecia el interés de compartirlo con toda la clase y, ya no se piensa
en términos del error de un alumno. Es decir, empieza a aflorar un criterio por
el cual se interpreta que el error de un alumno puede estar mostrando la com-
plejidad de una relacion a construiry, en ese sentido, puede resultar interesante
discutirlo con todos, hayan o no cometido errores. Este cambio de perspectiva
ha sido, desde nuestro punto de vista, central en la constitucion de este eje de
analisis y consideramos que es una idea didactica que puede generalizarse mas
alla de esta situacion particular.

3. ¢QUE SIGNIFICA AYUDAR A LOS ALUMNOS? éCOMO RECONOCER
SUS PROGRESOS?

De una u otra manera estas preguntas fueron recorriendo las reuniones a la vez
que su significado se fue transformando a medida que se profundizaban las
discusiones. Los distintos tipos de ayudas que se pueden ofrecer a los alumnos,
asi como las reflexiones mas generales que orientan su produccion -y que
nosotros insistiamos en explicitar como modo de construir fundamentos para la
intervencion— fueron temas traidos a la mesa de trabajo, siempre apoyados en
los episodios de clase que las maestras aportaron. Los andlisis tambiéen estan
atravesados en este caso por ese estado de transicion al que con frecuencia,
sobre todo en los primeros intercambios, refieren las maestras: se duda acerca
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del momento en que se debe ayudar a un nifo, se interroga sobre su modo, su
pertinencia.

De manera global podemos decir que, con el correr de las discusiones, se va
contraponiendo la idea de guiar a los alumnos con la de promover el desarrollo de
sus ideas para interactuar con ellas. Pero esta oposicion tiene la intencion de favo-
recer nuestro analisis y no resulta pertinente para interpretar el accionar de las
maestras que aparece mucho mas matizado y, sobre todo, muchas veces condicio-
nado por el tipo de produccion de los alumnos. Veamos.

Algunos docentes conciben la ayuda como una guia que se debe propor-
cionar a los alumnos. El modo en que se hace referencia a la accién de “guiar’
parece sugerir que los alumnos con alguna dificultad estarian detenidos en
algun punto del camino y la intervencion docente aseguraria que contintien —
solos 0 acompanados— para arribar a una meta prevista. Todo ocurre como Si
se supusiera un recorrido anticipado por las maestras y la guia permitiria ubicar
al nino en esa senda e indicarle las acciones a realizar para llegar.

Sin embargo, como intentamos senalar antes, este criterio no es homogéneo
en el grupo de maestras y tampoco lo es para una misma maestra frente a
situaciones diferentes. Es asi como, por ejemplo, cuando se discute en el espacio
alrededor de un problema de tipo aditivo, con nimeros de dos cifras (45 y 17,
referidas a panes y budines), planteado en un tercer grado, la maestra involu-
crada da cuenta de diferencias en la indole de ayuda que brindé a distintos
grupos de alumnos:

— Frente a la produccion de un nifio que escribe el 4 (de 45) corrido hacia
la izquierda respecto del 1 (de 17), la maestra, probablemente centrada
en el algoritmo convencional, le plantea al alumno si acaso hay 400
panes. En este caso, le estaria atribuyendo al nino un intento vinculado
al algoritmo convencional y, desde esa interpretacion, lo estaria guian-
do para que corrija la posicion del nimero 4 y lo ubique en la “columna”
de las decenas. No obstante, ninguna traza del trabajo del alumno permite
inferir que esté pensando en un procedimiento basado en el valor
posicional.

— La maestra relata otro episodio referido al mismo problema: yo escuchaba
que una de las nenas decia a sus companeros de grupito ‘mird, si yo me
paro en el 45 y voy para alld” [refiriéndose a la banda numérica colgada
en el pizarrén] entonces empezaron a contar para atrds. Después les
pregunté ‘équé son los 45? épor qué corriste para alld?’. Y me contesta
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‘estos (45) son los panes y éstos son los que se vendieron”. Y por ahi
escucho que en el grupito dicen “aah..”.

— Un tercer episodio se diferencia, a nuestro juicio, de los anteriores: un
grupito de alumnos sumd vy yo les dije, “a ver, si yo tengo panes y los
vendo, {voy a tener mds o voy a tener menos?”. Y entonces una nena le
dijo a la otra, “viste que teniamos que restar?"

Subrayamos que las tres intervenciones provienen de la misma maestra. En la
primera, frente a la disposicion “cuenta” que hace el alumno, ella parece dar por
sentado que el nino se situa en el algoritmo convencional, no lo verifica y lo
guia para que corrija. A raiz del segundo procedimiento, donde la alumna com-
bina dibujo y conteo, tal vez con la intencion de que se introduzcan elementos
relativos al sentido de las operaciones —pero sobre la base de una resolucion
‘correcta’ la maestra apunta a que la nina desarrolle sus ideas al pedirle que
explicite sus razones. La docente registra -y relata en el espacio— que esta
intervencion irradio cierta comprension en el grupito de nifos, lo cual contribuye
a poner sobre la mesa de trabajo que las explicaciones aportan comprension
aun cuando las resoluciones hayan sido correctas. La tercera intervencion, orien-
tada a que los alumnos revisen la operacién que eligieron para resolver el
problema, se basa en criterios mas externos (si el resultado tiene que ser menor,
no tiene sentido sumar) y no apunta a conocer por qué razones los nifos opta-
ron por sumar cuando debian restar.

El ejemplo nos permitiria inferir que no es pertinente atribuirle a un maestro
una unica posicion con relacion a sus modos de ayudar, sino mas bien subrayar
que las posibilidades de interpretacion que ofrece la produccion de los alumnos,
asi como el hecho de que sea “correcta” o “erronea’, resultan componentes
importantes para motorizar el tipo de ayuda.

Un avance en las discusiones llevara a hacer explicita la necesidad de asumir
una posicion en la que el docente reconoce la necesidad de apuntar al desarrollo
de las ideas que subyacen a la produccion de los alumnos —correcta o erronea—
como condicién para interactuar con ellas.

Alo largo de las reuniones se van planteando estrategias de ayuda genera-
les: pedirles a los ninos que dibujen, que realicen un esquema de la situacion,
que subrayen los datos, que anoten. Asimismo, se reconoce que algunas inter-
venciones a veces son productivas y otras no lo son. Se alude a diversos recursos
que no siempre constituyen soportes para orientar a los ninos: grillas de nume-
ros, descomposiciones, billetes y monedas, dibujos.
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El asunto que parece estar detrds de estas discusiones es el de articular
algunas estrategias generales de ayuda con el contexto particular en el que
deben insertarse —ahi el tipo de situacion que los alumnos abordan y las pro-
ducciones que realizan son determinantes-. Es decir, el tema que se empieza a
instalar es que apelar a algunos procedimientos que tienen cierto grado de
estandarizacion en las practicas de ensenanza (que los nifos subrayen, relean
o dibujen) no le ahorra al docente el trabajo de hacer una interpretacion respecto
de las ideas que subyacen a la produccion de los alumnos como para estar en
condiciones de generar verdaderas interacciones.

M: Si. Intentamos ver qué procesos hace y después ver como intervenimos nosotros
para darle una validacion, que tenga un significado.

Se generan condiciones para que podamos explicitar que las ayudas se basan
en supuestos sobre las ideas de los nifos, que es necesario tomar conciencia
de ello y pensar a través de qué medios el docente puede confirmar sus inter-
pretaciones sobre la produccién de los ninos y ayudarlos a validarla (Margolinas,
1993). Este es el punto que se empieza a hacer visible a raiz del analisis soste-
nido de episodios que las maestras aportan a las reuniones.

En este marco, el analisis de las producciones de los alumnos que los docen-
tes aportaban a los encuentros permiti¢ identificar que los ninos, en numerosas
oportunidades, ponian en juego relaciones que no siempre se reconocian facil-
mente. La necesidad de que los alumnos desplieguen sus ideas y de entender
qué hicieron o por qué no hicieron como condicion para ayudarlos toma cuerpo.
Este contexto resulta favorable para que se revisen ciertas estrategias instaladas
en algunas docentes:

M: Yo no sé bien cémo se hace para que avancen. Yo, frente a un problema, iba
dibujando lo que estaba leyendo. Yo, no ellos. Es que a veces tengo quizds esa
tendencia a adelantarme yo al dibujo y quizds seria mejor que lo hagan ellos, seria
otra instancia.

La estrategia de promover ayudas entre los alumnos también se analiza a partir
de los aportes de las maestras. Es asi como se conversa sobre la necesidad de
ensenarles a los nifnos a ayudar a sus companeros, sin decirles directamente el
resultado. Entendemos que se conciben aca dos direcciones: para el alumno
que tiene que elaborar una explicacion y que se ve exigido de explicitar las
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relaciones matematicas consideradas y, al mismo tiempo, para el alumno que
recibe dicha explicacion con la expectativa de las maestras de que cuente con
mas puntos de apoyo para tratar con el problema en cuestion.

Otra dimension de andlisis que se aborda se vincula a la produccion de
estrategias didacticas frente a respuestas de los alumnos que parecen no asumir
como parte de la resolucion la validez, pertinencia o coherencia de sus resulta-
dos. Al respecto, una maestra comparte su preocupacion por el hecho de que
varios de sus alumnos actuan, en algunas oportunidades, como si intentaran
adivinar los resultados de los problemas, dando respuestas inconsistentes. En
algunas reuniones se habia discutido como contribuir a que los ninos se res-
ponsabilicen por la validez de sus soluciones y, a raiz de esa cuestion, se habia
analizado la posibilidad de alentar a que los alumnos estimaran los resultados,
dando un rango posible en el que podria encontrarse la solucion.

Esta idea es recuperada por la maestra a la que estamos haciendo referencia,
quien comenta en el espacio que les propone a sus alumnos un problema y les
demanda anticipar cual podria ser el resultado. Toma la decision de confrontar
a los “chicos con los propios chicos’, es decir, los resultados encontrados con sus
propias anticipaciones. Esta promoviendo de esta manera que los alumnos se
hagan una primera representacion que —se analiza en el grupo colaborativo-
actuaria como marco y punto de apoyo para la resolucion de los ninos. La con-
frontacion entre lo anticipado y lo obtenido a la vez se transforma en un soporte
a partir del cual la maestra puede organizar una discusion. Entendemos que esta
estrategia se sostiene en un supuesto: la contradiccion en la que incurririan los
ninos al constatar las diferencias con lo anticipado es una fuente de produccion
en la medida en que se generan condiciones para intentar explicarla. Una hipo-
tesis a sequir explorando surge a partir de este episodio: apelar a la anticipacion
de los alumnos es un tipo de ayuda que en si misma moviliza ideas de los ninos
que pueden considerarse como base para la resolucion y la validacion de los
resultados. Se generan condiciones para la produccion de herramientas que
hagan posible la validacion por parte de los alumnos; estas condiciones se ligan
a tomar el problema que se resuelve como objeto de analisis.

En el apartado precedente, referimos un episodio en el que una maestra, a
raiz de un problema de resta, interviene a nivel de las relaciones involucradas.
Lo recuperamos ahora para analizarlo desde el punto de vista de las ayudas.
“Para el problema en cuestion (Hay que juntar 280 pesos, ya tenemos 135,
dcudnto falta juntar?) la docente interactia con un nifo que sumo las dos
cantidades y subraya la relacion parte-todo implicada en el problema (fijate que
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vos tenés que llegar a tener 280, pero vos ya tenés algo, {cudnto tenés?). Enten-
demos que la maestra asumio que este alumno no estaba identificando la
relacion existente entre los datos y, desde esa interpretacion, interactia con el
alumno. Intervenir a nivel de las relaciones implicadas mas que de las acciones
a realizar supone, desde nuestro punto de vista, un cambio en los sentidos de
las ayudas a los ninos que este grupo colaborativo logré producir.

Se analizan en el grupo episodios en los que se hace visible que, al tiempo
que se ayuda a los ninos, se reconocen sus progresos. Un lema que se hace
explicito envuelve estas discusiones: para entender las ideas de los ninos hay
que interveniry a la vez esa comprension da lugar a nuevas intervenciones. En
este contexto la ayuda podria entonces interpretarse como una mediacion entre
ciertos conocimientos de los nifos y otros, que constituyen parte de la intencién
docente, a ser elaborados, modificados, transformados, generalizados.

En una reunion de balance sobre los avances del grupo colaborativo, la
cuestion de las ayudas a los ninos tuvo un lugar relevante:

M1: Mds alla de que esté la hoja en blanco, que la intervencion docente lo ayude
a aquel que se equivoco...

M2: Igual, équé es la ayuda? Porque es eso lo que uno se estd planteando, (qué es
ayudarlo?

[]

M2: Si, lo estoy pensando, revisar qué es ayudar porque quizds nosotros también
los ayuddbamos. Pero, écémo los ayuddbamos a que se metan?

M3: Si; yo creo que desde todo punto de vista, ayudarlo para que pueda avanzar,
pero también ayudarlo a que quiera trabajar, porque si nos quedamos con el que
es rapido para las matemdticas y al que le cuesta mds o se muestra paralizado...
M: [refiriéndose a un alumno] él fue el que explicé cémo se hacia, entonces es como
que la ayuda no es solo para el alumno, sino también entender lo que el chico estd
pensando y puede hacer, lo ayuda a él'y nos ayuda a nosotros..

M3: Y ayuda a toda la clase.

[]

Md: Yo creo que es fundamental no perder de vista a los chicos, y los procesos de
los chicos.

Sostener la discusion sobre “las ayudas” a lo largo del tiempo, problematizarlas,

hizo posible que el espacio de trabajo quedara mas cerca de concebirlas como
favorecedoras del desarrollo de las ideas de los alumnos, como base para la
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interaccion con ellos, que de entenderlas como guias para la accion. En esta
linea se conceptualiza la relacion entre algunas estrategias didacticas generales
y la necesaria produccion por parte del docente que implica su contextualizacion
en un caso especifico de intercambio con los alumnos. Asimismo, se identifica
que son necesarias en diferentes momentos: para entrar en el juego, para expli-
citar o reconocer relaciones, para avanzar en ciertos recursos, para explicar
decisiones, para provocar confrontaciones y producir ideas a partir de ellas.

Si bien, nos parece claro identificar a las ayudas como intervenciones didac-
ticas especificas, nos hemos preguntado qué las distingue de otras intervencio-
nes. Esta demarcacion resulta difusa, cualquier intervencién docente podria ser
pensada en sentido amplio como una ayuda. Sin embargo, cuando las maestras
las han traido al espacio, fue para considerar situaciones que de alguna manera les
resultaban extremas. A su vez, fueron estas situaciones las que hicieron mas
facilmente visibles condiciones del funcionamiento de la clase en general, ampli-
ficando fendmenos que suelen correr mas silenciosamente en el aula.

4. LAS MEDIACIONES NECESARIAS PARA LA UTILIZACION DE
RECURSOS POR PARTE DE LOS ALUMNOS

Las docentes proponen en sus aulas diferentes tipos de problemas para que los
ninos movilicen sus propios conocimientos, con la expectativa de que sean punto
de apoyo para arribar a las relaciones matematicas que ellas se plantean ense-
nar. Sin embargo, muestran preocupacion porque consideran que unos cuantos
ninos despliegan procedimientos muy basicos: dibujos, palitos.. Como promover
que los alumnos dejen de usar dibujos y reconozcan y usen operaciones
aritmeticas, es considerado un problema de ensefnanza sobre el que proponen
discutir. Se reconoce que este pasaje de dibujos a nimeros y, mas en general,
del uso de recursos considerados muy elementales a otros mas elaborados, no
es automatico.

Se comparten en el espacio colaborativo diferentes intervenciones que pro-
ponen las maestras en sus aulas y que evidencian la intencion de favorecer
progresos en los recursos que utilizan sus alumnos: apelar al uso de billetes
como soporte del conteo, alentar la descomposicion aditiva de numeros como
puente hacia la realizacion de calculos, promover el uso de tablas de numeros
ordenados para impulsar la coordinacion entre numeracién hablada (conteo) y
representaciones escritas de los nimeros e incluso sugerir explicitamente el uso
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de escrituras numéricas en lugar de palitos o dibujos. Se analiza que, al poner
en funcionamiento algunos de estos recursos, se hace visible para las docentes
la necesidad de otros en los que no habian pensado (les propuse contar billetes
vy mientras lo hacian me di cuenta de que muchos no sabian contar de 5 en 5
o de 10 en 10, lo cual me obligé a hacer una actividad para eso). Episodios
como éstos muestran simultdneamente la atencion que las maestras prestan al
modo en el que los ninos responden a las actividades y la disposicion que tienen
a proponer, sobre la marcha de la clase, otras actividades mediadoras cuando
reconocen la ausencia de ciertos recursos por parte de los ninos. De manera
que la relacion entre problemas y recursos esta presente en el accionary en la
conciencia de las docentes y la discusion en el espacio colaborativo va a permitir
profundizarla. Veamos.

En distintas oportunidades varias maestras hacen referencia a que proponen
la realizacion de descomposiciones aditivas de los nimeros con la expectativa
de facilitar la entrada en el calculo:

M: Ahora quiero ver si trabajando mucha composicion y descomposicion de ntme-
ros, y ahi me planteaba si podian hacer cdlculos.

Parecia haber un supuesto en esas expectativas: si, como esta muy documenta-
do, la descomposicion aditiva basada en la organizacion decimal de las escri-
turas numeéricas es un recurso que los niNos usan para sumary restar, un paso
previo para promover el pasaje al cdlculo seria que se ejerciten en la descom-
posicion aditiva de los nimeros en “cienes, dieces y unidades”. Sin embargo, las
mismas maestras constatan que apelar a las descomposiciones, los billetes y
otros recursos no produce de manera inmediata que los alumnos se “vuelquen’
al calculo, lo cual les provoca cierta incomprension y desconcierto. La discusion
en el espacio sobre este asunto contribuye a problematizar los supuestos que
subyacen al punto de vista segun el cual hacer descomposiciones habilita, de
manera general, su uso en el calculo.

I: Lo que estd apareciendo es que las sumas con dieces, cienes, miles no es algo
que los chicos usan solos.

Varias M: No.

M: Yo lo que veo inclusive es que la descomposicion la hacemos para ensenar la
numeracion, porque se hace, lo hacemos, pero después para volcarlo en el repertorio
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de operaciones no lo hacemos (..) y no aprovechamos, no utilizamos este sumar
cienes, dieces y después terminamos haciendo el procedimiento tradicional.

I: Si no se ensenan cémo juegan en los cdlculos...

[.]

M: Si después de haber aprendido a descomponer los numeros, los van a poder
llevar a resolver un problema... con estas dos cuestiones a mi me abren mds incog-
nitas.. {como hago para que aprendan a descomponer?, ccomo llevan eso a la
resolucion del problema?

A partir de estas intervenciones en las que se pone de manifiesto que no es lo
mismo comprender el funcionamiento de un recurso que usarlo en la resolucion
de una cuestion especifica, se empieza a desarrollar una discusion en la que se
plantean dos grandes puntos: a) los recursos, para que sean tales, no deberian
aislarse de los problemas para los cuales pueden constituirse en procedimientos
de resolucion y, b) tal vez sea necesaria la intervencion explicita de las docentes
para movilizar el uso de estrategias, intervencion que muchas maestras parecen
eludir por temor a invadir el ambito de construccion autonoma del nifo’. En esta
discusion se puede apreciar como se van entramando de manera coordinada
los aportes de investigadores y docentes: al intentar explicar un hecho descon-
certante para las maestras con el que se encuentran en sus practicas (los nifos
No ponen en juego un recurso ejercitado), se vuelve significativa una idea mas
general segun la cual la movilizacion de un recurso es inescindible de su apren-
dizaje "en situacion’.

Como sintesis de estas discusiones se identifica que el avance en los recursos
que producen los alumnos requiere, mas que de una secuencia lineal de adqui-
siciones, de un entramado de relaciones matematicas en el que los ninos ela-
boran de manera coordinada ideas cercanas entre si: relaciones aritméticas
implicadas en las escrituras numéricas, uso de esas relaciones para el calculo,
vinculos entre contar y operar.

En la misma linea —asi lo entendemos— de lo ocurrido entre descomposicion
de los numeros y uso de esta estrategia para calcular, es decir en la linea de
problematizar las diferencias entre las expectativas de las maestras con relacion

 En las distintas experiencias de trabajo colaborativo que hemos llevado a cabo en nuestra investi-
gacion nos hemos encontrado frecuentemente con ‘temores” de este tipo por parte de las docentes. Enten-
demos que provienen de una interpretacion del constructivismo — probablemente devenida en un cierto
‘sentido comun” — en la que se sostendria que si el docente “dice”, el alumno “no construye’. Los analisis del
grupo colaborativo han permitido visibilizar y poner en cuestion esta idea.
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al accionar de los chicos y lo realmente sucedido, ubicamos los analisis realiza-
dos en el grupo con relacion a un recurso didactico, frecuente en las practicas
escolares, como es el de “bajar los numeros” cuando los ninos encuentran
dificultades para resolver un problema.

En efecto, nuevamente en el marco del trabajo con relaciéon a la resta, una
docente comenta que propuso a sus alumnos un problema cuyas cantidades
eran numeros de tres digitos y que su abordaje parecié paralizar a unos cuantos
ninos. La docente comparte en el espacio que converso estas dificultades con
una companera (también integrante del grupo) que le sugiri6 proponer un
problema similar con niimeros de dos digitos. Esta decision parece sostenida en
el siguiente supuesto: si los alumnos tratan el problema con ndmeros mas
chicos, los recursos y relaciones que alli desplieguen servirian como punto de
apoyo para tratarlo con numeros mas grandes.

Varios docentes comparten este modo de mediar: bajar los nimeros para
que los alumnos puedan atrapar las relaciones matematicas que subyacen al
problema. Sin embargo, las mismas maestras reconocen que no siempre esa
mediacion funciona 'y que al retomar el problema con numeros mas grandes
los alumnos no reutilizan las relaciones que si movilizaron con un rango de
numeros menor. La docente que inicialmente trajo la cuestion al grupo analiza
que tuvo necesidad de realizar una puesta en comun, desmenuzando las rela-
ciones entre el primer problema y el segundo (con nimeros menores) para que
los alumnos pudieran abordarlo. Notemos que los vinculos entre contar para
atrds, recurso que utilizan los ninos cuando los numeros son relativamente bajos,
y restar tampoco eran evidentes para muchos alumnos y que el andlisis de los
dos problemas en conjunto permite tematizar.

Estos dos episodios que acabamos de compartir nutrieron al espacio de un
asunto que continué siendo tema de discusion: para ser reutilizadas por los
alumnos, las mediaciones a las que recurren los docentes requieren la elabora-
cion de relaciones matematicas —nuevas para los chicos— que muchas veces el
docente debe aportar. De manera transversal, 1a pertinencia de la intervencion
docente se vuelve a poner sobre la mesa como tema de debate.

5. CONCLUSIONES

Estado de transicion e incertidumbre fueron palabras claves para caracterizar
inicialmente el posicionamiento del grupo de docentes de la Escuela 30 al
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comenzar el trabajo colaborativo. Poco a poco, las discusiones fueron profundi-
zando —desarrollando- el contenido de estas claves al tiempo que se iba hacien-
do visible la complejidad de la ensenanza cuando existe la intencién genuina
de dar lugar a las ideas de los alumnos en las discusiones matematicas del
aula. El accionar docente se problematiza en términos de dimensiones de and-
lisis a tener en cuenta como soporte de las decisiones de ensenanza y también
de nuevas disposiciones acerca de las cuales los integrantes del grupo no
tenfamos conciencia plena. Asimismo, el examen de los episodios de las aulas
contribuye a poner de manifiesto la gran cantidad de pequefas relaciones
matematicas constitutivas de los conocimientos que los alumnos deben elaborar
y que solo se pueden reconocer cuando se estudian en profundidad las interac-
ciones en sala de clase en términos de relaciones matematicas implicadas y, de
interpretaciones que las comandan y se hipotetiza acerca de coémo retomarlas
e inscribirlas en conceptos mas generales.

Los ejes de analisis que fueron emergiendo (intervenciones grupales o per-
sonales, tipos de ayudas, mediaciones necesarias para el progreso de los alum-
nos) en este grupo se fueron reconociendo a partir de considerar como asunto
de discusion en el espacio colaborativo las dudas de los distintos participantes,
los desconciertos generados por las distancias entre expectativas (de los docen-
tes) y hechos (de las aulas), las diferentes interpretaciones sobre aquello que en
principio se manifestaba como incomprensiones de los alumnos, la confronta-
cion entre las distintas decisiones tomadas por las maestras frente a situaciones
similares. De ninguna manera pretenden abarcar todas las dimensiones posibles
de analisis de la ensenanza de la matematica y, muy probablemente, en otro
grupo emergerian otras lineas de analisis en funcién de los problemas que
reconocen los docentes.

Para cada uno de los ejes tratados en este articulo, formulamos a modo de
sintesis una pregunta que estructura su contenido: éen qué sentido las elabo-
raciones de un alumno (o de un grupo) —sean correctas o erroneas, hayan
apelado o no a modos convencionales de escritura— contribuyen a ampliar las
consideraciones sobre el objeto de ensenanza-aprendizaje para el conjunto de
la clase (alumnos y docente)?; icudles son los distintos niveles de intervencién
que contempla la intencion de ayudar a los alumnos?; équé relaciones —qué
condiciones— se pueden entablar entre la consideracion de un procedimiento,
una relacién, una forma de representacion entendidos como medios de resolu-
cion y su utilizacion efectiva? Notemos que son preguntas que, lejos de derivar
en un conjunto de reglas de accion, abren perspectivas de andlisis. Las
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respuestas que se van encontrando, ligadas al contexto particular en el que
emergieron, contribuyen a la elaboracién de criterios para la accion. Estos crite-
rios, ligan una decision (de ensefianza) con sus razones (las que se han elabo-
rado en el caso particular) y, justamente por no constituir reglas, no predeterminan
el accionar docente ni estandarizan las intervenciones posibles de los maestros
(Bednarz, 2013).

Las elaboraciones realizadas a raiz de cada uno de los ejes fueron delinean-
do distintos tipos de intervenciones docentes y a la vez este proceso de proble-
matizacion dio lugar a tomar conciencia de que la posibilidad de integrar a la
ensefanza las ideas de los alumnos esta ligada a una disposicion docente ( a
ir a buscar las ideas de los ninos, a interpelarlas, a promover su desarrollo) que,
lejos de depender exclusivamente de la voluntad, se va construyendo y conso-
lidando en la medida en que las interacciones en sala de clase se constituyen
en asunto de estudio. De manera solidaria con estos posicionamientos se fue
registrando cada vez con mayor precision que los objetos de ensefanza se
modifican al proponer esta integracion. Como sintesis de estas cuestiones,
podriamos decir que la disposicion a incorporar las ideas de los nifos y la con-
ciencia de que se modifica el objeto de ensenanza se constituyen en dos pilares
de la conceptualizacion que tiene lugar en el espacio.

A medida que el grupo colaborativo consolidaba su constitucion, las maes-
tras fueron adoptando una posicion exploratoria desde la que proponian estra-
tegias didacticas para abordar problemas que reconocian en la ensefanza, las
desarrollaban en sus aulas y recogian material para considerar el funcionamien-
to de su implementaciéon en el espacio colaborativo. El andlisis en el grupo
permitio revisary ajustar las estrategias elaboradas, identificar relaciones y varia-
bles que intervienen, tomar conciencia de que el examen minucioso de los
sucesos de la clase contribuye a reformular las situaciones que se proponen
para los alumnos con la intencion de lograr con mayor solidez los objetivos. La
idea de que las estrategias que se planean y las intervenciones que se realizan
obedecen a supuestos que el analisis permite explicitar va haciendo visible una
postura seguin la cual los proyectos de ensenanza se interpretan como hipotesis
a explorar en las aulas y esto fortalece —asi lo entendemos- la posicién de las
maestras como productoras de conocimiento. Fue asi como el espacio de cola-
boracion fue tornandose en una referencia explicita para las decisiones didac-
ticas que las maestras tomaban en las clases al tiempo que las interacciones
(maestro-alumno-saber) se constituian en la referencia que nutria la construc-
cion del espacio. Esta dindmica hizo posible objetivar cada vez mas las
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discusiones y fue fundamental en el proceso de reconfiguracion conceptual de
la ensefnanza.

Detengamonos en el grado de generalidad que tiene esta reconfiguracion vy,
en qué sentido, podriamos considerar que los conocimientos producidos en el
espacio colaborativo podrian retomarse en procesos de formacion docente mas
descontextualizados. Desde nuestro punto de vista, la produccion central se
refiere a que los ejes de analisis contribuyen a tomar conciencia de dimensiones
a considerar y no prescriben acerca de como deben plasmarse en cada caso.
Digamos también, que estos ejes, surgidos del examen analitico de episodios
de las practicas de ensefnanza que las mismas docentes recortaron, no se con-
traponen en absoluto a otras dimensiones de analisis provenientes de marcos
teoricos que venimos sosteniendo los investigadores y que estan implicados en
los aportes que hacemos al espacio de trabajo; por ejemplo, la consideracion de
las relaciones entre los problemas que se plantean y las elaboraciones a las que
dan lugar, o los modos que adquiere la validacion de las resoluciones en la
clase o las maneras en las que se distribuyen las responsabilidades por la vali-
dez de las afirmaciones, todos estos ejes delineados en el marco de la Teoria de
Situaciones Didacticas de Brousseau (2007)). Queremos enfatizar que se trata
de dimensiones analiticas que provienen de diferentes modos de problematizar
el conocimiento y que no son —pensamos— incompatibles entre si: uno toma
como referencia principal las practicas de produccion de conocimiento matema-
tico y oftro, las practicas de ensenanza de la matematica en el contexto escolar.
Una hipotesis que se asoma a partir de nuestro estudio y que necesitara ser
explorada con profundidad es que la coordinacion entre estas diferentes fuentes
de problematizacién encuentra un lugar posible de realizacion en el trabajo
colaborativo entre investigadores y docentes. Se trata de un trabajo teérico no
desarrollado aun.

El sostener las discusiones durante un periodo prolongado ha hecho posible
retomar aspectos tratados en un cierto momento y resignificarlos a raiz de nue-
vos asuntos de ensenanza, tanto para encontrar elementos comunes como para
establecer diferencias. La misma idea de evolucion de los aprendizajes, que fue
un hilo estructurador de las reuniones, comporta una dimension temporal que
excede ampliamente el analisis de episodios puntuales. Asimismo, la necesidad
de respetar los estilos de cada docente, al tiempo que se asegura a través de la
discusion la construccion de acuerdos que comprometen a todo el equipo estuvo
presente, sobre todo en las reuniones de balance. Vemos entonces que las
dimensiones temporal e institucional se instalan en el grupo colaborativo,
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haciendo visible la nocion del aula como sistema abierto y de la ensenanza
como hecho publico, entablando un dialogo entre cada episodio y proyecto y,
otorgando sostén a la necesidad de la construccion de lo comun.

Como hemos senalado, aunque no fue el foco de este articulo, nuestro grupo
estudia la constitucion de la colaboracion. La perspectiva de construccion de
simetria entre investigadores y docentes propuesta por Sensevy (2011), a la que
ya hemos hecho referencia, ha tenido un alto valor heuristico en nuestro proceso
de produccion. Reconociendo su importancia, queremos senalar que considera-
mos necesario matizar esta nocion para no caer en una vision que nos haga
conceptualizar a cada uno de estos dos grupos como homogéneos (los docentes
y los investigadores), lo cual podria comportar el riesgo de que pasaran inad-
vertidas las diferentes perspectivas de los integrantes de cada grupo, que tan
ricas han resultado para potenciar los procesos de discusion.

Finalmente, queremos volver una vez mas a la idea de incertidumbre con la
que abrimos este articulo. Las maestras de este grupo, al compartir su experiencia
en la que han entramado sus analisis, su compromiso y sus preocupaciones,
nos han ensenado que existe un punto irreductible (que una de las maestras
nombré de manera sabia como caja negra) nunca terminaremos de entender
las razones por las que algunos nifos no estabilizan las relaciones que parecian
comprendidas, no reutilizan las ideas tal como esperabamos o no terminan de
entrar en el juego de conocimiento que les proponemos. Esa zona de misterio
requiere seguir siendo explorada y sus enigmas nos retinen y nos motorizan.
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Resumen: Presentamos una metodologia para la reconstruccién de praxeologias
matematicas para la ensenanza basada en los recorridos de estudio e investigacion
para la formacion del profesorado. Ejemplificamos dicha metodologia mediante la
construccion de una praxeologia para la ensefianza, que surge como respuesta a
la cuestion generatriz: "¢Cémo organizar la ensefanza de la modelizacion funcional
elemental en la Ensefianza Secundaria Obligatoria (12-16 afios)y qué papel asignar
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education. This methodology is illustrated through the construction of a prax-
eology for teaching that emerges as an answer to the generating question:
‘How to organize the teaching of about elementary functional modeling at
lower secondary school (12-16 years old) and what role can be assigned to
proportionality in this organization?” The experimentation took place in the
Master for secondary school teacher education.

Keywords: SRP, ATD, praxeologie, mathematical modeling, teacher training in
mathematics.

1. INTRODUCCION: EL OFICIO Y LA PROFESION DOCENTE

La teoria antropoldgica de lo didactico (TAD) ha estado siempre estrechamente
relacionada con la formacion inicial y continua de los profesores por distintas
razones. En primer lugar, porque numerosos profesores forman parte de diversos
equipos de investigacion que trabajan en el ambito de la TAD. En segundo lugar,
desde el momento en que Chevallard (1985) evidencia el fenémeno de la trans-
posicion didactica, la TAD fue uno de los primeros enfoques en considerar como
objeto de estudio e investigacion, no sélo las actividades de ensenanza y apren-
dizaje en el aula, sino todo el proceso que va desde la creacion y utilizacion del
saber matematico hasta su incorporacion en la escuela como saber ensenado.
Dicho objeto de estudio incluye, ademas, todas las instituciones que participan
en este proceso entre las que se cuentan el propio profesorado y aquellas que
intervienen en su formacion inicial y continua. En tercer lugar, porque algunos
investigadores que trabajan en el marco de la TAD se han visto involucrados en
la formacién del profesorado de los distintos niveles educativos. De ahi, que el
desarrollo de esta teoria se haya visto potenciado por los problemas que surgen
en dichos procesos de formacion y el esfuerzo por aportar elementos de res-
puesta. No sorprende, pues, que la formacion de profesores se considere como
uno de los principales ambitos de estudio e investigacion de la TAD.

Por otra parte, aun hoy persiste en amplios sectores de la sociedad -incluida
la "noosfera’-, una concepcion del oficio docente que conduce a responsabilizar
al profesor de los resultados de la ensenanza, puesto que es visto como un
pequeno productor independiente que se debe procurar sus recursos de manera
individual. En consecuencia, el profesor se ve abocado a considerar que los
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problemas y dificultades que encuentra en el desarrollo de su profesion provie-
nen, principalmente, de sus limitaciones personales. Si el docente se viera a sf
mismo como miembro de una profesién, su oficio cambiaria profundamente al
poder identificar varios de los problemas docentes no como limitaciones propias
sino como problemas de la profesion. De esta forma, la responsabilidad de
buscar respuestas no recaerfa sobre el profesor, individualmente considerado,
sino sobre la profesion como institucion, que a su vez deberia liderar el cambio
en las creencias mas arraigadas acerca del oficio docente.

2. EL PROBLEMA DE LA FORMACION DEL PROFESORADO EN LA TAD:
LOS RECORRIDOS DE ESTUDIO E INVESTIGACION PARA LA FORMACION
DEL PROFESORADO

Desde la TAD se propone formular el problema de la formacion del profesorado
en términos de las praxeologias por ensenar, las praxeologias para la ensefanza
y las praxeologias para la profesion, como propone Cirade (2006), con la consi-
deracion de lo siguiente:

¢Cuales son las cuestiones cruciales que deben afrontar los profesores en su practica
docente y qué puede hacer la formacion para ayudarlos a construir respuestas satis-
factorias —en forma de praxeologias— a estas cuestiones? En particular, {como se
generan las cuestiones que estan en el origen de las praxeologias matematicas por
ensenar y de las praxeologias matematicas para la ensenanza? {Cudles son los pro-
blemas que constituyen la razon de ser de las praxeologias de la profesion docente?

Si la propuesta del dispositivo didactico para la ensenanza y el aprendizaje
de las matematicas se formula mediante los recorridos de estudio e investiga-
cion (REI), con el fin de integrar la razon de ser de los saberes escolares en el
corazon del proceso de estudio (Chevallard, 2013), y favorecer el desarrollo de
las condiciones que se requieren para hacer posible una actividad matematica
funcional, como lo han senalado Barquero (2009), Ruiz-Munzoén (2010) y
Serrano (2013), parece evidente que una aproximacion progresiva al nuevo
paradigma del cuestionamiento del mundo requiera la transformacién de las
condiciones del trabajo matematico del profesorado y, en particular, un replan-
teamiento radical del tipo de formacién necesaria para la ensefanza de las
matematicas.
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Asi, el dispositivo para la formacion del profesorado que se propone desde
la TAD tiene estructura de recorrido de estudio e investigacion (REI-FP), recorrido
que parte de una cuestién problematica para la profesion docente, que deno-
minamos Q,-FP. El estudio de esta cuestion se va a articular en cinco modulos
que constituyen los componentes del REI-FP, con las caracteristicas que se
describen a continuacion.

2.0. MODULO M: éCOMO ENSENAR UN CONTENIDO C?

A fin de partir de una cuestion inicial que forme parte de la problematica de la
profesion, los REI-FP tienen origen en un determinado ambito, competencia o
contenido matematico C -la proporcionalidad, el algebra elemental, la modeli-
zacion, etc-y en un tipo de cuestion que es umbilical para la profesion: "¢Como
organizar el estudio de C?"

Este modulo contiene tanto la construccion de Qy-FP (su eleccién y asuncion),
asi como las exploraciones iniciales con vista a elaborar primeros elementos de
respuesta, generalmente a partir de los media mas habituales para los profeso-
res: curriculum, libros de texto, revistas para el profesorado, revistas de investi-
gacion, centros de recursos, webs, etc. El rol de los formadores en este proceso
no es el de aportar elementos de respuesta para darlos a conocer a los profe-
sores, sino guiarlos en la busqueda de estos elementos y, sobre todo, iniciarlos
en la practica de los gestos basicos del cuestionamiento didactico:

¢Qué es C? éDe donde viene? dEn qué ambitos matematicos y no matematicos se
utiliza o utilizaba? ¢Por qué hay que ensenarlo? éCudles son sus razones de ser en
la matematica escolar (las establecidas explicita o implicitamente y las potenciales)?
¢Qué propuestas de ensenanza existen? (Qué se dice o sabe de ellas?, etc.

Es muy importante que durante todo el REI-FP, estas cuestiones se mantengan vivas,
es decir, a la vez presentes y sin respuesta definitiva. Desafortunadamente, no es la
actitud habitual en nuestra sociedad, ni en relacion con las cuestiones docentes ni
en relacién con muchas otras. Y. Chevallard (2003) retomaba al respecto algunas
afirmaciones totalmente pertinentes del literato francés Maurice Blanchot:*

* (Cita traducida por autores.
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Tendemos a ver el mundo como un conjunto de respuestas a preguntas que pronto
olvidaremos. "En los llamados periodos felices, solo las respuestas parecen estar
vivas', observa con razén Maurice Blanchot (1907-2003). Por el contrario, ver el
mundo como un conjunto de preguntas -posiblemente sin (buenas) respuestas- no
sucede espontaneamente [.] Ademas, la asuncion de una pregunta Q puede redu-
cirse a la nada por la imposicion demasiado rapida, intempestiva, de la respuesta
dogmatica R que se adelantaria solamente para ocultar y mas tarde olvidar la pre-
gunta, segun un mecanismo que Blanchot ha condensado en un valioso aforismo:
'La respuesta es el infortunio de la cuestion." Sea como sea, la respuesta R debe
considerarse como provisional, un simple medio de satisfacer necesidades perento-
rias, en un gesto que no es fijo ni cerrado sobre si mismo, aunque lo provisional
pueda parecer durable. Cualquier respuesta a una pregunta debe considerarse como
puesta a disposicion para su aprovechamiento fértil en forma de deconstrucciones
y reconstrucciones: "cuando afirmas, no dejas de cuestionar', enfatizé Blanchot.
(Chevallard, 2003, p.7)

Podemos, en definitiva, definir este modulo inicial y transversal del REI-FP como el
mddulo de la problematica del profesor, donde se parte de una cuestion o de un
conjunto de cuestiones propias de la profesion para las que se iran elaborando poco
a poco elementos de respuesta colectivos y para las que, al final del proceso, cada
uno de los profesores deberd también poder aportar sus respuestas personales.

Estas cuestiones estan en la base de la investigacion didactica ya que tienen
que ver con ‘las razones” que justifican el estudio de un objeto matematico o
de un ambito de la matematica. Por otra parte, y dado que se puede considerar
este modulo inicial también trasversal, se espera su enriquecimiento con algunas
otras surgidas a lo largo del estudio en los modulos siguientes.

2.1.MODULO M;: VIVIR UN REI

En el transcurso del modulo M, se espera que aparezca una variedad de respues-
tas institucionales elaboradas en distintos ambitos, como propuestas de ensenanza
de C Puesto que no es facil obtener elementos cuestionadores o refundadores de
C la herramienta principal disponible en didactica para este cuestionamiento es

el modelo epistemoldgico de referencia (MER)® -relativo a C-y las distintas formas

> Un MER es una interpretacion, en términos praxeolégicos, de cierto ambito de la actividad matematica.
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que pueda tomar. Dado que este MER puede sustentar la puesta en marcha de
un REI una posible manera de poner el MER a disposicion de los profesores es
realizar el REI directamente durante el proceso de formacion.

En consecuencia, el objetivo de este modulo es que el estudiante-profesor viva
un REI como miembro del sistema didactico S(X Y, Q,) situado en la institucion de
formacion del profesorado, donde X denota la comunidad de estudiantes para
profesor, Y'los formadores -aqui como directores del estudio-y Q, la cuestion a la
que deberan aportar su propia respuesta. En esta fase del recorrido de formacion,
(Q, es la cuestion generadora del REl llevado a cabo en secundaria.

2.2.MODULO M,: "ANALIZAR EL REI viviDO"

La cuestion generatriz Q, que dirige esta segunda fase del recorrido de formacion
debe girar en torno al cuestionamiento matematico-didactico del REI vivido
anteriormente en posicion de estudiante.

En este mddulo se debe cuestionar y analizar en profundidad la estructura
y la dinamica del REI vivido, tanto en lo que respecta a las praxeologias mate-
maticas construidas efectivamente, como a la organizacion didactica de este
proceso, en términos de la articulacion de los momentos y las dialécticas del
estudio, de los gestos y las técnicas y tecnologias diddcticas que se han puesto
en juego, y en términos de las responsabilidades que han asumido los profesores
en formacion en su papel de estudiantes y el formador en su papel de director
del proceso de estudio (Chevallard, 1999). Para llevar a cabo este analisis, los
profesores en formacién pueden recurrir al material empirico utilizado en el
modulo M, a los materiales que describen la experimentacion realizada previa-
mente con los alumnos de Secundaria® asi como al material elaborado en su
propia vivencia del REI.

Es obvio que, como en todo analisis cientifico, la eleccion de las cuestiones
que dirigiran el analisis estara guiada por el punto de vista que se tome para
realizarlo. En este caso, al igual que en el modulo anterior, el punto de vista lo
proporcionan el MER construido en la investigacion y los distintos elementos de
analisis de los procesos de estudio que proporciona la TAD. El MER muestra las
limitaciones del modelo epistemoldgico dominante en la institucion de

® En muchas ocasiones el REI vivido por los profesores en formacion ha sido previamente experimen-
tado con alumnos de Secundaria.
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ensenanza (infantil, primaria, secundaria, ..) y una manera de hacerlo asequible
a los profesores en formacion, es mediante las cuestiones que de manera expli-
cita se plantean en este modulo.

2.3.MODULO M;: DISENAR UN REI

La cuestion generatriz Q; que dirige esta fase del recorrido de formacién puede
enunciarse as:

¢Como llevar a cabo la tarea de disenar un REl para los alumnos de cierta etapa
educativa, andalogo al vivido, y analizado en las fases anteriores?

Esta cuestion da origen a otras mas concretas tales como: (a) équé elementos
componen el disefio de un REI?, (b) écudl es el orden méas razonable para disenar
cada uno de dichos elementos?, y (c) écomo deben expresarse materialmente
dichos elementos del REI?

Los criterios basicos para dar respuesta a estas cuestiones y explicitar un
diseno didactico a priori de un REl andlogo al vivido surgen en cierta medida
de las respuestas aportadas en los modulos anteriores, teniendo en cuenta que
la aplicacion de los criterios matematico-didacticos obtenidos no es inmediata.

2.4.MODULO M,: GESTIONAR Y EXPERIMENTAR UN REI

El objetivo de este modulo es doble. Por un lado, dar soporte reqular a los pro-
fesores que se inician en el disefio y gestién de los REl'y, por otro, recoger las
cuestiones, dificultades y obstaculos que han podido surgir durante esta gestion.
Este trabajo experimental deberia proporcionar criterios fundados para modificar
el diseno de los REI de cara a nuevas experimentaciones e introducir a los
profesores a la problematica ecoldgica en didactica, mediante el andlisis de las
condiciones y restricciones institucionales con que se van a topar.

Aunque todavia no podemos decir gran cosa de este modulo, puesto que
son pocas las experimentaciones realizadas (Barquero, Bosch y Romo, 2015,
2018; Florensa, Bosch, y Gascon, 2016), consideramos que es clave por diversos
motivos. En primer lugar, porque constituye un ambito de validacion experimen-
tal final del REI-FP llevado a cabo y de las nuevas posibles formas de organizar
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tanto los contenidos matematicos curriculares como su ensenanza y aprendizaje.
En segundo lugar, porque es también una fuente de nuevas cuestiones para
proseguir con el estudio, tanto para los profesores que lo experimentan como
para los investigadores o formadores. Finalmente, creemos que este modulo
puede representar un buen terreno de cooperacion entre profesores e investiga-
dores en una perspectiva andloga a la que propone el equipo de la Universidad
de Turin dirigido por Arzarello et al. (2013).

3. DISENO Y DESARROLLO DE UN REI-FP EN TORNO AL PROBLEMA DE
LA INTEGRACION DE LA PROPORCIONALIDAD EN LA MODELIZACION
FUNCIONAL ELEMENTAL DE LA ENSENANZA SECUNDARIA OBLIGATORIA

Al plantearse la cuestion de la formacion del profesorado, parece razonable
construir las praxeologias para la ensefanza sobre la base de las praxeologias
matematicas por ensenar reconstruidas y descritas por el correspondiente MER
alternativo —el modelo construido en la investigacion didactica—, en lugar de
hacerlo a partir de las organizaciones matematicas escolares habituales. En
coherencia con ello, parece obvio utilizar algunos de los REI disefiados y expe-
rimentados previamente en la ensenanza secundaria. Asimismo, es necesario
delimitar el ambito institucional donde se situara el problema relativo a la
reconstruccion de praxeologias para la ensenfanza.

En la investigacion llevada a cabo (Ruiz-Olarria, 2015), nos hemos centrado
en la formacion inicial del profesorado y, mas concretamente, en la formacion
matematico-didactica que es posible impartir en los estudios del master oficial
(en Espana) de formacion del profesorado de secundaria. Uno de los problemas
abordados en esta investigacion ha sido el de la construccion y reconstruccion
de una praxeologia para la ensefanza mediante la puesta en marcha (diseno
y gestion didactica) de los modulos M, M, y M, del dispositivo REI-FP.

Una vez constatados los problemas didacticos asociados al fenémeno de la
desarticulacion y la pérdida de sentido de la modelizacién funcional en la edu-
cacién secundaria obligatoria (ESO) y, muy especialmente, para responder al
problema docente en torno a la proporcionalidad, Garcia (2005) y Garcia, Gascon,
Ruiz Higueras y Bosch (2006) proponen un MER que sita la razén de ser de
la proporcionalidad en el ambito de las modelizaciones funcionales elementales.
En concreto, el MER propuesto, parte de la caracterizacion de diferentes tipos de
variacion de magnitudes. Para ello, y teniendo en cuenta las restricciones
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institucionales que provienen de la ESO, se consideran dos magnitudes My M
discretas, se parte de un conjunto de cantidades de la primera magnitud que
estan en progresion aritmética y se analiza el tipo de variacion de las cantidades
correspondientes de la segunda magnitud.

En este punto aparece la necesidad de tomar una decision que sera funda-
mental en la construccion del MER: éQué criterio utilizar para definir diferentes
"lipos de variacion'? En la practica se utiliza el criterio que proporciona la impo-
sicion de determinadas condiciones elementales sobre el tipo de variacion. Por
ejemplo, se define la condicién de equidad imponiendo que las cantidades
correspondientes de la magnitud M' también estén en progresion aritmética. Y,
por extension, la condicion de diferencias constantes de orden n imponiendo
que las diferencias de orden n de la sucesion de imagenes sean constantes.

De esta forma, la relacién de proporcionalidad directa queda caracterizada
como un caso particular de la condicion de equidad. En efecto, la relacion de
proporcionalidad directa cumple la condicion de equidad y, ademas, transforma
progresiones geomeétricas en progresiones geométricas de la misma razon, lo
que comporta que cumpla la condicion de linealidad. Junto a ella aparecen otros
tipos de relaciones (afines, cuadraticas, exponenciales, de proporcionalidad inver-
sa, etc) segun el tipo de variacion que caracteriza cada tipo de relacion.

En definitiva, el MER propuesto en Garcia (2005) integra, mediante la mode-
lizacion funcional elemental, el estudio de diferentes tipos de sistemas en los
que las cantidades de magnitud son susceptibles de variar segun las condicio-
nes enunciadas, conformando una organizacion matematica regional articulada
en torno a la teoria de las funciones reales de variable real.

Igualmente, en este mismo trabajo se describe con todo detalle el diseno a
priori y la experimentacion del REI llevado a cabo con alumnos de la ESO y
sustentado en el MER que éste propone, sobre los que nos hemos apoyado para
el diseno y la experimentacion de los médulos M, M; y M, del REI-FP. En
Ruiz-Olarria (2015), se describe con detalle el trabajo relativo al analisis y expe-
rimentacion de un REI-FP en torno a la proporcionalidad y su integracion en la
modelizacion funcional elemental, por lo que en este trabajo nos limitaremos a
describir una estrategia encaminada a reconstruir praxeologias matematicas
para la ensenfanza, lo que consideramos como uno de los principales frutos de
la puesta en marcha de un REI-FP. A continuacién, presentamos un esquema
(véase figura 1) de las etapas realizadas en la construccion de una praxeologia
para la ensenanza que se describirdn con detalle en la seccion 4.
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Figura 1. Esquema parcial de la metodologia para construir praxeologias para la ensenanza.
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4. ESTRATEGIA METODOLOGICA PARA RECONSTRUIR UNA
PRAXEOLOGIA PARA LA ENSENANZA

Como hemos indicado, en Ruiz-Olarria (2015) se describe la estrategia llevada
a cabo en un Master de Formacion del Profesorado de Secundaria para recons-
truir una version de una praxeologia matematica para la ensenanza en torno a
la modelizacion funcional elemental (MFE), mediante la experimentacion de los
Médulos My, M; y M, de un REI-FP.

Dado que la estructura de esta estrategia es aplicable a otros muchos casos,
con el fin de reconstruir praxeologias matematicas para la ensenanza (Licera,
2017), consideramos que la citada estrategia constituye una aportacion central
en la metodologia que propone la TAD para la formacion del profesorado. Resu-
miremos brevemente en lo que sigue sus principales etapas y las relaciones
entre ellas, advirtiendo que no es posible establecer una linealidad temporal
estricta entre las mismas, puesto que algunas se desarrollan de manera simul-
tanea en la practica efectiva y, en ciertos casos, se establecen relaciones reci-
procas entre etapas debido a que el desarrollo de cada una de ellas provoca
modificaciones importantes en el desarrollo de las otras.

Senalaremos cada una de estas etapas con el mismo niimero que aparece
en el esquema adjunto (ver figura 1).

(1) y (1) Dialéctica entre la formulacion de un problema de la profesion docente
v la toma en consideracion de un fenomeno diddctico

La estrategia puesta en marcha parte de la constatacién de un problema de la
profesion docente que, en nuestro caso, es el problema relativo al diseno y
gestion, en la ESO, de la ensenanza y el aprendizaje de la MFE, incluyendo el
papel que juega la relacion de proporcionalidad en la matematica escolar
(Ruiz-Olarria, 2015). Simultaneamente, dicha estrategia se inicia con la toma en
consideracion de un fendémeno didactico emergente en dicho ambito que se
manifiesta en la ausencia de problematizacion de los sistemas de variacion. En
la organizacion matematica escolar, éstos se utilizan de forma transparente y
accesoria, lo que permite explicar en parte el aislamiento de la proporcionalidad
del resto de relaciones funcionales y las dificultades del curriculo (y, por lo tanto,
de los profesores) para integrar el estudio de la proporcionalidad en una pra-
xeologia regional en torno a la MFE. Esta simultaneidad entre la constatacion
de un problema de la profesion docente relativo a un ambito de la actividad
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matematica escolar, y la toma en consideracion de un fenémeno didactico
emergente en dicho ambito no es meramente una coincidencia temporal. De
hecho, la constatacion de un problema docente constituye un componente
importante de la base empirica para construir el fenomeno didactico y, recipro-
camente, la toma en consideracion del fendmeno en cuestion permite replantear
el problema docente como un verdadero problema de investigacion didactica.

En nuestro caso, la formulacion del problema de la profesion docente se
planted en el mdédulo M, en los términos siguientes:

Q,-FP: éCOémo organizar la ensefanza de la MFE en la ESO y qué papel asignar a
la proporcionalidad en dicha organizacion?

(2) Cuestionamiento de la matemdtica escolar, andlisis de los procesos transpo-
sitivos y caracterizacion del modelo epistemoldgico dominante en Secundaria

La formulacion del fenomeno didactico citado -ausencia de problematizacion
de los sistemas de variacion-y el replanteamiento del problema docente aso-
ciado requieren el cuestionamiento de la organizacion matematica escolar en
torno a la MFE v, correlativamente, el analisis de las transformaciones que ha
sufrido dicho ambito a lo largo del proceso de transposicion didactica, para poder
caracterizar el modelo epistemologico dominante en la ESO en torno a la MFE.
Para llevar a cabo dicho cuestionamiento, la estrategia metodoldgica requiere
que se planteen cuestiones tales como:

¢Qué se entiende en dicha institucion por MFE? {Cudl es la razon de ser "oficial”
que la institucion escolar le asigna? ¢Qué actividades matematicas se llevan a cabo
en la ESO en las que intervenga la MFE? {Cémo se relaciona la proporcionalidad
con el resto de las relaciones funcionales elementales que aparecen en la matema-
tica escolar?

En resumen, el objetivo de este cuestionamiento y del correspondiente analisis
transpositivo, consiste en indagar el sistema de reglas y principios que regulan
la estructura y el funcionamiento de la MFE en el sistema escolary su relacion
con la proporcionalidad, esto es, analizar la "economia escolar' (Josep Gascon,
2011) de dicho dmbito de la actividad matematica en la ESO.
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(3) Criterios y principios para construir un MER-S

El analisis del citado modelo epistemologico dominante en la ESO en torno a la
MFE vy la clarificacion de la consiguiente "razon de ser oficial” que se asigna a
dicho ambito en la matematica escolar aportan, con la ayuda de los instrumentos
que proporciona la TAD, algunos criterios y principios necesarios para construir
un MER-S, esto es, un MER que asigne en la ensefanza secundaria una razon
de ser alternativa (o, seguin el caso, complementaria) a la razén de ser oficial.
Estos criterios y principios se basan esencialmente en el analisis del fenémeno
didactico y, correlativamente, en el estudio del problema de la profesion docente
asociado, por lo que su formulacion reflejard los nuevos objetivos matemati-
co-didacticos que el MER-S encarnara. Esta explicitacion de objetivos matema-
tico-didacticos posibles constituye una de las etapas cruciales de la estrategia
metodologica.

En nuestro caso, la nueva praxeologia por ensenar redefinida por el MER-S
explicita como objetivos didactico-matematicos posibles la integracion de la
problematizacion de los sistemas de variacion, la superacion del aislamiento de
la proporcionalidad del resto de relaciones funcionales y su integracién en una
praxeologia regional en torno a la MFE.

(4) Construccion de un MER-S y de la correspondiente praxeologia matemadtica
por ensenar en Secundaria

La estrategia metodologica contintia con la construccion efectiva de una primera
version del MER-S a partir de los citados principios y criterios, lo que comporta
una nueva redefinicion de lo que se entiende en la ESO por "modelizacion
funcional elemental’, de su relacién con la proporcionalidad y de su posicion
curricular con respecto al resto de areas de la matematica escolar. En conse-
cuencia, cada version del MER-S delimita, reestructura y redefine, una praxeolo-
gia por ensefar en torno a la MFE en la ESO (que puede diferir ampliamente
de la praxeologia por ensenar oficial). Se supone que esta nueva praxeologia
por ensenar permitira llevar a cabo un proceso de estudio que se acerque pro-
gresivamente (a medida que se construyen nuevas versiones de la misma) a
ciertos objetivos matematico-didacticos determinados de antemano —como asi
se indica en el punto (3)- v, potencialmente diferentes a los que era posible
alcanzar en el ambito de la actividad matematica escolar —en el caso que nos
ocupa, en torno a la MFE, cuando estaba definida y estructurada sobre la base
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del antiguo modelo epistemologico dominante—. La construccion efectiva del
MER-S puede provocar cambios en los criterios y principios que regulan a priori
su construccion.

(5) Diseno, experimentacion y evaluacion de un REI en Secundaria

Una vez construida en el ambito de la investigacion didactica una version del
MER-S que, no debe olvidarse, tiene el estatus de hipdtesis cientifica, la estrategia
metodologica que estamos describiendo -cuyo objetivo final es reconstruir una
praxeologia para la ensefanza- contintia con el diseno, experimentacion y
evaluacion en secundaria de un REI sustentado en dicho MER-S. Este REIl, que
cristaliza en un proceso de estudio con un grupo de alumnos y un profesor
concretos en una institucion determinada, constituye implicitamente una res-
puesta a Q,-FP que puede considerarse surgida de la investigacion didactica. En
nuestro caso se trata del REI de los Planes de Ahorro (Garcia, 2005).

Como hemos sefnalado, cada experimentaciéon y evaluacién de un REI sus-
tentado en un MER-S proporciona criterios para contrastar empiricamente el
propio MER-S. Esto significa que el andlisis a posteriori del desarrollo del REI
permitira comprobar hasta qué punto la actividad matematica que encarna dicho
MER-S posibilita alcanzar los objetivos matematico-didacticos previstos de ante-
mano. En todo caso, el citado andlisis aportard datos para modificar el MER-S.

Suponiendo que se ha construido un MER-S y que se ha experimentado en
Secundaria un REl que lo sustenta, la estrategia metodoldégica que estamos
describiendo propugna utilizar la experiencia y los resultados de dicho proceso
para disenar un REI-FP, cuyo objetivo sea posibilitar el estudio de un problema
de la profesion, construido a la vez que el MER-S. La formulacion de dicho pro-
blema y las primeras etapas de su estudio se llevan a cabo en el Modulo M,,
generado por una cuestion Q,-FP. La primera tarea que propone |a estrategia
metodologica para empezar a estudiar dicha cuestion consiste en indagar cual
es la respuesta que aporta la institucion escolar y, paralelamente, qué otras
posibles respuestas estan disponibles en otras instituciones como son la inves-
tigacion didactica o la formacion del profesorado.

Asi, como punto de partida del proceso de formacién del profesorado llevado
a cabo a lo largo del REI-FP, se planted la cuestién generatriz Q-FP de dicho
REI-FP. Dicha cuestién se propone en el Modulo M, que, en el caso que nos
ocupa, se formula, como ya hemos indicado, en los términos siguientes:
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Q,-FP: éComo organizar la ensenanza de la MFE en la ESO y qué papel asignar a
la proporcionalidad en dicha organizacién?

Para facilitar la solucion de esta cuestion y ayudar a los profesores en formacion
a iniciar el trabajo de busqueda de elementos de respuesta disponibles, se
decidio acompanarla con el siguiente conjunto de cuestiones derivadas:

¢Qué caracteristicas presenta en la ESO la organizacion matematica curricular
en torno a la modelizacién funcional elemental? ¢Qué tipos de modelos funcio-
nales aparecen? ¢dCémo se relacionan entre si? {A qué cuestiones viene a res-
ponder la modelizacion funcional elemental en la ESO? iPor qué y para qué se
introducen los modelos funcionales en la ESO? Esto es, icudl es la razdn de ser
oficial que la matematica escolar (el curriculo y los libros de texto) asigna a los
modelos funcionales que aparecen en la ESO? éQué papel desempena la pro-
porcionalidad con relacion al conjunto de modelos funcionales elementales que
aparecen en la ESO?

Ademas de la respuesta del sistema escolar, équé otras propuestas didacticas alter-
nativas existen (en los trabajos de innovacién didactica, en los articulos de investi-
gacion, en los materiales de formacion del profesorado, etc) para organizar la
ensenanza de los modelos funcionales en la ESO?

Para buscar respuestas disponibles a estas cuestiones, los profesores en forma-
cion se pueden valer de cualquiera de los documentos virtuales y materiales
que tengan a su disposicion: libros de texto, curriculo oficial de la ESO, articulos
de investigacion e innovacion didactica, materiales de formacion del profesorado,
producciones de la noosfera, su propia experiencia como alumnos, etc. También
cabe la posibilidad de que los formadores indiquen algunos de los media mas
accesibles, aunque es de suponer que los estudiantes no tengan dificultades en
este ambito.

El diseno a priori de este moédulo prevé que la recopilacion y analisis preliminar
de las respuestas que se aporten a la cuestion Q,-FP provocard la emergencia de
nuevas cuestiones problematicas. En particular, la discusion dentro de los grupos
de trabajo debe hacer surgir cuestiones relativas al problema de la fundamenta-
cién y validacion de dichas respuestas y a la propia nocién de MFE (ausente en
el discurso curricular oficial), asi como a las posibles incoherencias internas de las
praxeologias matematicas escolares y a las carencias de componentes praxeolo-
gicos que se detectan en los libros de texto.
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Con la realizacion de esta primera tarea, se pretende que los profesores en
formacion cuestionen las organizaciones matematicas escolares en torno a la
proporcionalidad y la modelizacion funcional como punto de partida para ana-
lizar las organizaciones didacticas asociadas. Se pretende asi superar la tenden-
cia a identificar cualquier ambito matematico (en este caso la MFE) con los
contenidos escolares que aparecen habitualmente en los libros de texto.

Como segunda tarea, se propone que cada grupo exponga brevemente al
gran grupo sus conclusiones provisionales relativas a su estudio de la cuestion
Q,-FP. En gran grupo se discutiran y contrastaran las diferentes respuestas y se
elaborara una caracterizacion provisional de la organizacion matematica de la
ESO en torno a la MFE.

(6) Modulo M,: vivir un REI sustentado en un MER-S

En este Mddulo M, la estrategia metodoldgica pretende que los profesores en
formacion empiecen a construir, mediante un trabajo cooperativo, una respuesta
a Q,-FP. Como primer paso, este modulo constituye un dispositivo didactico
disenado para proporcionar a los profesores en formacion la posibilidad de vivir
en propia carne un REl, sustentado en un MER-S y experimentado previamente
en Secundaria. Se pretende que los estudiantes construyan por ellos mismos
una respuesta a la cuestion generatriz Q, de dicho REI que contenga, en cierta
forma, la proporcionada previamente por los alumnos de Secundaria. Para ello
se les propone vivir dicho REI en posicion de estudiantes. Esto significa que, en
primera instancia, deberan construir una respuesta a Q; que, en nuestro caso,
se materializé en la construccion de una praxeologia en torno a los planes de
ahorro. Sélo en segunda instancia podran interpretar, en el Modulo M., que el
trabajo llevado a cabo para construir esta respuesta puede tomarse como una
respuesta provisional a Q,-FP. Esta respuesta, revisable, relativamente analoga
a la proporcionada por la TAD (Garcia, 2005), les proporcionard un punto de
vista, un sistema de referencia, desde el cual observar, analizary evaluar otras
posibles respuestas a dicha cuestion.

En el REI-FP experimentado, la cuestion generatriz de este médulo —practi-
camente idéntica a la experimentada por Garcia (2005)- se formuld como sigue:

Q;: Deseamos planear con tiempo el viaje de fin de curso, para lo que tenemos que

decidir un Plan de Ahorro que nos permita reunir una cantidad suficiente de dinero.
Aungue no sabemos aun el precio exacto del viaje, podemos hacer una estimacion
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de la cantidad de dinero que necesitamos, y comenzar a tomar decisiones sobre los
diferentes plazos de entrega, las diferentes cantidades que deberfan aportarse en
cada plazo, etc. Por supuesto, no se trata de decidir hoy cuanto dinero hay que
entregar ni como, sino de empezar a trabajar sobre ello, con la intenciéon de antici-
parnos al final de curso y a las necesidades que tendremos cuando sepamos el
precio exacto del viaje. El objetivo final es preparar un informe, que podamos pre-
sentar a la direccion del centro, y que ayude, en los anos sucesivos, a planificar el
ahorro de dinero a vuestros companeros. Este informe deberia dar respuesta a
cuestiones tales como: ¢{Qué posibles planes o estrategias de ahorro se pueden
considerar? ¢Qué ventajas e inconvenientes tiene cada uno? {Como decidir los
plazos, las cantidades a dar en cada plazo, la duracion del ahorro, etc?

Como sintesis del trabajo realizado por los grupos y como primer esbozo de la
respuesta conjunta de la comunidad de estudio, se elabor6 en gran grupo, bajo
la direccién de los formadores, un mapa provisional de planes de ahorro que
integra y articula las aportaciones de todos los grupos (véase figura 2).

Este mapa constituye el primer esbozo de una praxeologia para la ensefanza
en torno a la modelizacién funcional elemental reconstruida por la comunidad
de estudio. En dicho mapa aparecen determinadas caracterizaciones de los
planes de ahorro (inicialmente mediante la ley recursiva que relaciona cada
cuota con la anterior) y, consecuentemente, caracterizaciones de los modelos
funcionales asociados a cada tipo de plan de ahorro.

(7) Modulo M,: Analizar el REI vivido sustentado en un MER-S

En esta etapa de la estrategia metodoldgica que estamos describiendo, los pro-
fesores en formacion llevan a cabo un analisis matematico-didactico del RElI
vivido. Para ello, se retoma el problema de la profesion docente descrito mediante
la cuestion Q,-FP, asi como las respuestas parciales que los profesores en for-
macion hayan encontrado en el Mdédulo M, a partir de la exploracion de los
diversos documentos oficiales que tienen a su disposicion (incluyendo su propia
experiencia como alumnos). Estos datos, junto a una descripcién de la respuesta
particular a la cuestion Q,-FP surgida en el ambito de la investigacion didactica
y materializada en el REl experimentado en el cuarto curso de la ESO, constituyen
los media de los que disponen los profesores en formacion para llevar a cabo
un analisis matematico-didactico del REI vivido.
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En nuestro caso, las cuestiones planteadas para la realizacién del analisis
mencionado fueron:

Q,;: {COémo se puede describir la actividad matematica desarrollada para
responder a la cuestion Q,? {Cudles son los elementos matematicos (nociones,
técnicas, propiedades, etc) utilizados y el procedimiento sequido?

Con el objetivo de precisar el significado de la cuestién Q,; se introdujeron
algunas cuestiones derivadas para guiar el analisis praxeolégico (matematico)
del REI vivido:

¢Se han analizado y comparado las ventajas e inconvenientes de utilizar unas
técnicas (aritméticas, algebraicas, graficas u otras) para estudiar los planes de ahorro?

¢Qué papel han desempenado las técnicas aritméticas a lo largo del proceso
de estudio?

¢En qué momentos concretos del proceso ha surgido la necesidad de utilizar
técnicas algebraicas? ¢Qué limitaciones de las técnicas aritméticas se han puesto
claramente de manifiesto?

éSe han articulado las técnicas algebraicas y las técnicas funcionales a fin de
abordar ciertas tareas matematicas?

Para estudiar los planes de ahorro ¢ése han utilizado técnicas graficas? éComo
se han justificado?

¢Qué papel ha desempenado la proporcionalidad en la actividad matematica
desarrollada?

¢Como se ha relacionado la proporcionalidad con el resto de relaciones funcio-
nales? {Aparece como una relacion funcional "especial® o como una mas en el
conjunto de relaciones funcionales elementales?

¢Considerais necesario continuar el proceso de estudio varias sesiones mas o,
al contrario, tenéis la sensacion de haber dedicado un tiempo suficiente al problema
de los planes de ahorro?

¢Cuales han sido los objetivos del proceso de estudio vivido (aunque de manera
incipiente)? Esta cuestion se refiere tanto a los objetivos relativos a los contenidos
matematicos, como a los relativos al tipo de actividad matematica desarrollada.

Por otra parte, se pretendia que los estudiantes comparasen la organizacion
matematica escolar en torno a la modelizacion funcional -analizada previamente-
con la vivida por ellos mismos en el modulo M,. Por lo tanto, las cuestiones que se
plantearon (y que enunciamos a continuacién) requerfan dos respuestas: la relativa
al REI vivido y la correspondiente a la actividad matematica escolar habitual, asi
como la comparacion entre ambas.
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éSe estudian, se analizan, se cuestionan, diferentes tipos de relaciones funcionales
que pueden relacionar dos o mas magnitudes? {Se plantean situaciones en las que
se tenga que indagar el tipo de variacion que relaciona dos magnitudes o, por el
contrario, el tipo de relacion funcional estd normalmente determinado de antemano?

¢Cuadles son, en cada caso, las cuestiones a las que viene a responder la propor-
cionalidad? Esto es, icudl es la razon de ser que se asigna a la proporcionalidad?

En el caso de la proporcionalidad, éperviven componentes de la organizacion
clasica como, por ejemplo: razon = cociente entre cantidades de magnitud (que no
hay que confundir con fraccion = cociente entre dos niimeros enteros) y proporcién
= igualdad entre dos razones que consta de dos medios y dos extremos? En caso
afirmativo, explicad el papel que juegan dichos elementos.

¢éSe proponen propiedades de las proporciones (como, por ejemplo, que el pro-
ducto de medios es igual al producto de extremos) a fin de evitar el uso del instru-
mento algebraico?

Los problemas de proporcionalidad, éson considerados como problemas aritmeé-
ticos o bien como problemas de modelizacién algebraico-funcional? éQué relacién
se establece entre el mundo de la proporcionalidad y el mundo funcional?

¢Aparece la regla de tres? En caso afirmativo, ése interpreta en términos funcio-
nales o bien en términos aritméticos (meramente numéricos)? éExiste en los textos
un discurso matematico justificativo de la regla de tres o, por el contrario, ésta apa-
rece como una técnica auto-justificada, esto es, como una técnica que no precisa
de ningun tipo de justificacion exterior porque es culturalmente inteligible y, como
tal, se justifica a si misma porque "funciona"?

¢Aparecen situaciones problematicas en las que se pongan claramente de
manifiesto las limitaciones de las técnicas aritméticas y la consiguiente necesidad
de introducir la herramienta algebraica?

¢éSe presenta la proporcionalidad como una relacién mas, integrada en el ambito de
un conjunto de relaciones funcionales elementales o, por el contrario, aparece aislada?

Las respuestas de los grupos dan lugar a una version provisional del MER, esto
es, del "esqueleto” del REI de los planes de ahorro, que se amplia con la des-
cripcion del proceso de estudio en términos de los "gestos de estudio" y de "ayuda
al estudio" llevados a cabo efectivamente a lo largo del recorrido, tanto por parte
de los estudiantes como por parte de los formadores. Para ello los estudiantes
utilizaron entre otros media, la documentacion relativa a la experimentacion
llevada a cabo previamente con el REl de los planes de ahorro con alumnos de
cuarto curso de ESO (Garcia, 2005).
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La cuestion generatriz de esta fase del seqgundo mddulo se formul6 en los
términos siguientes:

Q,: ¢COMo se puede describir la actividad didactica llevada a cabo en el seno del REI
vivido? ¢Qué dispositivos didacticos nuevos han aparecido con relacion a la organiza-
cién didactica escolary, en particular, como se ha modificado la distribucion habitual
de las responsabilidades didacticas entre los miembros de la comunidad de estudio?

Y para concrefar esta cuestion generatriz y guiar el analisis didactico del REl
vivido se plantearon diez cuestiones derivadas referidas tanto al REI vivido en
el moédulo M, por los profesores en formacion como al experimentado previa-
mente con alumnos de cuarto curso de ESO. Cada cuestion requiere, por lo tanto,
dos respuestas asi como la comparacion entre ellas.

éSobre quienes ha recaido, en cada uno de los RE|, la responsabilidad de definir
y delimitar el sistema de los planes de ahorro?

¢Quién ha tomado, en cada caso, la responsabilidad de elegir el modelo mate-
matico utilizado para estudiar dicho sistema?

¢Qué papel ha desempenado la cuestién generatriz a lo largo del REI? Se ha
mantenido "viva"? {Se ha "desvanecido" ¢Ha permanecido invariante a lo largo del
proceso o ha evolucionado?

¢Quiénes se han responsabilizado de plantear las cuestiones y las tareas ini-
ciales? ¢Qué otras tareas podrian haber surgido de dicha cuestién generatriz? (Qué
otra posible direccion hubiese podido tomar el proceso de estudio?

éSobre quiénes ha recaido la responsabilidad de decidir en cada momento los
medios, los instrumentos, las técnicas mas adecuados para proseguir el estudio?

¢Como se ha decidido el tipo de problemas a estudiar en cada momento, asi
como la direccion que debia tomar el proceso de estudio?

¢Como se ha gestionado el tiempo didactico? Esto es, écon base en qué criterios
se ha decidido el tiempo que debia dedicarse a cada tipo de problemas?, écon base
en queé criterios se ha decidido profundizar en un determinado tipo de problemas o,
por el contrario, cambiar la actividad para estudiar otro tipo de problemas?

éSobre quiénes ha recaido la responsabilidad de evaluar los resultados parciales
y las respuestas provisionales que han surgido a lo largo del proceso?

¢Cudl ha sido, en definitiva, el grado de autonomia asumido por los estudiantes
a lo largo del REI vivido?
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Uno de los prejuicios mas extendidos en el ambito de la proporcionalidad podria
enunciarse como sigue (en forma de "teorema en acto"): "Cuando dos magnitudes
se comportan de tal manera que siempre aumentan o disminuyen simultaneamente,
entonces son magnitudes directamente proporcionales’. dCémo explicar este feno-
meno matematico-didactico?

(8) Construccion de un MER-FPy de la correspondiente praxeologia matemdtica
para la ensenanza

A partir de los datos proporcionados por el andlisis del REI vivido, surgen cues-
tiones que extienden y pueden contener ampliamente las que forman parte del
MER-S y cuyas respuestas aparecen como necesarias, o al menos Utiles, para:
(a) redefinir la actividad matematica escolar en torno a la MFE (y, en particular,
en torno al papel que se asigna a la proporcionalidad); (b) explicitar la razon de
ser oficial que se asigna en la ensefanza secundaria obligatoria a dicho ambito
de la actividad matematica; y (c) interpretar adecuadamente la razén de ser
alternativa que el MER-S le asigna y relacionar la MFE asi redefinida con los
diferentes bloques o areas de la matematica por ensenar y otros ambitos de la
vida escolary social.

Estas son algunas de las cuestiones que estructuran una ampliacién y com-
plementan relativamente el MER-S que denominamos MER-FPy que se plantean
en esta ultima etapa de la estrategia metodoldgica.

En nuestro caso, (véase figura 3) las cuestiones que estructuran el MER-S se
limitan esencialmente a las tocantes al tipo de relacion funcional entre la cuota
k-ésima, C, o el ahorro acumulado S, y el numero n de imposiciones.

k=n
Sn = Z Ck
k=1

Con el objetivo de precisar el significado de la cuestion Q,; se introdujeron
algunas cuestiones derivadas para guiar el analisis praxeologico (matematico)
del REI vivido.

En el MER-S las cuestiones se restringen esencialmente a los casos en que
las cuotas varian formando una sucesion aritmética o geométrica. En particular,
cuando las imposiciones son constantes dan lugar al plan de ahorro equitativo
en el que aparece la funcién de proporcionalidad.
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Como desarrollo de esta problematica elemental, muy rica para alumnos de
la ESO, surge el problema de la relacion entre ambos tipos de funciones en
situaciones mucho mas generales.

Dado que en los casos elementales citados C, varia segun una relacion de
recurrencia lineal muy elemental (dada mediante una sucesion aritmética o
geométrica), en el MER-FP aparecen, en primera instancia, cuestiones relativas a
la relacion entre la variacion de las cuotas y la variacion del ahorro acumulado
en el caso en que las imposiciones varian segun una ley de recurrencia aditiva,
C... = G, + f(n), o bien una ley de recurrencia multiplicativa, C,,, = fn)-C, (donde
f(n) es, en principio, una funcién polinomica). A partir de aqui surge la cuestion
no trivial de como determinar la evolucion de las cuotas (que no tiene por qué ser
necesariamente mediante una ley de recurrencia) a partir de una funcion prees-
tablecida que define la variacion del ahorro acumulado, como por ejemplo:

S,=¢y-e" obienS,=c,+ VKT

Reciprocamente, dada una ley que caracteriza la evolucién de las cuotas
como, por ejemplo:

C,=C(1+0D)Tn
Cn+1 = Tl‘k‘Cn
C,=C,.,+n*d

0 bien
Cn+2 = Cn+ Cn+1'

lo que se propone es determinar la funcion que describe la evolucion del ahorro
acumulado.

Esta problematica funcional que estructura el MER-FP y que se materializa
en una praxeologia matematica para la ensenanza contiene, asimismo, la pro-
blematica que hemos denominado del control de los planes de ahorro trabajados
0, en el lenguaje de la modelizacion funcional, la problematica ligada a la
construccion de un modelo funcional que cumpla determinadas condiciones (o
hipdtesis sobre el sistema modelizado) establecidas a priori. También forman
parte del MER-FP las cuestiones relativas a la comparacion de los planes de
ahorro o modelos funcionales en cuestion
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5. A MODO DE SINTESIS: ESTRUCTURA GLOBAL DE UNA ESTRATEGIA
PARA LA CONSTRUCCION DE PRAXEOLOGIAS MATEMATICAS PARA LA
ENSENANZA

Con el objetivo de mostrar que la estrategia descrita hasta aqui constituye
Unicamente una parte de una estrategia metodologica mas amplia, presenta-
mos un esquema de conjunto (ver figura 4) que contiene ampliamente a la
que hemos esquematizado en la figura 1.

Este esquema global sigue conteniendo una primera parte de la estrategia
que desemboca en el diseno y experimentacion de un REl en Secundaria y que
comprende las etapas de (1) a (5). Esta subestrategia tiene sentido en si misma
cuando se trata de construir, simplemente, una praxeologia matematica por
ensenar (por ejemplo, en Secundaria) sin que ésta tenga que utilizarse necesa-
riamente —aunque pueda utilizarse- como una primera etapa de la estrategia
encaminada a construir una praxeologia matematica para la ensenanza en el
ambito de la formacion del profesorado. Se trata precisamente de la estrategia
utilizada en Garcia (2005) y que hemos citado ampliamente.

El esquema global amplia al descrito en la figura 1 mediante una estra-
tegia alternativa completa que no requiere pasar necesariamente por el
diseno de una praxeologia por ensefar en Secundaria, ni por el disefio a
priori de un REl'y su consiguiente experimentacion. En esta estrategia alter-
nativa las etapas (4), (5), (6), (7) y (8) se reemplazan por las etapas (4, (6),
(77 (8 y (11).

La principal diferencia entre ambas estrategias consiste en que en esta tltima
se construye directamente un MER-FP (4') con base en ciertos criterios y princi-
pios que sustentarian la construccion de un hipotético MER-S (3), pero sin que
este MER se haya construido efectivamente y, por tanto, sin basarse en la expe-
rimentacion previa de un REI sustentado en él. En base al MER-FP se disena un
REI para ser vivido en la institucion de Formacion del Profesorado (6') y la
correspondiente praxeologia para la ensenfanza (8.

El primer ejemplo que tenemos de la aplicacion completa de esta estrategia
alternativa se encuentra en Licera (2017). En este trabajo se disefia y se experi-
menta un MER-FP y se construye la correspondiente praxeologia para la ense-
fianza en torno a los numeros reales a partir de un esbozo de un MER-S, pero
sin basarse en un REl experimentado previamente en Secundaria.

Tenemos, en definitiva, dos estrategias que pueden ser Uutiles para la
construccion de praxeologias matematicas para la ensenanzay que, en cierto
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sentido, son complementarias. Mientras que la primera descansa en un
trabajo previo tedrico y experimental en el ambito de la ensefanza para
desembocar en la problematica de la formacién del profesorado, la sequnda
recorre el camino inverso. Pero, en ambos casos, las estrategias pivotan entre
la construccion de un fenomeno didactico en torno a cierto ambito de la
actividad matematica escolar (1) y el estudio de un problema de la profesion
docente (1').

Finalmente, pensamos que la construccion de praxeologias para la ense-
Aanza como un esfuerzo cooperativo entre la investigacion didactica y la
institucién de formacién del profesorado, se podra consolidar en la medida
en que su implementacion vaya impregnando la formacion de los futuros
profesores.
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Figura 4. Esquema de la metodologia para construir praxeologias para la ensenanza
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Development of structure sense in university students through the
use of Variation Theory in handling rational algebraic expressions
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Resumen: Desarrollar un sentido estructural permite al alumno realizar tareas
algebraicas de formas mas eficientes y menos propensas a errores, por lo que
es relevante fortalecerlo. Se presentan en este articulo los resultados de una
investigacion cuyo objetivo fue desarrollar el sentido estructural en estudiantes
universitarios, mediante la elaboracion, implementacion y prueba de actividades
de ensenanza-aprendizaje que, a la par, promuevan el desarrollo de habilidades
para simplificar y operar expresiones algebraicas racionales. El disefo de las
actividades se basé en la Teoria de la Variacion. Se definieron y ponderaron
descriptores del sentido estructural, para fines de comparacion. Se aplicaron
evaluaciones antes y después de la implementacion de las actividades, a cuatro
grupos experimentales y tres de control. Se observé un incremento del nivel de
sentido estructural estadisticamente superior en los grupos experimentales con
respecto a los grupos de control. Se comprob6 que es posible desarrollar, en
mayor medida, el sentido estructural en los alumnos, al incluir, en las actividades
que realizan, contrastes y variaciones elegidos con esa intencion.
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Palabras clave: Sentido estructural, estructura algebraica, Teoria de la Variacion,
actividades de ensenanza-aprendizaje, expresiones algebraicas racionales

Abstract: To develop a structure sense allows a student to perform algebraic
tasks in more efficient ways and with fewer errors, so it is relevant to strengthen
it. This article presents the results of a study whose objective was to develop
the structure sense of university students, through the creation, implementation
and testing of teaching-learning activities that, at the same time, achieve the
development of skills to simplify and operate rational algebraic expressions.
The activities were designed based on Variation Theory. Descriptors of the sense
of structure were defined and weighted for comparison purposes. Evaluations
were applied before and after the implementation of the activities, to four
experimental groups and three control groups. A statistically higher structure
sense level was observed in the experimental groups with respect to the control
groups. This proved that it is possible to achieve a greater development of the
sense of structure in students, through activities that include contrasts and
variations chosen intentionally.

Keywords: Structure sense, algebraic structure, Variation Theory, teaching-learn-
ing activities, rational algebraic expressions.

INTRODUCCION

Al enfrentarse a una tarea algebraica, el alumno puede proceder de distintas
formas para realizarla, las cuales han sido estudiadas por diferentes autores.
Dichos autores senalan que, de esas formas de proceder, algunas son mas
eficientes que otras, por implicar un manejo conceptual mas profundo y signi-
ficativo, mas reflexivo antes de actuar, procedimientos mas cortos y menos pro-
pensos al error (Hoch, 2003; Hoch & Dreyfus, 2004; Molina, 2010; Jupri & Sispiyati,
2017). Las formas eficientes requieren de un analisis de la estructura de la
expresion, para determinar cuales serfan los procedimientos posibles para tra-
bajar con ella y cual de ellos seria el mejor. En este sentido, Sfard (2001) consi-
dera que, si ser capaz de ver la estructura es util en cualquier dominio del
conocimiento, en matematicas puede considerarse la esencia misma del apren-
dizaje. De entre los distintos nombres que se le han dado a estas formas mas
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eficientes de actuar: sentido de estructura (Linchevski & Livneh, 1999), sentido
estructural (Vega-Castro, 2013), razonamiento estructural (Harel, 2013), pensa-
miento estructural (Mason, Stephens, & Watson, 2009), segun el autor que se
consulte, para esta investigacion se usard el de operar con sentido estructural,
como lo llama Vega-Castro (2013).

Se pensaria que, al tener identificadas las maneras mas eficientes de proce-
der, y la importancia de que los alumnos las usen, éstas podrian promoverse
durante la formacion escolar del estudiante y se observarian en sus procesos a
su llegada a la universidad. Sin embargo, tanto nuestra experiencia profesional,
como diversos articulos consultados, revelan lo contrario. Se han encontrado, por
ejemplo, dificultades en el reconocimiento de la estructura de las expresiones
algebraicas en alumnos universitarios (Eccius-Wellmann, 2011; Eccius-Well-
mann, 2013). A su vez, Chinnappan y Forrester (2014), observaron que los pro-
fesores en formacion que participaron en su estudio manifestaban un
conocimiento mas procedimental que conceptual. Godino et al. (2015), por su
parte, conjeturaron la presencia de carencias formativas en los estudiantes de
magisterio, en particular sesgos sobre pensamiento relacional (estructural). Los
estudios presentados en este parrafo fueron relevantes para esta investigacion
por su enfoque en el sentido estructural de alumnos de nuevo ingreso a la
universidad. El que algunos hagan referencia a profesores en formacion sugiere
la conveniencia de realizar investigaciones posteriores, relacionadas con el sen-
tido estructural de profesores en servicio, como la de Jupri y Sispiyati (2017),
quienes observaron en siete profesores de matematicas en servicio una tenden-
cia a operar expresiones algebraicas sin analizar previamente su estructura,
aunque, al pedirseles una forma diferente de proceder, mostraron un mayor
razonamiento estructural en dicha forma de proceder. El relacionar el sentido
estructural de profesores y alumnos queda fuera del alcance de esta
investigacion.

Sobre el desarrollo del sentido estructural, al observar que los estudiantes
con menor habilidad para reconocer las estructuras eran también los de menor
desempenio, Liken (2012) concluye que necesitan disenarse acciones instruc-
cionales bien fundamentadas para promoverlo en los alumnos, lo cual puede
llevar a mejorar sus competencias matematicas. A este respecto, Vega-Castro,
(2010) considera que algunas formas de ensefar promueven mas que otras el
desarrollo de dicho sentido, aunque no encontr6 estudios al respecto en su
momento. En Vega-Castro, Molina y Castro (2012) las autoras describen el pro-
cedimiento que siguieron para evaluar el nivel de sentido estructural en
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estudiantes de bachillerato, por medio del analisis de los procedimientos segui-
dos por los participantes. Sugieren considerar como descriptor del sentido estruc-
tural, entre otros, el anticipar la utilidad de las transformaciones algebraicas.
Consideran que el sentido estructural es un elemento importante para identificar
la utilidad de los conocimientos algebraicos basicos (igualdades notables) dentro
de otros temas algebraicos (simplificacién de fracciones algebraicas).

La identificacion de las carencias y necesidades mencionadas y la escasez
de propuestas para desarrollar el sentido estructural, motivo la realizacion de
esta investigacion, cuyo objetivo fue el desarrollo de dicho sentido en estudiantes
universitarios de nuevo ingreso a las carreras administrativas, mediante la ela-
boracion e implementacion de actividades de ensenanza-aprendizaje, especifi-
camente en estructuras algebraicas. Para delimitar el estudio, se trabajo con los
temas de simplificacién y operaciones con expresiones algebraicas racionalesy
sus prerrequisitos.

Se eligio, como fundamento tedrico pedagogico para orientar la construccion
de las actividades de ensenanza-aprendizaje, la Teoria de la Variacion de Marton
(2015). Su enfoque en los contrastes y variaciones se estima adecuado para
promover en el alumno el andlisis de las estructuras algebraicas antes de tra-
bajar con ellas, como sugieren Banerjee y Subramaniam (2005). Ellos consideran
que desarrollar un sentido estructural de las expresiones requiere el uso de
procedimientos y reglas en situaciones y contextos variados, que permitan encon-
trarle el sentido a las relaciones entre los componentes de diversas expresiones
que compartan los mismos aspectos estructurales.

En este articulo se da respuesta a las siguientes preguntas de
investigacion:

— ¢Como se puede ponderar el nivel de sentido estructural manifestado en
los procedimientos algebraicos desarrollados por los alumnos?

— Con base en la ponderacién establecida para este estudio, icémo es el
promedio del nivel de sentido estructural en los alumnos, al ingresar a la
universidad? Por todos los participantes, por grupo y entre grupos.

— Con base en la ponderacién establecida para este estudio, {cémo es el
promedio del incremento del nivel de sentido estructural en los alumnos
que trabajaron con las actividades de ensenanza-aprendizaje disenadas
con base en la Teoria de la Variacion, en comparacion con el incremento
del nivel de sentido estructural en los alumnos que trabajaron con activi-
dades que no contemplen dicha teoria pedagogica?
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La primera pregunta se responde en el apartado: Metodologia / Descriptores
del sentido estructural y su ponderacién. La sequnda y la tercera se responden en
el apartado: Resultados / Nivel de sentido estructural manifestado por los alumnos
al ingresar y Cambio en el nivel de sentido estructural, respectivamente.

MARCO CONCEPTUAL
ESTRUCTURAL O PROCEDIMENTAL

Sobre la forma de operar una expresion algebraica, distintos autores han iden-
tificado que estd guiada por la forma en que se visualiza la expresion. Los
alumnos, al enfrentar una tarea algebraica, pueden centrarse en aspectos de
tipo procedimental/operacional/instrumental (ver @ + b como una suma que
debe realizarse) o estructural/relacional (ver a + b como la expresion de la
suma de a mas b, o la relacién de a y b mediante el operador suma, sin que
sea obligatorio realizar dicha suma). La manera de visualizar una expresion
algebraica tiene diversas implicaciones.

Por ejemplo, Skemp (1976) senala la importancia de ensefar las matematicas
de forma relacional, en la que el alumno comprenda las relaciones entre los
elementos antes de operar. Advierte que es facil ensenar de forma instrumental
(seqguir reglas sin razonar), con la que se logran desempefos aceptables rapi-
damente, aunque no perdurables. Ensenar de forma relacional, por el contrario,
tiene las ventajas de permitir adaptar lo aprendido a nuevas tareas y de que el
aprendizaje sea mas sencillo de recordar. Es conveniente que se logre dejar de
ver los operadores como una operacion que debiera hacerse (interpretacion
procedimental) y se le dé a la expresién una interpretacion estatica (relacional)
para que las manipulaciones algebraicas, como las sustituciones de variables,
puedan hacerse adecuadamente, como sugiere Freudenthal (1983). Ademas de
los operadores, el signo igual también puede ser visto de forma meramente
procedimental, lo cual complica la transicion de la aritmética al algebra. Burgell
y Ochoviet (2015) resaltan la importancia de fomentar en los alumnos una vision
relacional del signo igual, mediante actividades no estandar.

Se puede tener una concepcion operacional de las matematicas, en la que
una entidad es concebida como el producto de un proceso o como el proceso
mismo, mientras que en la estructural es concebida como una estructura estatica,
como un objeto real. La operacional estd en las primeras etapas de la formacion
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del concepto y la estructural evoluciona a partir de ella. La operacional es nece-
saria pero no suficiente para el aprendizaje y la resolucion de problemas, mien-
tras que la estructural facilita todos los procesos cognitivos (Sfard 1991).

Por otro lado, Molina (2010) explica que, si al realizar una operacién o resol-
ver una ecuacion se emplea un procedimiento estandar aprendido, sin detenerse
a analizar las caracteristicas particulares del ejercicio en cuestion, se trabaja bajo
un enfoque procedimental. En cambio, si se realiza un analisis previo de las
caracteristicas particulares de las expresiones (su estructura) y al llevar a cabo
la actividad se les toma en cuenta, entonces se trabaja bajo un enfoque estruc-
tural. Propone, por tanto, promover el habito de la observacion y el andlisis de
caracteristicas particulares de las expresiones antes de iniciar la manipulacion,
con el fin de fortalecer el enfoque estructural, que permita un trabajo mas sig-
nificativo con expresiones aritméticas y algebraicas y evite algunas de las difi-
cultades que los alumnos encuentran en el aprendizaje y transicion entre ambas.

SENTIDO ESTRUCTURAL

Aunque el enfoque procedimental/operacional/instrumental es necesario por sf
mismo e indispensable para llegar al enfoque estructural/relacional, los alumnos
suelen quedarse en el primero por diversas razones, como las referidas por
Skemp (1976) previamente en este texto. Es por ello que las investigaciones mas
recientes, presentadas a continuacion, se han centrado en describir y encontrar
formas de promover el enfoque estructural.

El concepto de sentido de estructura, introducido por Linchevski y Livneh
(1999), abarca las capacidades de reconocer formas equivalentes de una expre-
sion y de identificar las formas apropiadas de realizar una tarea. Posteriormente,
Hoch (2003) lo describe como una coleccién de habilidades, separada de las
habilidades manipulativas, que permiten a los estudiantes hacer mejor uso de
las técnicas algebraicas aprendidas previamente. Para ella, las cadenas de sim-
bolos forman estructuras y su interpretacion depende del contexto. La conciencia
de esas distintas interpretaciones es parte del sentido de estructura. Senala que
se denota una falta de dicho sentido al operar sin observar si la estructura
permite sequir un proceso mas eficiente, como cuando se operan los agrupado-
res como un primer paso no reflexionado en una transformacion algebraica.

La apariencia externa de una expresion revela un orden interno determinado
por las relaciones entre las partes que componen su estructura, segun Hoch'y
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Dreyfus (2004), quienes incluyen en la mencionada coleccion de habilidades: la
capacidad de ver una expresion algebraica como una entidad, el reconocer una
expresion algebraica como una estructura previamente conocida, sus sub-es-
tructuras, las conexiones mutuas entre estructuras, cuales manipulaciones son
posibles y, finalmente, cual manipulacion es mas eficiente.

Mas adelante, los mismos autores formularon descriptores para el sentido de
estructura, basados en la complejidad de las estructuras algebraicas operadas,
desde las mas sencillas, con sub-términos simples, las de complejidad intermedia,
con sub-términos compuestos por productos, cocientes y potencias y las de
mayor complejidad, con sub-términos compuestos, ademas, por sumas y restas
(Hoch & Dreyfus 2006). A esos descriptores Vega-Castro (2013) propone agregar
otro que permita distinguir el sentido estructural mostrado cuando las subes-
tructuras pertenecen a una expresion en un solo nivel y cuando pertenecen a
expresiones en diferentes niveles, como en numerador y denominador. Ambas
propuestas, y las distintas formas de ver el sentido estructural, referidas en este
texto, formaron la base para establecer los descriptores usados en este estudio.
Para Vega-Castro (2013), por ejemplo, el sentido estructural es un conjunto de
capacidades necesarias para trabajar flexiblemente con expresiones algebraicas,
que implican el uso combinado de conocimiento conceptual y procedimental.

Por su parte, Harel (2013) describe el razonamiento estructural como una
habilidad combinada de observar estructuras, actuar sobre ellas con un proposito
claro y razonar en términos de estructuras generales, no de casos particulares.
Harel y Soto (2017) proponen cinco categorias para el razonamiento estructural:
generalizacion de patrones, reduccion de una estructura no familiar a una familiar,
reconocimiento y operacion de acuerdo a la estructura, justificacion epistemoldgica
y razonamiento en términos de estructuras generales. Esta categorizacion presenta
algunas similitudes con los descriptores de Hoch y Dreyfus (2006).

Desde su perspectiva, Mason, Stephens y Watson (2009) identifican como
pensamiento estructural la disposicion para explicar, conectar y usar las propie-
dades de una estructura en el pensamiento matematico. La conciencia de dichas
propiedades, que dependen de las relaciones entre sus elementos, es el centro
del pensamiento estructural. Al desarrollar la conciencia de la estructura mate-
matica en el alumno, se transforma su pensamiento matematico y su compro-
miso con la actividad matematica.

Segun estos autores, el profesor debe ser capaz de reconocer la estructura
matematica para poder lograr que sus estudiantes la disciernan, apoyados en
las actividades disenadas por el docente. Una forma de lograrlo es pedirles a
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dichos estudiantes que senalen, antes de manipular la expresion matematica,
cuales propiedades de su estructura justifican dicha manipulacion. Mencionan
que el enfoque procedimental o estructural logrado en los alumnos es una
decision pedagdgica, esto es, depende de como se lleva a cabo la ensefanza.
Consideran que se puede desarrollar el pensamiento estructural al trabajar en
tareas que se enfoquen en la naturaleza de la relacion en vez del cdlculo, para
que la atencion se oriente hacia los aspectos estructurales como propiedades
que aplican en muchas instancias; también al usar ejemplos que bloqueen las
rutinas familiares. Algo importante acerca de las relaciones estructurales es no
convertirlas en el contenido a ser aprendido, sino tratarlas como conciencia a
ser traida a la superficie, preferentemente a través del uso de ejemplos cuida-
dosamente variados, aunque existen casos en los que es necesario hacer del
reconocimiento de las estructuras el centro de la actividad, como en el aprendi-
zaje de los productos notables y la factorizacion (Hoch & Dreyfus, 2007).

Novotna, Stehlikova y Hoch (2006) concluyen en su estudio con estudiantes
universitarios que, si se atribuyen las dificultades de los alumnos a su falta de
sentido de estructura, es importante enfocarse en desarrollar dicho sentido en
esa etapa educativa. Proponen un modelo para evaluar el sentido de estructura
en estudiantes que realizan operaciones binarias de algebra abstracta, que
puede servir de base para atender las carencias mostradas por los alumnos en
ese tema. Senalan que los modelos para evaluar el sentido de estructura pueden
necesitar adaptarse al tema a trabajar, como fue necesario en esta
investigacion.

Para realizar este estudio fue preciso determinar una forma de valorar el nivel
de sentido estructural en los alumnos. Este se considerd como la suma de las
siguientes habilidades: reconocer la estructura algebraica de la expresién que
se observa, identificar las manipulaciones que es posible realizar sobre ella, dada
su estructura y elegir la mas eficiente de todas. Los descriptores establecidos
para hacer esa valoracion se presentan dentro del marco metodologico.

TEORIA DE LA VARIACION
La Teoria de la Variacién de Marton (2015) estd enfocada en las condiciones
necesarias para aprender que estan relacionadas con el contenido, su eleccion

y secuenciacion. Marton y Booth (1997) consideran que adquirir un conocimien-
to es encontrar nuevas formas de vivir una experiencia relacionada con ese
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conocimiento. Destacan que una persona ha aprendido un concepto o proceso
cuando es capaz de enfocar, de forma simultanea y consciente, aquellos aspec-
tos de ese concepto o proceso que son esenciales a €l, dentro de un contexto
dado. Mencionan que el aprendizaje es una funcion del discernimiento, enten-
dido como distinguir, mediante el intelecto, una cosa de otra o varias cosas entre
si, a traves de la observacion de lo que varia entre ellas.

Los aspectos criticos del objeto de aprendizaje (aquello que se aprenderd)
son aquellos que permiten verlo como debe ser visto para ser aprendido de
forma adecuada al contexto (Marton, Runesson, & Tsui, 2004). Haggstrom (2008),
menciona que la persona que discierna mas aspectos criticos de un objeto y
mas relaciones entre ellos, podra hacer uso de ese objeto de mejores formas,
comparado con quien haya discernido menos aspectos criticos. Lo (2012) senala
que los estudiantes no pueden discernir de forma natural los aspectos criticos,
requieren que el profesor les provea las oportunidades de hacerlo, mediante la
eleccién y organizacion del contenido. Los aspectos criticos toman valores (no
necesariamente numéricos) que varian, llamados caracteristicas criticas. Para un
polinomio que se va a factorizar, por ejemplo, el nimero de términos (dos, tres,
cuatro,..) es un aspecto critico. Aspectos y caracteristicas criticas son inseparables
y, por tanto, se disciernen de forma simultanea.

Seguin como sea presentado y percibido, un aspecto se puede discernir de
formas mas o menos precisas, lo cual afectara la forma en que se entiende y se
usa. Una forma mas precisa se logra mediante patrones de variacion e invaria-
cién, seguin propone Marton (2015), quien advierte que, para que un alumno
pueda discernir un aspecto critico de un objeto de aprendizaje, es condicion
necesaria que lo observe variar. Para el autor, el patron de variacion minimo,
base de los demas, es el contraste, en el que se involucran al menos dos aspec-
tos, uno de los cuales varia y el otro no. EI que varia es sobre el que se llama
la atencion del estudiante, es el que se desea que discierna. Por ejemplo, si se
desea ensenar a distinguir un trinomio cuadrado perfecto de uno que no lo es,
se pueden mostrar estos trinomios:

x2-12x+ 36 x - 13x + 36.
El Unico aspecto que varia es el coeficiente del segundo término, debido al

cual el primer trinomio es cuadrado perfecto (el sequndo término es el doble
producto de las raices cuadradas de los otros dos) y el otro no. Mediante este
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contraste, el estudiante identifica, especificamente en estos dos ejemplos, cual
serfa un segundo término de un trinomio cuadrado perfecto y cual no.

Los contrastes consecutivos llevan a la separacion y a la generalizacion,
considerados también patrones de variacion e invariacion. Después de observar
distintos contrastes similares al anterior, el alumno logra separar aquello que
hace que un trinomio cuadrado perfecto lo sea y generalizarlo para identificar
trinomios cuadrados perfectos entre diversos trinomios con distintas sub-estruc-
turas. Finalmente, el hacer variar dos 0 mas aspectos a la vez, lleva a un patron
de variacion e invariacion llamado fusion (Marton, 2015). Por ejemplo, la fusion
podria lograrse al distinguir un trinomio cuadrado perfecto de una diferencia de
cuadrados. Cambia de trinomio a binomio y de un 36 positivo a negativo:

x?-12x + 36 x2-36

Olteanu y Olteanu (2012), por su parte, sugieren un nuevo patrén de variacion
e invariacion, al que llaman similitud (similarity), el cual permite identificar que
dos expresiones tienen el mismo significado, es decir, son dos formas, que se
ven diferentes, de expresar lo mismo, como en:

(a+b)(a-Db) a? - b2

Sumado a la determinacion de los aspectos criticos y de los patrones de variacion
con los que éstos se presentaran a los alumnos, el diseno de una actividad o
serie de actividades puede incluir un andamiaje, el cual implica pequenas varia-
ciones que llevan a pequenos avances en el aprendizaje, graduados por las
actividades que dirige el profesor, seguin sefalan Gu, Huang y Marton (2004).
Ellos indican que el andamiaje pone énfasis en el proceso y la jerarquia del
aprendizaje. Aplicar el andamiaje en el salén, significa que los estudiantes
avanzan exitosamente de su nivel actual de conocimiento hacia el siguiente a
través de un diseno instruccional efectivo, conocido como Pudian en China
(Huang & Li, 2017). En la ensefianza con variacion en China se hace, ademas,
una distincion entre la variacion conceptual y la variacion procedimental en el
momento de elaborar las actividades. Lai y Murray (2012) observaron como las
estrategias de variacion procedimental apoyaron el aprendizaje significativo en
los alumnos, al enfocar intencionadamente, dentro de las actividades que éstos
realizan, conexiones sustantivas y no arbitrarias entre conocimientos.
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Por su parte, Kullberg, Kempe y Marton (2017), sefalan que, mediante el
analisis de las actividades de ensenanza-aprendizaje bajo el marco de la Teoria
de la Variacién se puede identificar lo que sera mas facilmente discernible por
el alumno, por haber sido adecuadamente enfocado y tematizado, y lo que no.
Por lo tanto, este marco permite tanto revisar actividades ya existentes para
complementarlas para que incluyan las posibilidades de aprender necesarias,
como crear actividades completamente nuevas. En este estudio se dieron ambas
situaciones al construir las actividades de ensenfanza-aprendizaje con las que
trabajaron los grupos experimentales.

El que la Teoria de la Variacion esté centrada en el contenido hace que sea
adecuada para buscar aprendizajes mas ordenados, reflexionados, significativos
y con un mayor analisis de las estructuras observadas, que, a la vez, eviten cierto
tipo de errores mediante la presentacion de contrastes de ejemplos y contrae-
jemplos. En ese sentido, Marton (2015) considera que la gran mayoria de los
fallos al entender derivan de que el estudiante no observo las diferencias que
era necesario que percibiera. También advierte que, si bien el entendimiento no
provoca una accion, una accion expresa el entendimiento. Esto puede interpre-
tarse como que los procedimientos de respuesta de los alumnos a los ejercicios
muestran las estructuras que discernieron y los procesos que eligieron debido
a dicho discernimiento, es decir, muestran su nivel de sentido estructural.

METODOLOGIA
PARTICIPANTES

Para lograr el objetivo de desarrollar el sentido estructural en estudiantes univer-
sitarios de nuevo ingreso, mediante la elaboracion e implementacion de activi-
dades de ensefnanza-aprendizaje para el desarrollo de habilidades para simplificar
y operar expresiones algebraicas racionales y sus prerrequisitos, se realizo un
cuasi-experimento (dado que los participantes no fueron elegidos al azar) con
siete grupos de nuevo ingreso a las carreras administrativas de la universidad
sede del estudio, que cursaban la materia de Algebra. Los alumnos de cuatro
grupos, 72 en total, trabajaron con las actividades disefiadas para fomentar el
sentido estructural con base en la Teoria de la Variacién (grupos experimentales).
Los de los otros tres grupos, 62 en total, trabajaron de forma habitual, que no
contempla actividades basadas en dicha teoria (grupos de control).
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Cabe senalar que los alumnos que estudian en la universidad sede de esta
investigacién provienen, primordialmente, de diferentes bachilleratos de la Zona
Metropolitana de Guadalajara, México y de la region noroeste de la Republica
Mexicana. El historial académico de cada estudiante y, por tanto, su nivel de
sentido estructural individual al iniciar sus estudios universitarios puede ser muy
diverso.

INSTRUMENTOS

Los reactivos con los que se valoro el sentido estructural en los estudiantes, los
mismos antes y después de realizar las actividades de ensenanza-aprendizaje,
incluyeron los temas de productos notables, factorizacion, simplificacién y ope-
raciones con expresiones algebraicas racionales, los cuales forman parte de la
curricula previa a la universidad, pero se retoman en la asignatura de algebra
que se cursa en el primer ano de universidad para homogeneizar los conoci-
mientos de los alumnos. Sin embargo, las actividades disenadas incluyeron
temas previos (elementos neutros, jerarquia de las operaciones, conformacion
de los términos en el algebra, leyes de los exponentes y operaciones con expre-
siones algebraicas), para promover el desarrollo del sentido estructural a lo largo
de mas clases y crear un andamiaje en el aprendizaje, en el que los nuevos
conocimientos se contrasten con los anteriores gradualmente y en todos ellos
se haya fomentado el desarrollo del sentido estructural.

La preparacion de las actividades se llevo a cabo durante enero-septiembre
2017 y el trabajo de los alumnos con las mismas se realizé durante agosto-oc-
tubre 2017. Se construyeron versiones preliminares, con base en la Teoria de la
Variacién (Marton, 2015) y el andamiaje que se promueve en la ensefianza con
variacion china (Gu et al, 2004). Los contenidos que constituyeron las actividades
fueron seleccionados y secuenciados para promover el desarrollo del sentido
estructural a la par del aprendizaje del tema, al fomentar el analisis de las
estructuras de las expresiones algebraicas antes de trabajar con ellas. Cada
actividad se afino para incluir aquellos aspectos criticos que se manifestaron en
la evaluacion diagnostica y que no habian sido previamente considerados.

A continuaciéon se muestran algunos contrastes que se pidio a los alumnos
analizar, los cuales apoyan el desarrollo del sentido estructural. En algunos casos
s6lo se analizan las diferencias entre las estructuras y en otros se analizan las
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consecuencias que tienen dichas diferencias en la forma de contestar los
ejercicios.

EJEMPLOS DE CONTRASTES EXTRAIDOS DE LAS ACTIVIDADES DE ENSENANZA-APRENDIZAIE
En la tabla 1 se presentan algunos contrastes basicos, que permiten una mejor
transicion del aritmética al algebra, al identificar algunas diferencias entre ellas,
asi como la diferencia entre término y factor y entre reducir y simplificar, con

ejemplos y contraejemplos.

Tabla 1. Contrastes basicos

Contraste El alumno debe contrastar y/o discernir

3+x 3x Dos términos vs dos factores. No son
equivalentes, por lo que 3 4+ x # 3x.

+3=3 3+x#3x El +, cuando es signo, puede omitirse y,
cuando es operador, no.
axb=(a)(b) =ab 3+5=(3)(5)#35 El operador multiplicacién y los parénte-

sis en algebra (al involucrar literales)
pueden omitirse, en aritmética no.

3+8=11 3+x=3+x En aritmética una suma siempre puede
reducirse, en algebra puede ser necesa-
rio dejarla indicada.

(a+b)(c+d) ab + cd Dos factores compuestos por dos térmi-
nos cada uno vs dos términos compues-
tos por dos factores cada uno.

Los términos se reducen 2 + 3 =5 (mis-

23 3 243 _ 5 + 3
25 5 245 7 5 mo nivel), los factores se simplifican:
2= 1 (distinto nivel).
2
2% x 24x  x Solo se pueden simplificar factores, no
2y y 24y |y terminos.

Fuente: Elaboracion propia

En otro tipo de actividad se contrastaron, mediante tablas comparativas que
debian completarse, diferentes expresiones con la misma estructura principal.
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Se identificaron las subestructuras y se realizaron factorizaciones. La tabla 2
es un ejemplo, con el trinomio cuadrado perfecto como estructura principal.
Las variantes de los sub-términos (subestructuras) se basaron en los descrip-
tores de Hoch y Dreyfus (2006).

Tabla 2. Contraste de distintos tipos de subestructuras

a? + 2ab + b? a b (a + b)?

m® + 2m3n* + nt m3 n* (m3 +n*)?

4,2 9 =2 =3 2 32
SX7+2x 4 a=3x b=2 (§x+5)
(a+b)?—10(a+b) + 25 (a+b) 5 ((a+b)—5)2
49w? — 14w(xy + z) + (xy + 2)? 7w (xy +2) (7w = Cxy + Z))2

Fuente: Elaboracion propia

Dado que al realizar una simplificacion de expresiones algebraicas racionales
se presentan diversos procedimientos, tipos de respuestas y posibilidades de
error, se realizd una actividad en la que éstos se contrastaron, como se ilustra
en la tabla 3.

Tabla 3. Contraste de casos en simplificacion de expresiones algebraicas racionales

Caso El alumno debe contrastar y/o discernir
G+2)(x-1) _ x-1 parax # —2 Quedan factores diferentes de 1 en numerador
Ge2) (1) x4l y denominador.

CHDED _ o %2 Quedan factores diferentes de 1 solo en
x+2) p numerador (Ojo, el denominador no
desaparece ni es igual a 0, es un 1 implicito).
(x+2) 1 Quedan factores diferentes de 1 so6lo en

DG xq1 PATaxF -2 denominador (Ojo: el numerador no
desaparece ni es igual a 0, es un 1 que debe

escribirse).
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42 _
DD #x+1 parax # -2
(x+2)(x-1) _ _
oD — 1 parax+-2,x+1

x24+x-2 _ (x+2)(x-1) _
x24+3x+2  (x+2)(x+1)

x-1
— parax # —2
x+1

x?-x _  x(x-1) _
x2-1  (x+1)(x-1)

= parax # 1
x+1

¥2-1 (e D(x-1) x4+l

1-x —(x-1) -1
—(x+1) parax+1

(a+b)x _ (a+b)x
at+b (a+b)

ero atbx * X
p a+b

=x paraa # —b

(x+y)?-z2 _

(x+y)-z -

(Ge+y)+2)((x+y)-2) _
((x+y)-2) -

x+y+z

Contraejemplo del anterior.

No quedan factores diferentes de 1. No es
igual a 0.

Una vez factorizado queda como el primer
caso.

Evitar cancelar las x como tercer paso.

Sélo pueden simplificarse factores idénticos.

|dentificar correctamente los factores antes de
simplificar.

Evitar simplificar erroneamente los términos al
cuadrado del numerador con los términos a la
primera potencia del denominador. Identificar
la diferencia de cuadrados para poder
factorizar y, posteriormente, simplificar.

Fuente: Elaboracion propia

REALIZACION DE LA PRUEBA

Para llevar a cabo la prueba de la efectividad de las actividades disenadas, se
comenzo por administrar una evaluacion diagnostica (pre-test), con lapiz y papel,
en los siete grupos, el primer dia de clases. Posteriormente se trabajo con las
actividades en nueve clases no consecutivas, cuando dichas actividades coinci-
dian con el temario general de la materia. Se fomentd el analisis de las estruc-
turas y los procesos algebraicos mediante la observacion de las diferencias y
similitudes entre, por ejemplo, pares o grupos de expresiones algebraicas y sus

EDUCACION MATEMATICA, VOL. 31, NUM. 2, AGOSTO DE 2019

175



Rebeca Ascencio Gonzalez y Cristina Eccius-Wellmann

correspondientes simplificaciones u operaciones, a través de patrones de varia-
cion propuestos con ese fin, como los mostrados en las tablas 1 a 3. Para ello
se uso tanto el pizarron como actividades impresas para contestarse de forma
individual o cooperativa, todo supervisado por el docente para que los estudian-
tes se enfocaran en los aspectos criticos correspondientes. En la clase posterior
a la ultima actividad se aplicé una segunda evaluacion (pos-test), idéntica a la
diagnostica. En ambas, cada procedimiento de respuesta de cada alumno fue
clasificada segun la guia de descriptores disenada para este estudio, mediante
la cual se valuaba el sentido estructural manifestado por la forma particular de
proceder, segun la ponderacion de dichos descriptores, que se muestran en el
siguiente apartado, seguidos de la guia de evaluacion del reactivo 15, como
ejemplo. Los reactivos de la evaluacion completa se presentan en el Apéndice.

DESCRIPTORES DEL SENTIDO ESTRUCTURAL Y SU PONDERACION

Para responder a la primera pregunta de investigacion, écomo se puede ponderar
el nivel de sentido estructural manifestado en los procedimientos algebraicos
desarrollados por los alumnos?, y determinar las caracteristicas y la ponderacion
de los descriptores que permitieran evaluar y comparar el sentido estructural
manifestado por los alumnos seguin sus procedimientos de respuesta, se partio
de lo propuesto por Hoch y Dreyfus (2006) y Vega-Castro (2013). Se adapto la
forma de interpretar el descriptor sugerido por Vega-Castro (2010) a los reactivos
propios de este estudio. Se asignaron valores numéricos que ponderaron el
sentido estructural mostrado segun la complejidad de las estructuras y subes-
tructuras. Se enlistan y explican a continuacion los descriptores, acompanados
por la ponderaciéon asignada.

SET Reconoce una estructura familiar
SEI a en su forma mas simple (1 punto)

SEZ Trata con un término compuesto (subestructura) como una Unica entidad y
reconoce una estructura familiar en una forma mas compleja

SE2 a donde el término compuesto (subestructura) contiene un producto
0 potencia pero no una suma o resta (2 puntos)

SE2 b donde el término compuesto (subestructura) contiene una suma o
resta y posiblemente también un producto o potencia (3 puntos)
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SE3 Elige manipulaciones apropiadas para hacer el mejor uso de una
estructura

SE3 a en su forma mas simple (4 puntos)

SE3 b donde el término compuesto (subestructura) contiene un producto
0 potencia pero no una suma o resta (5 puntos)

SE3 ¢ donde el término compuesto (subestructura) contiene una suma o
resta y posiblemente también un producto o potencia (6 puntos)

SE4 Distingue subestructuras dentro de una entidad y reconoce relaciones entre
ellas (evita errores de interpretacion y uso de las relaciones dentro de la
estructura)

SE4 a Las subestructuras forman parte de la misma expresion polinémica
o similar (expresion en un solo nivel). Opera sin error pero no contesta la pre-
gunta (7 puntos)

SE4 b Las subestructuras forman parte de diferentes expresiones polinomi-
cas o similares (expresion en dos niveles). Opera sin error pero no contesta la
pregunta (8 puntos)

SE4 ¢ Las subestructuras forman parte de la misma expresién polinomica
o similar (expresion en un solo nivel). Opera sin error y contesta la pregunta (9
puntos)

SE4 d  Las subestructuras forman parte de diferentes expresiones polinomi-
cas o similares (expresion en dos niveles). Opera sin error y contesta la pregunta
(10 puntos)

Cada procedimiento de respuesta fue evaluado segun los cuatro descriptores (SE1,
SE2, SE3 'y SE4), ya sea con la letra (a, b, ¢, d) correspondiente al descriptor mostrado,
con un guion, que significa que no puede manifestarse ese descriptor dado el
diseno del ejercicio, 0 una X, que indica que el procedimiento sequido no muestra
ese descriptor, aunque el ejercicio estaba disenado para que se pudiese mostrar.
Para valorarlo numéricamente, tanto el guion como la X contaron como 0 puntos,
mientras que las letras contaron los puntos que se sefalan en el listado previo,
que ponderan el grado de dificultad implicado al mostrar ese descriptor.
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EJEMPLO DE LA GUIA DE EVALUACION

Puede observarse en la tabla 4 un extracto de la guia de evaluacion para el
reactivo 15y en los parrafos siguientes la interpretacion de la misma.

Se eligio este ejercicio porque incluye subestructuras formadas por sumas y
puede ser contestado correctamente de formas distintas, con lo que se revela la
estructura observada por el alumno y el uso que le dio. Ademads, se pueden
apreciar algunos prerrequisitos segun el procedimiento seguido: factorizacion
de un trinomio cuadrado perfecto, binomio al cuadrado, ley distributiva y reduc-
cion de términos semejantes. También permite advertir el error de cancelacion
de elementos que no son factores. Se muestran en la tabla algunas de las
opciones de respuesta para este reactivo, que incluyen los cinco casos para los
que se considerd un nivel de sentido estructural mayor o igual a 1, asi como los
dos casos que contemplan el error de cancelacion mas comuin que se puede
presentar en un ejercicio con esta estructura.

Tabla 4. Guia de evaluacion para el reactivo 15

Planteamiento/
Respuesta

Coédigo C/S/I SE1 SE2 SE3 SE4 SE

15) Expresa en la forma factorizada mas — (y43)2-12(x+3)+36

simple: (x+3)? A C a b da d 24
(x+3)-6)° (x-3)? B a b ca d 24
(x +3)2 (x +3)2
(x+3)-6) (x=3)(x-3)
(x +3)? (x+3)(x+3) C C a - X d 1
(x®+6x+9—12x — 36 + 36) x2—6x+9 (x—3)?
(x + 3)2 W= (x+3)z D S a - X b 9
(x+3)2—12x—36+36
CFOL E S a - X b 9
(x% + 6x +9 — 12x — 36 + 36) X2 —6x+9 U | X X 0
(x +3)2 X +6x+9
—12(x +3) + 36 —12x
—12(x +3) + 36
Otros resultados UN X X 0

Fuente: Elaboracion propia
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Los procedimientos para llegar a cada respuesta, segun su cédigo en la tabla,
son:

A Mejor uso de la estructura al identificar el trinomio cuadrado perfecto como
estructura principal. Expresar la respuesta como binomio al cuadrado.

B Mejor uso de la estructura al identificar el trinomio cuadrado perfecto como
estructura principal. Expresar la respuesta como producto de binomios.

C  No elegir el mejor uso de la estructura. Identificar y realizar el binomio al

cuadrado, y, posteriormente, reducir y factorizar.

Soélo realizar la ley distributiva y no continuar.

No expresar en la forma factorizada mas simple.

Error por cancelar los paréntesis al cuadrado y reducir el resto de la expresion.

UN Error por cancelar los paréntesis al cuadrado mas error de signos o de calculo
al reducir el resto de la expresion.

c m O

En el segundo renglon de la tabla se presenta el reactivo. En la primera y segunda
columnas se observan los procedimientos considerados, en la tercera su cddigo,
en la cuarta, identificada como C/S/], si dichos procedimientos fueron considerados
como respuestas correctas / semi-correctas (avance sin error pero sin terminar) /
incorrectas (error inicial/avance inicial correcto con error posterior).

En la ultima columna se presenta el valor que se le da al sentido estructural
reflejado por ese procedimiento, con base en las anteriores cuatro columnas,
que corresponden a los cuatro descriptores. Como se sefald en el apartado
anterior, un guion (=) implica que con esa respuesta no se esperaba que se
mostrara ese descriptor y una X implica que si se esperaba, pero no se observo
el descriptor. Cuando el procedimiento lo permite, puede mostrarse un descriptor
mas de una vez, por lo que hay columnas que muestran mas de una letra.

Por ejemplo, la respuesta A implica que primero se vio el numerador de la
expresion como un trinomio cuadrado perfecto en el que uno de los términos
es un binomio, lo cual muestra un SEZ b. Posterior a la factorizacion, se redujo
la expresion que quedd en el numerador, lo cual muestra un SE1 a. El elegir
manipulaciones apropiadas para las estructuras percibidas en ambos casos
manifiesta un SE3 ¢y a respectivamente. Como se contesta correctamente un
ejercicio con expresiones en dos niveles, se observa un SE4 d. La suma de los
valores correspondientes a los descriptores manifestados indica un nivel de
sentido estructural de 24 puntos.
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NIVEL DE SENTIDO ESTRUCTURAL POR REACTIVO

Se puede observar en la tabla 4 que, al procedimiento de respuesta del reactivo
15 que manifiesta mayor nivel de sentido estructural, le corresponden 24 puntos.
Se muestra a continuacion, en la tabla 5, el maximo de puntos que pueden mani-
festarse en cada uno de los quince reactivos que, en total, suman 371 puntos.

Tabla 5. Nivel de sentido estructural maximo que fue posible mostrar en cada reactivo

Reactivo 12 3 4 5 6 7 & 9 10 11 12 13 14 15 Total
SE 23 23 16 22 21 29 13 35 24 24 33 25 30 29 24 371

Fuente: Elaboracion propia

ANALISIS ESTADISTICO

Para contestar la sequnda pregunta de investigacion, se califico el sentido estruc-
tural manifestado por cada alumno en cada reactivo en el pre-test, segun la
ponderacion de los descriptores establecidos, y se obtuvo el promedio por grupo.
Con esta informacion, se realizd una prueba Levene para comprobar la homo-
cedasticidad y una ANOVA para probar la hipotesis de igualdad estadistica de
las medias de todos los grupos:

Ho:§1 =S__E2 = SE; = SE, = SE5 = SE¢ = SE;
Hy: SE; # SEj, para algan [ # j

SE;: Media del nivel de sentido estructural en los alumnos del grupo i,
para i=1,2,3,4,5,6,7
SE;: Media del nivel de sentido estructural en los alumnos del grupo j,
para j = 1,2,3,4,5,6,7

Posteriormente se calcularon los incrementos de nivel de sentido estructural
manifestados por cada alumno en cada grupo (valor en el pos-test menos valor
en el pre-test), se promediaron, por grupos experimentales y de control, respec-
tivamente y se realizd una prueba t-student de comparacion de medias de
muestras independientes para probar la hipdtesis correspondiente a la tercera
pregunta de investigacion:
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Hy: B, = ASE,
H,:ASE; # ASE,

ASE : Media del cambio en el nivel de sentido estructural en los alumnos de todos
los grupos experimentales.

ASE¢ ; Media del cambio en el nivel de sentido estructural en los alumnos de todos
los grupos de control.

En caso de rechazo de la hipétesis nula anterior, seria interesante complementar
el analisis estadistico mediante una prueba ANOVA de igualdad estadistica del
promedio del cambio en el nivel de sentido estructural en los grupos, con la
hipotesis que se presenta a continuacion. Se realizaria una prueba de Levene
previa para comprobar la homocedasticidad.

Ho: ES_El - ZS_EZ - ZS_Eg = ES_E‘} = ES_ES = ES_E6 - ZS_E7
Hy: ASE; = ASE;, para algan i # j

ASE;: Media del cambio del nivel de sentido estructural en los alumnos del grupo
i, parai=1,2,34,5,6,7
ZS_E,-: Media del cambio del nivel de sentido estructural en los alumnos del grupo
j, paraj=1,2,3,4,5,6,7

Si se diera el rechazo de la hipdtesis nula anterior, se realizaria una prueba
Duncan, con la que se compararia el promedio del cambio de los siete grupos,
para identificar los subconjuntos homogéneos.

En todas las pruebas se us6 un nivel de significancia de 5%. Los resultados
obtenidos se presentan y discuten a continuacion.

ANALISIS Y DISCUSION DE RESULTADOS
Antes de contestar las preguntas de investigacion dos y tres se presentan, como

ilustracion de las problematicas que se buscaban resolver y del cambio que se
buscaba lograr, ejemplos de las producciones de los estudiantes.
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ERRORES OBSERVADOS, RELACIONADOS CON UN SENTIDO ESTRUCTURAL POCO
DESARROLLADO

Entre los errores que puede cometer un alumno al contestar un ejercicio, hay
algunos que tienen una relacion mas evidente con un sentido estructural poco
desarrollado, es decir, que no distinga las estructuras que observa y/o no sepa
cudles son las manipulaciones validas segun dicha estructura, ni cual de ellas
es la mas eficiente. Las actividades disenadas incluyeron un énfasis en contras-
tes y variaciones que facilitaran a los alumnos discernir las diferencias estruc-
turales y procedimentales que les permitieran evitar dichos errores.

Un ejemplo es el reacomodo y operacion o concatenacion errénea de ele-
mentos en numerador y denominador. Puede verse un caso especifico en la
figura 1. En problematicas similares, en los grupos experimentales se vio una
disminucién de 58% mientras que en los de control solo de 20%.

Figura 1. Ejercicio en el que se observa un reacomodo y concatenacion erroneos de los
elementos
x+y 3

Otro ejemplo son los esquemas de tachado no validos, en este caso de expo-
nentes. Puede verse una muestra en la figura 2. En los grupos experimentales
se vio una disminucion de errores de ese tipo de 27%, mientras que en los de
control solo de 5%.

Figura 2. Ejercicio en el que se observa, después de probar con un algoritmo erréneo vy rei-
niciar el procedimiento, una correcta simplificacién de factores (c-d), un posterior esquema
de tachado erroneo de exponentes, en el que se restan los del denominador menos los del
numeradory otro error subsecuente de escribir un tnico 1 como numerador (ademas de que
se omite el signo igual entre las expresiones)

G’ sl &-n”
a’bg/

(c%{\ (a:z,bz) A

o
i o
e
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Un tercer ejemplo son los esquemas de tachado no validos de términos, los
cuales se cancelan. Puede verse un caso en la figura 3. En los grupos experi-
mentales se vio una disminucion de 49% mientras que en los de control la
disminucién fue solo de 5%. Estos fueron los tres casos en los que fue mas
notoria la diferencia en la disminucién de errores entre ambos grupos.

Figura 3. Ejercicio en el que se observa una cancelacion de términos, omitiendo los opera-
dores en numerador y denominador

s R, T
t3—8t+15 ——

gt 15

B St —24: ke o L

CAMBIO EN EL PROCEDIMIENTO SEGUIDO

Como ejemplo ilustrativo del cambio observado en la manera de proceder, en
la figura 4 se puede observar el reactivo 4 contestado por un alumno que, en
el pre-test, muestra poco nivel de sentido estructural (14 puntos, segun la guia
de evaluacion de ese reactivo), ya que comenzo por realizar una accion que le
permitiera quitar los signos de agrupacion, esto es, expandir los binomios al
cuadrado, sin darse cuenta de la estructura externa de diferencia de cuadrados
existente. Quitar signos de agrupacién como primer paso no reflexionado es
comun cuando el sentido estructural no esta suficientemente desarrollado. En
la figura 5 se presenta el mismo ejercicio, contestado por el mismo alumno en
el pos-test, en el que manifiesta mas uso de sentido estructural (22 puntos), al
percibir y aprovechar la estructura de la diferencia de cuadrados.

Figura 4. Ejercicio contestado en el que se manifiesta un menor nivel de sentido estructural

(a+8)%—(a—8)°=
ol +lbq s st b -t = 32q
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Figura 5. Ejercicio contestado en el que se manifiesta un mayor nivel de sentido estructural

(2+87-@-82=( (a4§) +la~F]

2q @ 11

Aunque el resultado es correcto en ambos casos, se considera que el seqgundo
procedimiento, implica un manejo conceptual mas profundo y significativo, mas
reflexivo antes de actuar y, por tanto, menos propenso al error que el primero
(Hoch, 2003; Hoch & Dreyfus, 2004; Molina, 2010; Jupri & Sispiyati, 2017). Esto
es, en las figuras 4 y 5 se observa que el trabajo con las actividades propuestas
tuvo un efecto positivo en la forma de proceder de este alumno al contestar este
ejercicio, lo cual es una muestra del impacto en el cambio en la forma de operar
que se logro en los participantes del estudio, segun los analisis estadisticos
presentados, que se esperaria que afectara en su desempeno en algebra mas
alla de este tema.

NIVEL DE SENTIDO ESTRUCTURAL MANIFESTADO POR LOS ALUMNOS AL INGRESAR

La segunda pregunta de esta investigacion fue: con base en la ponderacion
establecida para este estudio, {como es el promedio del nivel de sentido estruc-
tural en los alumnos, al ingresar a la universidad? Por todos los participantes,
por grupo y entre grupos. A esta pregunta se da respuesta a continuacion.

El promedio del nivel de sentido estructural (SE) inicial manifestado por los
alumnos de cada uno de los siete grupos en el pre-test, medido segun los
descriptores adaptados para ese fin dentro de este estudio, se presenta en la
tabla 6. Fue importante acreditar que ningun par de grupos tuvieran promedios
estadisticamente diferentes en un inicio, por lo que se realiz6 una prueba
ANOVA (tabla 7) que lo comprobé (significancia 0.428). Previamente se probo,
mediante una prueba Levene, que se podian asumir varianzas iguales (signi-
ficancia 0.159).
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Tabla 6. Promedio del nivel de sentido estructural inicial

Tipo Grupo Cantidad SE
de Alumnos (maximo 371)

Experimentales 1 20 4435
2 19 48.79

3 15 44.67

4 18 83.39

Control 5 27 39.22

6 17 45.06

7 18 3761

Fuente: Elaboracion propia

Dado que el valor maximo que se puede obtener en el test es 371 puntos, los
promedios manifiestan un nivel de sentido estructural pobre con el que llegaron
estos estudiantes a la universidad. El promedio obtenido por los 134 participantes
fue 48.4 puntos, esto es, 13% del maximo posible. Con esta informacion se evalta
el sentido estructural manifestado por los alumnos al ingresar a la universidad
y se responde a la sequnda pregunta de investigacion.

Tabla 7. Prueba ANOVA sobre la igualdad de medias del nivel de sentido estructural inicial

Suma de cuadrados gl Media cuadratica F Sig.
Entre grupos 27135221 6 4522537 1.000 0428
Dentro de grupos 574171.205 127 4521.033
Total 601306.425 133

Fuente: Elaboracion propia en SPSS version 23

CAMBIO EN EL NIVEL DE SENTIDO ESTRUCTURAL
La tercera pregunta de esta investigacion fue: con base en la ponderacion esta-

blecida para este estudio, icomo es el promedio del incremento del nivel de
sentido estructural en los alumnos que trabajaron con las actividades de
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ensenanza-aprendizaje disefadas con base en la Teoria de la Variacion, en
comparacion con el incremento del nivel de sentido estructural en los alumnos
que trabajaron con actividades que no contemplen dicha teoria pedagogica?
Para contestarla, se calculd el cambio del nivel de sentido estructural manifes-
tado por alumno, mediante la resta de resultados de ambos test Se presentan
los promedios por grupo en la tabla 8. Puede notarse, en la ultima columna, que
todos los grupos incrementaron su promedio.

Tabla 8. Cambio en el nivel de sentido estructural

Tipo Grupo SE inicial SE final Cambio en SE
Experimentales 1 4435 167.65 123.30

2 4879 21126 16247

3 44.67 17947 134.80

4 83.39 25822 174.83
Control 5 39.22 104.00 64.78

6 45.06 12235 77.29

7 3761 119.00 81.39

Fuente: Elaboracion propia

Posteriormente, se agruparon los datos de todos los alumnos en solo dos grupos:
experimental y control. Se observd que los participantes de los grupos experi-
mentales tuvieron un promedio de incremento superior a los de los grupos de
control (tabla 9). La prueba t-student de comparacion de medias de muestras
independientes mostro que la diferencia de los promedios de incremento en el
nivel de sentido estructural es estadisticamente significativa (tabla 10, significan-
cia 0.000). Por la prueba de Levene previa se mantiene el supuesto de varianzas
iguales (significancia 0.096).

Tabla 9. Estadisticas de los grupos experimentales y de control en conjunto

Desviacion Media de error

EXCO N Media estandar estandar
Cambio SE Experimental 72 14892 78812 9.288
Control 62 7303 65.063 8263

Fuente: Elaboracién propia en SPSS version 23
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Con la informacién de las tablas 9 y 10 se contesta a la tercera pregunta de
investigacion y se rechaza la hipotesis de que los alumnos que usaron las activi-
dades de ensenanza-aprendizaje basadas en la Teorfa de la Variacion no tuvieron
un incremento en su nivel de sentido estructural significativamente diferente
que el que tuvieron los participantes que usaron actividades sin esa base.

Tabla 10. Prueba t-student de comparacion de medias de muestras independientes

Prueba de Levene prueba t para la igualdad de medias

F. Sig t gl Sig. Diferencia
(bilateral) ~ de medias

Cambio SE  Se asumen 2811 0096 6018 132 0.000 75.884
varianzas iguales

Fuente: Elaboracion propia en SPSS version 23

Para profundizar el analisis estadistico, se llevd a cabo una prueba ANOVA con
los promedios de los siete grupos, con la que se confirmé que habia al menos
un par de ellos cuyas medias no eran estadisticamente iguales (tabla 11, signi-
ficancia 0.000). Previamente se prob¢ la homocedasticidad, mediante una prueba
Levene (significancia 0.119).

Tabla 11. Prueba ANOVA para comparar las medias de los incrementos en el nivel de
sentido estructural

Suma de Media

cuadrados gl cuadratica F Sig.
Entre grupos 226934.645 6 37822441 7233 0.000
Dentro de grupos 664124311 127 5229.325
Total 891058955 133

Fuente: Elaboracion propia en SPSS version 23

Mediante una prueba Duncan de subconjuntos homogéneos, se determind qué
grupos formaban subconjuntos entre si (tabla 12). Se recordara que los grupos
1 al 4 son los experimentales y los grupos 5 al 7 son los de control. Puede
observarse que se forman cuatro subconjuntos. En el primer subconjunto estan
solamente los tres grupos de control. El sequndo subconjunto es el tnico que
incluye grupos mezclados de experimentales y de control, pues retne al grupo 1,
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cuyos resultados fueron los menores entre los grupos experimentales, con los
grupos 6y 7, cuyos resultados fueron los mayores entre los grupos de control.
Los ultimos dos subconjuntos estan formados solo por grupos experimentales.

Tabla 12. Prueba Duncan de subconjuntos homogéneos para las medias de los incremen-
tos en el nivel de sentido estructural

Subconjunto para alfa = 0.05

GPO N 1 2 3 4
Duncan?” 5 27 64.78

6 17 7729 7729

7 18 8139 81.39

1 20 12330 12330

3 15 134.80 134.80

2 19 16247 16247

4 18 174.83

Sig. 0514 0.068 0121 0113

Se visualizan las medias para los grupos en los subconjuntos homogéneos.
a. Utiliza el tamano de la muestra de la media arménica = 18.604.

b. Los tamanos de grupo no son iguales. Se utiliza la media arménica de los tamanos de
grupo. Los niveles de error de tipo | no estan garantizados.

Fuente: Elaboracién propia en SPSS version 23

CONCLUSIONES

Vega-Castro, Molina y Castro (2012) se apoyaron en los descriptores del sentido
estructural de Hoch y Dreyfus (2006), los complementaron y adaptaron para
evaluar el sentido estructural en estudiantes de bachillerato en simplificacion
de fracciones algebraicas que involucraban igualdades notables. Observaron
cémo el nivel de sentido estructural mostrado, que fue alto en 40% de los casos
y bajo en 36% de los casos, se veia afectado por el tipo de estructura algebraica
usada. En la investigacion aqui reportada se partio también de la determinacion
de las caracteristicas y la ponderacion de descriptores que se usaron para
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evaluar el nivel de sentido estructural de los alumnos. La aportacion de este
estudio es la propuesta y puesta a prueba de actividades de ensenanza-apren-
dizaje, con base en la Teoria de la Variacion (Marton, 2015), que fomentaran el
desarrollo del sentido estructural en alumnos universitarios, las cuales tuvieron
un efecto positivo, como se presentd en el apartado de resultados y se comenta
en esta seccion.

Los resultados obtenidos en el examen diagnostico permiten concluir que
los alumnos llegan a la universidad con un sentido estructural poco desarrollado,
ya que el promedio de su nivel fue 484, de 371 puntos posibles (13%). De los
134 alumnos, 112 mostraron menos de 100 puntos al inicio de la investigacion
(57 de los grupos experimentales y 55 de los grupos de control). Esto es con-
gruente con las investigaciones mencionadas al principio de este texto, en las
que los participantes mostraban un proceder mas operacional que estructural,
probablemente debido a las decisiones pedagdgicas de sus profesores anteriores
(Hoch 2003, Mason et al, 2009 y Skemp 1976). No se encontrd ningun grupo
cuyo promedio inicial de nivel de sentido estructural fuera significativamente
diferente a algun otro.

Este estudio contribuye, por tanto, a la linea de investigacion sobre el sentido
estructural al identificar que, aunque se ha escrito en publicaciones anteriores
sobre la necesidad de desarrollar el sentido estructural en los alumnos a lo largo
de todas sus etapas académicas, la problematica persiste, por lo que los esfuer-
Z0s para probar estrategias para resolver dicha problematica, como los realizados
en esta investigacion, deben continuar.

Al analizar los incrementos en el nivel de sentido estructural manifestados
por los participantes, con promedios grupales de 148.92 puntos para los expe-
rimentales y 73.03 puntos para los de control, se observa que las clases en
general promueven el desarrollo de dicho sentido, sin embargo, en las clases
con actividades basadas en la Teoria de la Variacion (Marton, 2015) se pudo
lograr un avance significativamente mayor. Incluso en los cuatro subconjuntos
homogéneos formados segun el promedio de avance mostrado, sélo en el segun-
do se incluyen grupos combinados: los dos de control con mayor avance con el
experimental con menor avance. Los resultados obtenidos después de la inter-
vencion son congruentes con lo que se ha reportado sobre lo complejo y tardado
que resulta desarrollar el sentido estructural, ya que requiere abstraer las rela-
ciones dentro de una expresion y entre varias expresiones, como concluyeron
Banerjee y Subramaniam (2005). Kieran (2018) coincide en que desarrollar la
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capacidad de ver la estructura es un proceso largo que necesita reinventarse
con cada nuevo objeto matematico que se observa.

Cabe agregar que, de los 20 alumnos que obtuvieron mas de 300 puntos
en el pos-test, 18 fueron de los grupos experimentales. Por otro lado, de los 48
estudiantes que obtuvieron menos de 100 puntos en el pos-test, s6lo 17 fueron
de los grupos experimentales.

Las actividades usadas en la intervencion con los grupos experimentales,
basadas en la Teoria de la Variacién (Marton, 2015) y el andamiaje que se
promueve en la ensefanza con variacion china (Gu et al, 2004), que incluyeron
contrastes, variaciones y andamiajes cuidadosamente planeados, mostraron ser
significativamente mas utiles para integrar intencionadamente el desarrollo del
sentido estructural dentro del aprendizaje de diversos temas algebraicos, en
comparacion con actividades que no tuvieron ese diseno. Aunque los resultados
fueron obtenidos al trabajar con expresiones algebraicas racionales y sus pre-
rrequisitos, se considera que pueden conseguirse resultados similares al elabo-
rarse y probarse actividades con disenos semejantes a los usadas en esta
investigacion, para diversos temas algebraicos, por lo que el aporte a la mate-
matica educativa abarcaria el algebra en general, no solo las expresiones
mencionadas.

Esta investigacion corrobora la presencia de un sentido estructural poco desa-
rrollado en los alumnos de nuevo ingreso a la universidad, lo que sugiere la
necesidad de que el desarrollo del mismo sea promovido desde las primeras
etapas de la ensenanza-aprendizaje de las matematicas, con actividades que
tengan un diseno con una base similar a la presentada en este estudio, en la que
se tomen en cuenta los errores comunes que cometen los alumnos y las caracte-
risticas propias de los temas algebraicos para la determinacion de los aspectos
criticos, los contrastes y los patrones de variacion e invariacion necesarios para
tematizarlos, como propone la Teoria de la Variacion (Marton, 2015). Dicha promo-
cion debe continuar durante toda la formacion académica de los alumnos, para
que éstos aprovechen las ventajas que ofrece el tener un sentido estructural mas
desarrollado a lo largo de ella y lleguen mejor preparados a la universidad.

La propuesta de intervencion a nivel universitario presentada probo ser Util
y se considera conveniente continuar esta investigacién mediante la elaboracion
de actividades de ensenanza-aprendizaje para el resto de los temas del curso,
con el fin de lograr un desarrollo del sentido estructural ain mayor, en beneficio
de los alumnos.
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APENDICE

Reactivos usados en las evaluaciones anterior y posterior a la intervencion

1) Expresa en la forma factorizada mas simple:
(x+3)2—12(x+3)+ 36 =

2) Factoriza completamente la expresion:
81x*y? — 36x*z° =

3) Expande la expresion y exprésala como el
polinomio mas reducido:

(m?n® — 6p*)? =

4) Expresa en su forma mas simple:
(a+8)?—(a—8)?%=

5) Expresa en su forma mas simple:

7e+7f
de+af

6) Expresa en su forma mas simple:

xy?-9x _

(y-3)?

7) Expresa en su forma mas simple:
x+y'z _
x+y

8) Expresa en su forma mas simple:
t245t-24 _
t2-8t+15

9) Expresa en su forma mas simple:
m-n

n-m

10) Expresa en su forma mas simple:
a-5 _
az-25

11) Realiza la operacion y expresa la respuesta
en su forma mas simple:

a-b c—d
c—d ' a2-p2 =

12) Realiza la operacion y expresa la respuesta
en su forma mas simple:
(t+1)? | t+1
t-1 = (t-12

13) Realiza la operacion y expresa la respuesta
en su forma mas simple:
1 1 _
x2—4x+4  (x—-2)(x+2)

14) Realiza la operacion y expresa la respuesta
en su forma mas simple:

w-3 1

w2—9  w+3

w+3

15) Expresa en la forma factorizada mas simple:
(x+3)2-12(x+3)+36 __
(x+3)2 -
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Las tecnologias en el aula para la ensenanza
del contraste de hipotesis

The technologies in the classroom for the teaching of the contrast
of hypothesis
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Resumen. Las tecnologias han influido de forma significativa en todos los
campos, y en mayor medida en los temas relacionados con la estadistica
(Galmacci, 2001). La mayoria de las investigaciones sobre contraste de hipétesis
describen errores en la interpretacion del nivel de significacién y el p-valor (ej,,
Vallecillos, 1994), existiendo poca presencia de investigaciones de errores sobre
el contraste de hipotesis mediante el uso de tecnologias. Esto incentiva la
realizacion de investigaciones con recursos informaticos que estan apareciendo
cada vez mas en el aula, produciéndose una demanda de investigaciéon en
este terreno. El presente articulo muestra los resultados de un analisis comparativo
en el que se examina la utilizacién de software SPSS frente al uso de software
libre (R) en la ensenanza de estadistica a nivel universitario, donde se utilizan
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ambos software. Se analizan los conflictos que aparecen en los estudiantes al
utilizar ambos paquetes estadisticos en base al proceso de ensenanza, y se
estudian aspectos cognitivos importantes en el aula mediante la aplicacion de
test validados anteriormente en otras investigaciones.

Palabras clave: Estadistica, tecnologias, Universidad, contraste de hipdtesis y
conflicto semidtico.

Abstract. Technologies have influenced significantly in all fields, and to a greater
extent in subjects related to statistics (Galmacci, 2001). Most of the hypothesis
testing investigations describe errors in the interpretation of the level of signif-
icance and p-value (eg, Vallecillos, 1994), and there is little presence of error
investigations on the hypothesis contrast through the use of technologies. This
encourages the carrying out of investigations with computer resources that are
appearing more and more in the classroom, producing a demand for research
in this field. This article presents the results of a comparative analysis that
examines the use of SPSS software versus the use of free software (R) in the
teaching of statistics at the University level, where both software are used.
The conflicts that appear in students will be analyzed when using both sta-
tistical packages based on the teaching process, and important cognitive
aspects will be studied in the classroom through the application of previously
validated tests in other investigations.

Keywords: Statistics, technologies, University, contrast of hypothesis and semiotic
conflict

INTRODUCCION

Desde la década de los 80 a la actualidad el uso de software especifico para
analisis estadistico se ha ido generalizando en la ensefanza universitaria. Los
motivos de esta generalizacion han sido diversos. Por el lado de los estudiantes,
distintos estudios han generado una linea que lleva desde la satisfaccion y
preferencias de los estudiantes por el uso de software estadistico (SE), pasando
por la mejora de actitudes hacia la estadistica, la reduccion de la denominada
‘ansiedad estadistica’, el desarrollo de habilidades practicas, y culmina en una
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mejora en el rendimiento académico de los estudiantes que utilizan este tipo de
software (Estrada, 2002; Batanero, 2002). Ademas, la satisfaccion de los estudian-
tes en relacion a su interaccion con el SE parece bdsica a la hora de intentar
cimentar un cambio de actitudes hacia el aprendizaje de la estadistica. Pero no
solo los estudiantes han obtenido ventajas al aplicar SE en su aprendizaje. Tam-
bién los profesores han logrado liberar un espacio temporal dedicado a complejas
explicaciones que ahora pueden utilizar en demostraciones mas productivas.

La investigacion sobre el estudio de estos software es amplia, pero el estu-
dio de su relacion utilizando nociones didacticas y psicoldgicas pueden pre-
sentar resultados interesantes para ver relaciones entre dimensiones de ambos
campos. El objetivo de esta investigacion es analizar la usabilidad y la ansie-
dad producidos en el proceso de ensenanza del contraste de hipotesis median-
te dos softwares habituales en el aula de la Universidad.

MARCO TEORICO

En este trabajo se analizaran recursos didacticos tecnolédgicos que se manejan
en niveles universitarios que incluyen el estudio de contrastes de hipotesis. Para
ello se utilizan nociones tedricas relacionadas con el Enfoque Ontosemiotico
(EOS) desarrollado por Godino y su equipo de colaboradores (Godino, 2002;
Godino, Batanero y Font, 2007 y otras publicaciones). Mas concretamente, el
trabajo se centra en las practicas matematicas involucradas en el contraste de
hipdtesis y softwares usuales Ry SPSS.

También utilizamos la idea de conflicto semidtico de este marco tedrico como
complemento del andlisis de la ensenanza. En las practicas matematicas se
requiere un uso continuo del lenguaje matematico, pues los objetos matematicos
son inmateriales; por ello a cada expresién matematica (objeto inicial, o signo)
le corresponde un contenido (objeto final, esto es, lo representado; generalmente
mediante un criterio o regla de correspondencia). El caracter relacional de la
actividad matematica puede explicar algunas dificultades y errores de los estu-
diantes. Godino, Batanero y Font (2007) denominan conflicto semidtico a las
interpretaciones de expresiones matematicas por parte de los estudiantes que
no concuerdan con las que el profesor trata de transmitir. Dichos conflictos
semioticos producen equivocaciones en los estudiantes que no son debidos a
falta de conocimiento, sino a una interpretacion incorrecta de expresiones
matematicas.
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Entre los elementos elaborados en este marco tedrico, utilizaremos también
la nocion de idoneidad didactica, la cual esta dividida en 6 componentes (Figura
1). Esta idea sera utilizada en el apartado de discusion, para analizar la ense-
nanza realizada y los resultados de la evaluacion de la misma.

Figura 1. Idoneidad didactica

Dialogo Sociedad
Interaccion Curiculo
Comunicacidn Escuela

INTERAC CIONAL
(Negociacién)

BVOCIONAL
(Im plicacién)

Ictitudes
Hectos
Motivaciones

Recursostécnicos
Tiempo

COGNITIVA
{Provimidad)

Participacion
Mpmpiacion

Fuente: Godino (2009), p. 29.

INVESTIGACIONES PREVIAS

Schenker (2007) demostré que los estudiantes se muestran mas satisfechos vy
prefieren las clases que incorporan tecnologia en la instruccion. En la misma
linea Johnson y Dasgupta (2005) refieren que los estudiantes de estadistica
prefieren las clases que siguen una metodologia de ensefanza no tradicional
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a las clases tradicionales. Mitra y Steffensmeier (2000) profundizan un poco méas en
este tipo de analisis, y no sélo afirman que los estudiantes se sienten mas coémodos
con los ordenadores, sino que ademas indican que sufren menos aprension a la
hora de enfrentarse a la materia y piensan que los ordenadores les hacen el proceso
de aprendizaje mas sencillo. Esta tendencia a preferir aprender estadistica
mediante la asistencia de un ordenador parece acentuarse especialmente entre
los estudiantes mas jovenes (Malby, 2001).

Kulik y Kulik (1987) realizaron un meta-analisis en el que encontraron que la
instruccion matematica basada en el uso del ordenador tenia un tamano del efecto
de 0.28 para la actitud hacia la instruccién y de 0.33 para la actitud hacia los
ordenadores cuando era comparada con la instruccion tradicional. Sin embargo,
la importancia de valorar el efecto de factores no cognitivos en el aprendizaje de
la estadistica no toma fuerza hasta la década de los 90 (Gal y Ginsburg, 1994).
Ma vy Kishor (1997) mostraron en un meta-analisis que existia una relacién entre
la actitud hacia las matematicas y el rendimiento en matematicas. Posteriormente,
Potthast (1999) afirma que existe una relacion similar en la ensefianzay el apren-
dizaje de la estadistica. Incluso mas recientemente se han encontrado correlacio-
nes positivas entre la actitud hacia la estadistica y la absorcion cognitiva que
produce en el estudiante la interaccién con el SE (Jardina, 2011).

Quiza el fenomeno mas dificil de tratar de cara a mejorar las actitudes de
los estudiantes hacia el aprendizaje de la estadistica sea la denominada “ansie-
dad estadistica’. Forte (1995) sugiere que el temor a los cursos de estadistica
puede ser mitigado incorporando aproximaciones aplicadas o experimentales y
el uso de la tecnologia en la instruccion de estadistica puede ayudar a reducir
la ansiedad en los estudiantes.

Por otra parte, desde una perspectiva aplicada, el SE también parece mejorar
el desarrollo de habilidades. Incorporar al aula proyectos estadisticos aplicados
puede incrementar la apreciacion del estudiante del valor de las habilidades
desarrolladas en los cursos de estadistica (Wells, 2006). Pero la mejora de habi-
lidades en estadistica no solo se queda en la apreciacion subjetiva por parte del
estudiante. Ben-Zvi (2000) sugiere que la instruccion en estadistica utilizando
herramientas tecnologicas puede ayudar a los estudiantes a realizar las tareas
a tiempo, hacerlo rapidamente, con mayor exactitud y con menos errores.

Lesser (1998) presentd que los estudiantes instruidos en estadistica en un
entorno tecnologico respondian mejor a preguntas que implicaban razonamien-
to critico. Asimismo, los estudiantes instruidos en clases multimedia obtienen
mejores notas en los examenes finales de estadistica que los instruidos en clases
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tradicionales (Erwin y Rieppi, 1999). De hecho, Christmann y Badgett (1999)
encontraron, respecto al rendimiento académico, un tamano del efecto de 0.256
a favor de varios paquetes de SE frente a la instruccion tradicional.

Pero ademds aparecen repercusiones para los profesores. Segun Moore
(1997), al utilizar SE en la ensefianza de la estadistica, los profesores pueden
dedicar menos tiempo a topicos que podrian automatizarse (como calculos), y
mas tiempo a la interpretacion de graficos, estrategias efectivas de exploracion
de datos, y manejo conceptual de términos estadisticos. Por otra parte, un paque-
te estadistico también ofrece a los profesores la oportunidad de proveer de
ejemplos adicionales pudiendo confeccionar cursos para audiencias especificas,
introduciendo datos procedentes de las distintas disciplinas de los estudiantes
(Velleman y Moore, 1996). En todo caso, y con la finalidad de optimizar los
resultados, para evitar una sobrecarga mental debida al aprendizaje conjunto
de la utilizacion del SE y de los conceptos estadisticos, autores como Clarke,
Ayres y Sweller (2005) recomiendan una secuenciacion del aprendizaje, comen-
zando por el software para, una vez asentadas las habilidades con el mismo,
introducir los conocimientos estadisticos.

En este apartado hemos revisado articulos que exponen como el uso del SE
en la ensenanza de la estadistica aumenta las posibilidades didacticas de los
docentes y mejora la competencia estadistica de los estudiantes en actitudes,
habilidades y conocimientos. A principios de los 90 una revision llevada a cabo
por Khamis (1991) indicaba que el 70% de los cursos introductorios de estadis-
tica usaban software informatico. Hoy dia se ha extendido el uso de SE a la
mayoria de los cursos de estadistica y la cuestion que queda por resolver es qué
software especifico debe ser integrado en el proceso de ensefnanzay aprendizaje
(Fernandez y Liu, 1999).

EXPERIMENTACION DEL MATERIAL

La experiencia de ensenanza se llevo a cabo en las asignaturas de ‘Técnicas de
Andlisis en la Investigacion Psicolégica”y “Fundamentos de Metodologia en Logo-
pedia’. Ambas asignaturas se imparten en el segundo cuatrimestre del primer
curso, la primera en el Grado de Psicologia, y la sequnda en el Grado de Logopedia.
Estas asignaturas son de caracter obligatorio, con una carga docente de 6 créditos
ECTS cada una. Los resultados fueron homogéneos en ambas asignaturas, por lo
que en adelante se realiza el estudio sin distincion de los mismos.
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El tiempo dedicado a la ensenanza fue de 7 sesiones de 1 hora de duracion.
Todas ellas se llevaron a cabo en el laboratorio de informatica en grupos media-
nos (unos 25 estudiantes por grupo). En cada sesion se presentaba primero la
temdtica a tratar con ayuda de las diapositivas de PowerPoint preparadas al
efecto. Los estudiantes disponian previamente del material en una version exten-
dida a través de la plataforma Moodle. A continuacion, los estudiantes trabaja-
ban independientemente con el ordenador, realizando los ejercicios propuestos.
Para la resolucion de dichos ejercicios requerian utilizar los programas estadis-
ticos R o SPSS. Las clases de los grupos que trabajaban con estos programas
fueron impartidas por el profesor responsable de la asignatura.

La validez de la recogida de datos se garantizd mediante la observaciéon de
las sesiones por miembros del equipo de investigacion y otros profesores que
impartian tambien la asignatura en otros grupos. Estos observadores anotaban
las principales incidencias y dudas planteadas por los estudiantes.

METODO

La muestra estuvo formada por 168 estudiantes de primer ano de la Univer-
sidad de Granada, que cursaban una asignatura de formacion estadistica.
Los datos se tomaron después del estudio formal de un tema especifico de los
contrastes de hipotesis, con el fin de detectar posibles dificultades y concep-
ciones incorrectas, fruto del disefio de la ensefanza con los paquetes de
ordenador ya mencionados.

El cuestionario de evaluacion que se uso estuvo formado por 6 items de tres
alternativas, con una Unica respuesta correcta. Se utilizd un contexto relacionado
con el campo de los estudiantes como incentivo de la resolucion del cuestionario.
El contenido estadistico se plante6 con 4 items correspondientes a la realizacion
de ANOVA, 3 items de un contraste de muestras independientes, y 3 items de
un contraste de muestras relacionadas.

Los cuestionarios utilizados como complemento evaluaban la ansiedad y
el de uso de programa, los cuales se utilizaron en otras investigaciones men-
cionadas en los antecedentes. El primer test esta constituido por un total de
24 items, en el cual se miden 3 dimensiones: ansiedad ante los examenes,
ansiedad al solicitar ayuda y ansiedad al interpretar. El segundo test lo forman
un total de 30 items, en donde aparecen la dimension de utilidad del programa,
facilidad de uso, facilidad de aprendizaje y satisfaccion.
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RESULTADOS Y DISCUSION

Una vez recogidos los cuestionarios, se realizd un analisis comparativo entre los
dos programas utilizados en clase (R y SPSS) y en la evaluacion. Se clasificaron
los analisis en dos blogques, cada uno correspondiente a uno de los test

CONFLICTOS SEMIOTICOS

En este trabajo utilizamos el método de andlisis semiotico propuesto en nuestro
marco teorico para analizar las respuestas de los estudiantes en la solucion de
los problemas planteados. Este analisis consiste en la identificacion de las prac-
ticas matematicas al tratar de resolver el problema y de los objetos y procesos
matematicos implicados. Como resultado se identifican algunos conflictos semio-
ticos que explican los errores de los estudiantes.

Al analizar las posibles dificultades de los estudiantes en el uso de estos
recursos, observamos que una posible complejidad radica en la falta de claridad
del programa R ya que este programa exige el uso de nociones de programacion
que los estudiantes no tienen que saber. Ello puede inducir una serie de errores
en los estudiantes a la hora de utilizar el programa, pero las programaciones
fueron entregadas para solventar esta dificultad y obtener la solucion que se
quiere interpretar. Por otro lado, el SPSS no requiere de programacion, pero la
realizacion de un andlisis puede dar mas variedad de respuestas donde hay que
ir seleccionando las necesarias para nuestro problema. Por ejemplo, en la res-
puesta de |a realizacién de un contraste inicialmente se observa la significacion
de la comparacion de varianzas y, segiin como sean, se estudian las medias de
una forma u otra. En nuestro estudio aparecen los siguientes conflictos:

Conflictos semidticos relacionados con los conceptos

* Los estudiantes pueden confundir el estadistico y el parametro, error des-
crito, entre otros, por Schuyten (1991). Mientras que la distribucion de
probabilidad de una variable depende de algunos pardmetros (normal-
mente desconocidos y constantes), los estadisticos se calculan a partir de
los datos de la muestra y son variables aleatorias, aunque el valor para la
muestra particular es fijo y conocido (Batanero, 2000). Por ello no tiene
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mucho sentido establecer las hipdtesis en términos de los estadisticos (ya
que su valor es conocido en la muestra particular). Ademas, en esta res-
puesta los estudiantes no recuerdan que el valor p es una probabilidad y
por lo tanto su valor no puede ser superior a 1.

* Se puede encontrar una cierta confusion entre el p-valor y el nivel de
significacion, dos conceptos que de acuerdo con Morrison y Henkel (1970),
Menon (1993), Vallecillos (1994) y Williams (1997) son particularmente mal
entendidos. El nivel de significacion se define como la probabilidad de
falso rechazo de una hipdtesis nula y es un valor constante que se esta-
blece a priori (antes de recopilar los datos) por el investigador. El valor p
se define como la probabilidad de observar el valor empirico del estadistico
o un valor mas extremo, dado que la hipdtesis nula es verdadera y varia
de una muestra a otra.

* Otro posible conflicto que aparece es confundir muestras independientes
y relacionadas. El estudiante no extrapola los datos de forma correcta a su
contexto para decidir el tipo de muestras que maneja. En la investigacion
de Canadas et al. (2012) se comenta cémo los estudiantes no realizan las
interpretaciones en el contexto del problema.

Conflictos semiéticos relacionados con procedimientos de cdlculo

» Aparece un conflicto cuando los estudiantes toman una decision incorrec-
ta, rechazando la hipotesis nula y causando el error tipo |, existiendo una
confusion en los criterios de aceptacion y rechazo, error también senalado
en otras investigaciones (Vallecillos, 1994 y Haller y Kraus, 2002).

* Por otro lado, los estudiantes pueden tomar una decision incorrecta, acep-
tando la hipdtesis nula, existiendo una confusion en los criterios de acep-
tacion y rechazo, error también senalado en otras investigaciones
(Vallecillos, 1994 y Haller y Kraus, 2002).

* Otros conflictos aparecen en el procedimiento de los programas, como seria
no cambiar el valor de alfa, causando esto que el programa siempre con-
sidere el que tiene inicialmente.
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Conflictos semidticos relacionados con procedimientos interpretativos de los
resultados del programa

» Confundir la significacion de la diferencia de medias con la significacion
obtenida de la prueba de Brown-Forsythe (BF).

» Confundir la significacion de la diferencia de medias con la significacion
obtenida de la prueba de homogeneidad.

» Confundir la significacion de la diferencia de medias con la significacion
obtenida de la prueba de Levene.

COMPARACION DE LA USABILIDAD DEL PROGRAMA

Este test, estd compuesto por cuatro dimensiones: “utilidad del programa’, “faci-
lidad de uso’, “facilidad de aprendizaje” y “satisfaccion”. Estas dimensiones con-
feccionan una forma efectiva de valorar estos programas en lo que se refiere a
su uso practico. Al comparar los valores medios teoricos y reales (Tabla 1),
observamos como los valores medios reales para ambos programas estan por
encima de la media teorica, lo que implica que ambos programas son validos
para su uso en clase. Por otro lado, al comparar los valores de las medias de
ambos programas, nos damos cuenta que las medias del SPSS estan siempre

por encima de las medias del programa R.

Tabla 1. Descriptivos de las dimensiones para los programas Ry SPSS

Software usado Media Tedrica Media Desviacion tip.

Utilidad R 20 3288 9,443
SPSS 20 3517 7,739

" R 275 46,44 11,835
Facilidad Uso SPSS 275 49,57 9905
" . R 10 15,44 5,459
Facilidad Aprendizaje PSS 10 1684 3957
Satisfaccion R 175 2545 8231
SPSS 175 31,95 7,257

Hemos realizado contrastes de comparacion de medias para detectar qué medias
son estadisticamente significativas mediante la prueba T de muestras
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independientes (Tabla 2). En la dimension de “Satisfaccion” es donde existen
diferencias, siendo mayor para los estudiantes que utilizan el programa SPSS.

Tabla 2. Prueba T para la igualdad de medias entre los estudiantes que utilizaron Ry SPSS

95% I.C. para la diferencia

! 5ig. Inferior Superior
Utilidad -1,329 0,186 -57 1,122
Facilidad Uso -1,485 014 -7292 1,041
Facilidad Aprendizaje -1,862 0,065 -2,881 -0,086
Satisfaccion -4.365 0,000 -9451 -3553

ESTUDIO DE LAS COMPONENTES PSICOLOGICAS CONSIDERADAS

Este test estd compuesto por cuatro dimensiones: “utilidad del programa’, “faci-
lidad de uso”, “facilidad de aprendizaje” y “satisfaccion”. Al comparar los valores
medios tedricos y reales (Tabla 3), observamos como los valores medios reales
para ambos programas estan por debajo de la media tedrica en dos de las
dimensiones (ansiedad para pedir ayuda y ansiedad para interpretar), lo que
implica que en el proceso de hacer el examen con ambos programas se detecta
un alto grado de ansiedad. Por otro lado, al comparar los valores de las medias
de ambos programas, nos damos cuenta que las medias del SPSS estan por
debajo de las medias del programa R en dos de las dimensiones (ansiedad
durante el examen y ansiedad para pedir ayuda), Unicamente se encuentra mas
ansiedad en el programa SPSS para interpretar los resultados de los problemas

del contraste de hipdtesis.

Tabla 3. Descriptivos de las dimensiones para los programas Ry SPSS

Software usado Media Tedrica Media Desviacion tip.
Ansiedad examen R 28 3306 4868
SPSS 28 31,27 5,964
) R 28 194 7525
Ansiedad ayuda SPSS 28 164 7388
) ) R 28 18,69 5625
Ansiedad interpretar PSS 28 2064 5826

EDUCACION MATEMATICA, VOL. 31, NUM. 2, AGOSTO DE 2019 205



Gustavo Cafadas, Elena Molina-Portillo, José Miguel Contreras y Rocio Alvarez-Arroyo

A continuacion, realizamos contrastes de comparacion de medias para detec-
tar qué medias son estadisticamente significativas mediante la prueba T de
muestras independientes (Tabla 4). Se han encontrado diferencias entre los dos
programas para dos dimensiones: “ansiedad para pedir ayuda"y “ansiedad para
interpretar’. Para el primer caso existe mayor valor para el programa R, en cambio,
para el seqgundo hay mayor ansiedad en el uso del SPSS.

Tabla 4. Prueba T para la igualdad de medias entre los estudiantes que utilizaron Ry SPSS

95% I.C. para la diferencia

T Sig. 5 .

Inferior Superior
Ansiedad examen 1,929 0,057 -0,054 3635
Ansiedad ayuda 2428 0,016 0561 5447
Ansiedad interpretar -2069 0,04 -3,808 -0,089

DISCUSION

La formacion estadistica es un pilar importante en la formacion. Ridgway, Nichol-
son y McCusker (2008) analizan la importancia de la cultura estadistica debida,
entre otros hechos, al esfuerzo de instituciones como la Unién Europea o la
Organizacion de Naciones Unidas de hacer accesible a los ciudadanos sus
estadisticas. Estas estadisticas que quieren acercar a los ciudadanos, con fre-
cuencia manejan representaciones graficas o datos complejos que se ponen a
disposicion del publico en Internet. Consecuentemente, el interés de que los
ciudadanos adquieran un conocimiento estadistico basico es una necesidad
prioritaria (Carrién y Espinel, 2006). A raiz de esta necesidad, la ensefanza de
la estadistica se ha incorporado de forma generalizada, desde hace unas déca-
das, en todos los niveles educativos. Ello es debido al caracter instrumental de
la estadistica y el valor del desarrollo del razonamiento estadistico en la sociedad
de la informacion (Batanero, 2002). Ademas, la Estadistica esta presente en el
curriculo de multitud de carreras universitarias, ya que se aplica a muchos
campos de conocimiento, siendo uno de ellos el de la Psicologia.

Las investigaciones didacticas sobre el contraste de hipotesis plantean una
amplia gama de dificultades, las cuales nos obliga a su incorporacién al estu-
dio de las tecnologias del tema. Por ejemplo, en Cafadas et al. (2012), en su
estudio sobre los pasos que realizan los estudiantes para solucionar un pro-
blema planteado de contraste de hipoétesis, obtiene que el 79,3% planteaban
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hipdtesis correctas o parcialmente correctas, 64,1% determinaban correctamente
el estadistico y valor p (Unico punto facilitado por el software “Excel”), 51,9%
tomaban la decision correcta y 43,5% interpretaban correctamente los resultados
en contexto, recorriendo asi todos los pasos del proceso de modelizacion (Henry,
1997): planteamiento de hipdtesis, definicién y trabajo con un modelo matema-
tico, e interpretacion de resultados.

En Vera, Diaz y Batanero (2011) no se ha presentado la confusién entre hipo-
tesis nula y alternativa que Vallecillos (1994) si encontré en un 13% aproxima-
damente. Sin embargo, si encontraron estudiantes que plantean hipdtesis
alternativas puntuales o hipotesis que en su conjunto no cubren el espacio
paramétrico, de modo que existe coincidencia con Vallecillos (1994) en que los
estudiantes confunden algunas propiedades de las hipdtesis nula y alternativa.

En este trabajo hemos analizado dos recursos que pueden ayudar a entender
los contrastes de hipdtesis, presentando un breve resumen de los materiales y
resultados. Para finalizar analizamos el proceso de ensefanza mediante las
condiciones de idoneidad didactica, definida por Godino, Wilhelmi y Bencomo
(2005) como la articulacion de las seis componentes:

* |doneidad epistémica: definido como la representatividad de los significa-
dos institucionales implementados (o intencién) respecto al significado de
referencia previamente definido. El material descrito anteriormente puede
ser adecuado para estudiar los contrastes de hipotesis, sus propiedades,
conceptos asociados, asi como dificultades mostradas en otras investiga-
ciones didacticas (Vallecillos y Batanero, 1997; Vera, Diaz y Batanero, 2011;
Canadas, Batanero, Diaz y Roa, 2012).

* |doneidad cognitiva: que expresa el grado en que los significados preten-
didos o implementados estan en la zona de desarrollo potencial de los
alumnosy su proximidad con el significado personal logrado. Los recursos
analizados son adecuados para la formacion de estudiantes de ciencias
sociales, puesto de manifiesto por el alto porcentaje de estudiantes con
calificaciones altas (aproximadamente el 70% obtuvieron una calificacién
de sobresaliente).

* |doneidad interaccional medida en que las configuraciones didacticas y
las trayectorias permiten identificar y resolver los conflictos semidticos que
podrian ocurrir durante el proceso de instruccion. Dicha adecuacion depen-
de de como el profesor organiza su trabajo en el aula. Los estudiantes
deberdn trabajar en grupos con el fin de fomentar el conflicto y verbalizarlo.
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Esto también requiere la organizacion de una discusion conjunta de solu-
ciones en un intento por lograr que los estudiantes ayuden a sus colegas
a detectar problemas.

* Idoneidad mediacional: marcado por la disponibilidad y adecuacion de los
recursos materiales y temporales necesarios para desarrollar el proceso de
ensenanza y aprendizaje. No se necesitan muchos recursos, ya que en la
actualidad, cualquier universidad dispone de aulas con ordenadores para
todos los estudiantes.

* Idoneidad emocional: que atafie a la participacion de los estudiantes (inte-
reses, motivacion..) en el proceso de estudio. Creemos que los recursos
informaticos son interesantes para los estudiantes. Ademas, se ha aumen-
tado este interés al contextualizar los ejemplos en dreas proximas al interés
del estudiante.

* Idoneidad ecoldgica: grado en que el proceso que se estudia se ajusta al
entorno. En este sentido, los cuestionarios empleados no contravinieron
ningun aspecto contemplado en el proyecto del centro ni del contexto
social del alumnado.

CONCLUSIONES

Las tecnologias en el aula plantean gran variedad de recursos ricos que requie-
ren estudio y reflexion antes de su utilizacion. Los softwares planteados en esta
investigacion han resultado eficaces y con buenos resultados en los test utiliza-
dos para su evaluacion, al realizar las comparaciones oportunas con las medias
teoricas. El programa R, por su facil acceso al ser un software libre, esta cogiendo
peso en los ultimos anos, aunque sigue siendo el SPSS el que nos ha mostrado
mejores actitudes en todos los campos salvo uno.

Aunque los materiales se han relevado de interés al usarlos con estudiantes
universitarios, un recurso didactico por si sélo no resuelve todos los problemas.
Se plantea asi el reto de continuar este trabajo con nuevas investigaciones sobre
la ensenanza y aprendizaje de las tecnologias en las aulas.
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¢Que podemos aprender de nuestros estudiantes?
Reflexiones en torno al uso de las graficas

What can we learn from our students? Reflections about
the use of graphs
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Resumen: En el presente articulo se discute un andlisis de los usos de las
grdficas que surgen a partir de una experiencia con estudiantes mexicanos de
bachillerato (15-17 anos) cuando se enfrentan a una situacion de modelacién
del movimiento con apoyo de tecnologia. Se evidencia como el uso de la gra-
fica atraviesa durante la puesta en escena por resignificaciones progresivas
que dentro del discurso matematico escolar podrian considerarse como errores
conceptuales pero que, desde nuestro posicionamiento tedrico, son mas bien
formas culturales de saberes que se encuentran en la base de justificaciones
funcionales. De esta manera se conforma un marco de usos de las graficas
donde la variacion y el comportamiento con tendencia se convierten en esen-
ciales en el proceso de resignificacion.
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Abstract: In this article, we present an analysis of the uses of graphs arising in
an experience with Mexican high school students when they are faced to a
modeling situation supported with technology. We provide accounts about both
progressive and alternative redefinitions in the use of graphs during the expe-
rience, which school mathematics judge as misconceptions or conceptual mis-
takes. Nevertheless, under our theoretical standpoint, those uses of graphs
respond to cultural forms of mathematical knowledge which are embedded in
organic arguments. In that manner, we define a use of graphs' framework where
the variation, tendency and asymptotic behavior are in the core of the process
of redefinition.

Keywords: use of graphs, Modelling, Socioepistemology Theory, Redefinition.

1. INTRODUCCION

El presente articulo se perfila, principalmente, como un planteamiento en favor
de un dialogo entre la realidad de los estudiantes y el conocimiento que actual-
mente se brinda en la escuela. Interesa entonces, evidenciar una posible ruta
para investigar formas de saberes culturales que poseen los estudiantes de
manera que se delimiten marcos de referencia alternativos que pudieran integrar
un rediseno del discurso Matematico Escolar (dME) (Soto & Cantoral, 2014).

Como resultado de dicho posicionamiento, no se reduce el problema del
desarrollo del pensamiento matematico a la transferencia de conocimientos de
lo que se “aprende” en la escuela, sin tomar en consideracion las condiciones
sociales de su produccion o las razones de ser de dichos conocimientos (Che-
vallard, 2013). Por ejemplo, en la escuela se ensena una manera de multiplicar
y de restar; en sintesis, de hacer operaciones de manera “formal” y en gran
medida, generalizable. En la escuela suele esperarse que todo aquello que se
ensene a los estudiantes, pueda ser transferido a otras situaciones. Sin embargo,
la investigacion ha mostrado que esta transferencia se da sélo cuando las
situaciones son similares a aquellas que fueron aprendidas; lo cual, en muy
raras ocasiones ocurre (Cantoral, 2013).

Ahora bien, algunas investigaciones manifiestan una clara separacion entre
la escuela y su entorno (Carraher, Carraher, Schliemann, 1991; Arrieta & Diaz,
2015). Dicha separacion, también permite cuestionar sobre aquellos “otros’

EDUCACION MATEMATICA, VOL. 31, NUM. 2, AGOSTO DE 2019 213



José David Zaldivar Rojas y Eduardo Carlos Briceno Solis

aspectos del conocimiento matematico que, aunque plausibles, no son aprove-
chados por la escuela (Carraher, et al, 1991), sino que se soslayan por la supre-
macia de otras argumentaciones que el dME establece de antemano (Soto &
Cantoral, 2014).

Ante este panorama, la investigacion en ME puso especial atencion en las
ultimas décadas, a topicos relativos a la Modelacion Matemdtica y las Aplica-
ciones con el objetivo de extender las relaciones entre la “realidad” y la “mate-
matica escolar’. Lo anterior con el fin de integrar contextos extra-matematicos
que permitan la creacion de acercamientos didacticos innovadores y plausibles
para la ensenanza y el aprendizaje de las matematicas, y con ello, despertar el
interés de los alumnos hacia el estudio de las matematicas. Esto se comprueba,
por ejemplo, en el lugar que le brindan a la modelacion eventos internacionales
de investigacion o la amplia literatura especializada que se encuentra disponible
(Garcia, Gascén, Ruiz y Bosch, 2006; Niss, Blum y Galbraith, 2007; Almeida, 2018;
Trigueros, 2009).

De hecho, en diversos curriculos de diferentes niveles y paises se aprecia
una tendencia a integrar mundos extra-matematicos para enriquecer las activi-
dades y los libros de texto con la finalidad de hacer que las matematicas sean
utiles “fuera” del ambito escolar. Incluso se proponen acercamientos donde se
integra una componente tecnologica informatica a través de ambientes experi-
mentales lo cual implica innovadoras estrategias didacticas (ver por ejemplo:
Trigueros, 2014; Rodriguez y Quiroz, 2016). Sin embargo, se reconoce que aunque
la modelacion matematica podria jugar un rol importante en las aulas de clases
de muchos paises y dentro de los planes curriculares, aliin existe una brecha
importante entre los ideales expresados en las reformas curriculares innovadoras
y las practicas escolares que sustancialmente se desarrollan dia a dia. Se afirma
que es muy complejo encontrar actividades de modelacion genuinas dentro del
salon de clases de matematicas (Niss, et al, 2007).

Dentro de las principales posturas de investigacion en modelacion matema-
tica es clara la busqueda de un dialogo o “puente” entre las practicas matema-
ticasy la realidad. Lo anterior trae consigo también singularidades epistemologicas
y cognitivas en las cuales se caracteriza a la modelacion y sus funciones durante
el proceso de ensenanza-aprendizaje de las matematicas (Kaiser y Sriraman,
2006). En la tradicion clasica, el proceso de modelacion matematica se explica
generalmente a traves de ciclos. Dichos ciclos, inician con proponer sistemas
apropiados a ser modelados o de “atractivas” aplicaciones a modelizar con el fin
de involucrar e interesar a los estudiantes en dicho proceso (ver Blum vy
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Borromeo, 2009). Sin embargo, bajo esta postura se atiende solamente una
orientacion “didactica” del proceso de modelacion: una mirada centrada en lo
representacional y en la especificidad, con su consecuente enriquecimiento, de
las etapas que conforman los ciclos (Bosh, et al, 2006).

De manera que centrar a la modelacion como una aplicacién de la mate-
matica donde se conjugan una red de conceptos y representaciones de los
mismos que dan lugar a modelos, o como una matematizacion de situaciones
extra-matematicas, no permite reconocer la naturaleza y la transversalidad del
conocimiento matematico en diferentes dominios, es decir, los usos del conoci-
miento matemdtico bajo situaciones especificas. Lo anterior significa una pro-
blematizacion del proceso de modelacion desde un punto de vista de construccion
social, donde el eje de analisis considera una organizacion basada en practicas
que los individuos utilizan para hallar explicaciones y conformar argumentacio-
nes para explicar fenomenos y tomar decisiones (Cantoral, Moreno-Durazo,
Caballero-Pérez, 2018). Este posicionamiento lleva a considerar a la Modelacion
como una prdctica que trasciende y transforma al objeto matemdtico en cues-
tion; 1o cual significa que la modelacion es en si misma una construccion de
conocimiento matemdtico (Cordero, 2006).

Se asume entonces como problematica de investigacion, la manera en la
cual se conforma el dME y poca vinculacion con la realidad de los estudiantes.
Se considera asi, que no solo se trata de proponer aplicaciones de los conceptos
matematicos o de “matematizar’ situaciones extra-matematicas, sino en desarro-
llar usos del conocimiento matemadtico que emergen ante el enfrentamiento de
situaciones. De manera que se propone a la modelizacién como la practica que
articularia un didlogo entre el conocimiento matematico y diferentes escenarios
donde la matematica sea funcional. Pero para ello, se reformula a la modelacion
COmMO una construccion en si misma, esto es, como un proceso de resignificacion
y de articulacion de usos del conocimiento matematico, en tanto funcionamien-
tos y formas asociadas a situaciones especificas.

Con base en los posicionamiento anteriores, en la presente investigacion se
conforma evidencia empirica sobre usos del conocimiento matematico asociados
a las graficas de las funciones en una situacion de movimiento con estudiantes
de bachillerato. En el siguiente apartado se describe el instrumento experimental
y los elementos teoricos para su diseno y, posteriormente, los resultados de la
puesta en escena. Las producciones de los participantes de esta experiencia
conforman los datos que se analizan bajo el constructo teérico del “uso de la
grafica’ en tanto los funcionamientos (Fu) y formas (Fo) de la gréfica que se
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involucran en la situacion y en la generacion de argumentaciones (Cordero, Cen
y Sudrez, 2010). De esta manera se problematiza a la grafica y se evidencia una
resignificacion de la misma en una situacion especifica (Cordero, 2008).

2. ELEMENTOS TEORICOS: LA EPISTEMOLOGIA DE MODELACION-
GRAFICACION

La Matematica Educativa (ME) como disciplina cientifica, no se remite Unica-
mente a la mejora de los procesos de ensenanza de las matematicas en ambi-
tos escolares; sino que también asume como objeto de estudio la organizacion
de una actividad cuya intencion declarada sea el aprendizaje de un cierto
conocimiento matematico. Su interés es afectar benéficamente al sistema edu-
cativo, al pretender que los estudiantes sean capaces de construir un saber vivo
que evolucione y principalmente que sea funcional, permitiendo al estudiante
resolver sus preguntas (Cantoral, 2013; Cordero, 2008).

El enfoque asumido en el presente articulo hacia el mencionado objetivo, se
basa en un punto de vista sociocultural sobre la naturaleza del pensamiento
matematico. Como tal, se asume que dicho pensamiento esta intimamente rela-
cionado con prdcticas sociales (PS) desde las cuales se origina. Este supuesto
epistemologico desde lo social, pretende construir y modelar explicaciones sis-
témicas de los fendmenos didacticos en el campo de las matematicas y se ha
denominado Teoria Socioepistemologica (TS). La TS no se centra Unicamente en
el papel de la semiosis o de las construcciones mentales de estudiantes de una
manera aislada, sino que trata con fenomenos de produccion, adquisicion y de
difusion del conocimiento matematico desde una perspectiva sistémica y multi-
ple. En sintesis, la TS se ocupa del problema que plantea la construccion social
del conocimiento matematico y para ello reconoce la incorporacion a la inves-
tigacion de la epistemologia del conocimiento, su dimension sociocultural, los
procesos cognitivos asociados y los mecanismos de institucionalizacion via su
ensenanza (Cantoral, 2013).

La TS reconoce los efectos alienantes de la instruccion escolar basadas en
el dME, a partir de modelar las dinamicas del saber o conocimiento puesto en
uso (Cordero, 2008; Zaldivar, Cen, Méndez, Briceno, Cordero, 2014). Asi, la TS
asume como problematica la falta de marcos de referencia en el dME que
resignifiquen el conocimiento matematico en situacién escolar. Para ello propone
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investigaciones donde es pertinente explorar la naturaleza del uso del conoci-
miento matematico que se involucra en una situaciéon especifica.

La TS ofrece entonces un redisefo del dME a través de epistemologias (Argu-
mentaciones) modelizadas por las practicas sociales. Por lo que el aporte se
encuentra en una base de resignificados para la matematica escolar. El posicio-
namiento de la TS consiste en asumir que el conocimiento matematico tiene un
origen y una funcién social asociados a un conjunto de actividades practicas
socialmente valoradas, compartidas y normativas, pero ademas pretende el esta-
tus institucional de los saberes matematicos. Se asume en la investigacion ‘lo
institucional” como aquello referido al sistema didactico, a las practicas de ense-
nanza instituidas (la accion didactica en: aula, familia, comunidad, escuela o
vida cotidiana) y a la interaccién entre sus componentes: profesor, saber,
estudiante; situado en un escenario sociocultural (Cantoral, Montiel &
Reyes-Gasperini, 2015).

Asi, la TS propone habilitar las PS en el sistema didactico, con la intencién
de proporcionar un valor de uso al conocimiento matematico. Para ello, se asume
que las PS no se ‘“transfieren” directamente al sistema didactico, sino que se
requiere de una estructura tedrica que permita tal cometido. Los trabajos de
investigacion han propuesto una estructura basada en habilitar Categorias del
Conocimiento Matemadtico, 1as cuales estdn equipadas de intencionalidad para
su reproduccion en el sistema didactico segun las condiciones de este ultimo
(ver por ejemplo: Suarez, 2014; Buendia y Cordero, 2005). Para ello, el modelo
de la TS asume que la PS, propia del grupo humano, se transforma, a través de
la intencionalidad didactica, en una Categoria que se pone de manifiesto en la
argumentacion dentro de una Situacion Especifica. Esta ultima es un escenario
didactico, es decir, vive en lo didactico, y se referira al diseno de tareas didacticas
(Cordero, 2008; Zaldivar, et al, 2014).

Un ejemplo de dichas categorias, es la Modelacion-Graficacion. Esta catego-
ria se propone en los trabajos de Suarez (2014) y surge a partir del analisis del
Tratado de Oresme. Este Gltimo representa un parteaguas sobre la comprension
de fenomenos que se estudian a través de las cualidades de figuras geométricas
y de las proporciones matematicas (Suarez y Cordero, 2010). Del estudio de dicho
tratado fue posible establecer evidencia que sustenta la conveniencia de desa-
rrollar la modelacién de situaciones de cambio a través del uso de las graficas
en situacion escolar. Dicha evidencia se traduce en tres datos epistemologicos
obtenidos del analisis de la obra de Oresme:
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* |a grdfica antecede a la funcién. La obra de Oresme podria considerarse
como una de las etapas iniciales donde surge la geometria de las relacio-
nes funcionales, lo cual implica que la nocion de funcion, aunque no
definida explicitamente, era usada de facto por medio de representaciones
geomeétricas.

* [ grdfica es argumentativa. La forma de las configuraciones geomeétricas
usadas permitio establecer un nuevo funcionamiento de las mismas para
explicar la variacion en fenémenos de cambio. El grafismo empleado per-
mitfa “demostrar’ relaciones que en la época eran consideradas como
problemas complejos, como la Regla de Merton. Dicho problema involucra
el calculo de la distancia recorrida por un cuerpo que se mueve con ace-
leracion uniforme.

* £l uso de las grdficas tiene un desarrollo. Dadas las situaciones de varia-
cion que se atienden en el Tratado, se observa cdémo el uso de las graficas
evoluciona en tanto su uso ante diferentes problemas, por ejemplo, para
decidir si ciertas figuras geométricas podrian o no representar situaciones
de cambio.

En sintesis, el trabajo de Oresme permitio, en su época, resignificar las figuras
geomeétricas (rectangulos, cuadrados y tridngulos) como instrumentos para esta-
blecer diferentes tipos de variacion (uniforme, deforme, etc). El estudio de Suarez
(2014) por su parte permitio establecer como en el Tratado de Oresme aparecia
el uso de las graficas y reconoce dos elementos indisociables: i) las razones o
circunstancias que hicieron posible modelar fenomenos de variacién, y ii) la
configuracion o estructura bajo la cual aparecian. Dichos elementos, definen el
binomio Funcionamiento y Forma (Fu-Fo), respectivamente, y se refieren a ele-
mentos de construccion que permiten la resignificacion del uso de las graficas
en situaciones de variacion. Mas aun, el trabajo de Suarez y su propuesta cen-
trada en los elementos de funcionamiento-forma para estudiar el desarrollo de
usos de las graficas, permitio establecer que este desarrollo en la obra de Ores-
me se presentaba en tres momentos. Es decir, en tres conjuntos de tareas que
determinan actividades y acciones, asi como alternancia de dominios, pero que
ademas definen funcionamientos y formas posibles (Suarez y Cordero, 2010).
A continuacion, se describen brevemente cada uno de los momentos de
desarrollo del uso de la grafica en el Tratado de Oresme. Se acompana cada
momento con la descripcién de los funcionamientos y formas (Fu-Fo):
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Momento I. Establecimiento de la forma del nuevo funcionamiento del uso de
las grdficas

El primer uso de la grafica en el Tratado se refiere a comprender fenomenos de
variacion a través de figuras (Uso-1). Este uso, determinaba un cambio de para-
digma a las formas iniciales (Fo-1) de los conocimientos que en la época se
usaban para la teoria del movimiento, donde la geometria y las proporciones
estaban como cuerpos de conocimiento ajenos a dicha teoria. De manera que
en el Tratado se establece un funcionamiento alternativo para comprender fend-
menos (Fu-1),y para ello se establece una nueva forma que consistia en asignar
medidas a las variables fisicas por medio de segmentos (Fo-2), lo cual constitu-
yo una resignificacion de un viejo paradigma.

A su vez, esta segunda forma permitié la emergencia de un nuevo funcio-
namiento una vez establecida la nueva manera de comprender los fendmenos
a través de figuras geomeétricas. Lo anterior genero el desarrollo a un posterior
momento dentro del Tratado.

Momento Il. Construccion de argumentos en el uso de las grdficas

La nueva manera de comprender el movimiento a través de formas geométricas
y las proporciones, permitié que el funcionamiento de la grafica (Fu-1) evolucio-
nara hacia establecer relaciones entre las figuras geométricas y las situaciones
de variacion (Fu-2), pero ello precisa discriminar figuras que representan situa-
ciones de movimiento de las que no lo representan (Fo-2). Se aprecia entonces,
en este momento, un cambio hacia un uso de la grafica mas centrado en la
construccion de argumentos (Uso-2).

Momento lll. Puesta en funcionamiento del uso de las grdficas en la modelacion.

Una vez que el nuevo uso de las graficas se resignifica en el Tratado de Oresme,
las construcciones realizadas permiten generalizaciones (Uso-3), como por ejem-
plo, i) distinguir entre cantidad y cualidad del movimiento, ii) caracterizar puntos
extremos de una cantidad que varia y iii) calcular areas para cuantificar el movi-
miento a partir de la figura de velocidad (Fu-3, Fu-4 y Fu-5, respectivamente).

En sintesis, en el analisis del Tratado de Oresme se elucida una resignificacion
de las figuras geométricas para establecer diferentes tipos de variacion, lo cual
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en la época significd un importante avance para entender los fenomenos de
movimiento y con ello se estableci6 un uso de las graficas alternativo en la
época. El analisis del uso de la grafica en la obra de Oresme estableci6 las bases
para la emergencia de una linea de investigacion en la que se discute el estatus
epistemologico de las graficas en la construccion de conocimiento matematico
dentro del dME (Buendia, 2011). Asi, la Categoria M-G compone una epistemo-
logia para el Calculo escolar y se reconoce su insercion al sistema didactico a
través de una situacion especifica adaptada a las condiciones escolares-ins-
titucionales del ambiente donde profesor y estudiantes interactten (Montiel
& Buendia, 2015). De manera que la quid de la cuestion se halla en el
diseno de la situacién, es decir, en provocar un escenario propicio para la
aparicion de la argumentacién que responda a la situacion.

El diseno de la Situacion concreta los momentos caracterizados en el trabajo de
Oresme, en términos de tareas, acciones y alternancia de dominios; es el producto
material dentro del escenario escolar cuya base son los supuestos epistemoldgicos
de la Categoria M-G. A este tipo de situaciones se le convino llamar Situaciones de
Modelacién del Movimiento (SMM), y su argumento central es la variacion de feno-
menos de cambio. En la SMM el uso de la grafica evoluciona en tanto el debate
entre los funcionamientos y formas de las graficas que se desarrollan en los momen-
fos de la situacion. A dicha evolucion se ha denominado dentro de la TS como una
resignificacion del uso de la grafica. La figura 1 ejemplifica a la resignificacion de
los usos de las graficas en una SMM, resaltando que dicho proceso no se considera
estatico, puesto que a través de las tareas que generan diversos funcionamientos y
formas a lo largo de los momentos que componen a la SMM, se generan otros usos
de las graficas. De hecho, este modelo tedrico considera un desarrollo tal como en
la obra de Oresme se puede apreciar.

Figura 1. Modelo de Resignificacién en la SMM

El desarrollo de los
funcionamientos y formas es
continuo

’
/

N Uso 3 de la grafica

Situacién de Modelacion del Movimiento
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En la siguiente seccidn se discuten los aspectos metodoldgicos de la investiga-
cion y se resalta el disefio de la SMM que se elabord con la intencion de ana-
lizar los usos de las graficas, que surgen en la modelacion de una situacion
sobre el movimiento de una pesa unida a un resorte. El andlisis se realiza con
base en los elementos del modelo de resignificacion del uso de la grafica a
partir de la delimitacién de los funcionamientos y formas de la grafica.

3. ASPECTOS METODOLOGICOS: EL DISENO DE LA SMM Y LA POBLACION
DE ESTUDIO

La SMM se organiza en momentos diddcticos, que haran referencia a los
momentos referidos por Suarez y Cordero (2010) anteriormente mencionados.
Los momentos no hacen referencia a una estructura temporal del estudio, sino
mas bien, y en consonancia a Chevallard (1999), son en primer lugar, una rea-
lidad funcional del estudio, antes de ser una realidad cronologica (p. 22). Asi,
un momento didactico se entiende como el tipo de tareas y formas que se
integraran en el escenario escolar de la clase en términos de como se gestiona
la situacion de aprendizaje en tanto el desarrollo de funcionamientos y formas.

La SMM se organiza en tres momentos, donde se articula el argumento de
la situacion, a saber, el uso de la grafica en la variacion. Dicha situacion pro-
blematiza, a través de las graficas, el comportamiento asintotico y tendencial
de un sistema Masa-Resorte. Para ello, se emplean sensores de movimiento y
un artefacto fisico que representa la situacion experimentalmente (figuras 2). De
esta forma, la situacién provee un marco de referencia donde se resignifica la
variacion como un comportamiento asintoético y tendencial a partir de los usos
de las graficas pero desde lo que los estudiantes construyen y argumentan.

Figura 2. Instrumentos experimentales: resorte, pesa, calculadora
grafica y sensor de movimiento

UL
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A continuacion, se presentan los momentos en los que se gestiona la SMM
en el escenario didactico:

Momento I. Establecimiento de una forma en el funcionamiento de las graficas

En este momento se espera que los estudiantes construyan argumentaciones
desde sus experiencias, con su propio lenguaje y vivencias, de aspectos que
tienen que ver con el fendmeno de variacion presentado: el movimiento de un
resorte cuando se le pone una pesa. La tarea que se les solicita a los estudian-
tes en este momento es: T1. Dibujar el movimiento del resorte cuando se le pone
una pesa en uno de sus extremos, sin realizar el experimento vivencialmente.

Como se puede apreciar, no hay ninguna condicién para dibujar el movi-
miento, incluso no hay una “forma institucional”™ especifica bajo la cual se
someta a los estudiantes, de manera que estos realicen sus producciones desde
sus propias formas culturales que consideren adecuadas. Ademas, se espera
que los estudiantes en este primer momento establezcan argumentos funciona-
les que permitan modelar el comportamiento del sistema como representaciones
pictograficas alusivas al resorte, asi como elementos gesticulativos que expliquen
el comportamiento.

Momento II. Problematizacién de las formas de las graficas a través de la variacion

En este momento se cuestionan los modelos que los estudiantes generan en el

momento anterior a través de discutir elementos como la anticipacion, el com-

portamiento asintotico y los comportamientos globales-locales del sistema.
Para ello, se ponen en discusion las siguientes tareas:

12. Explicar si el resorte se detiene y dénde se aprecia en el dibujo del movimiento
que se realizo.

13. Explicar en dénde el resorte se mueve mds rdpido y donde mds lento en las
producciones realizadas.

3 Con forma institucional se hace referencia a la visién donde se incluye la formalidad que demanda
la matematica escolar sobre los conceptos matematicos junto con sus representaciones candnicas y propie-
dades formales (Montiel & Buendia, 2015).
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En este momento de la situacion se propone a los estudiantes un ‘nuevo’
grafismo con la intencion de establecer una resignificacion de las formas
iniciales de las graficas del primer momento. Para ello, se propone el uso de
un sensor de movimiento y software, que permite multiples realizaciones en
la modelacion y una estructura para producir patrones deseables a través de
graficas cartesianas.

Momento Ill. Construccion de argumentos en el uso de las graficas en la modelacion

Una vez establecido el nuevo grafismo con base en los elementos tecnoldgicos
y donde la grafica cartesiana permite hacer referencia a la variacion del sistema,
a su tendencia y al reconocimiento de puntos de referencia (como el origen), en
este momento se espera mantener una estructura mas compleja de las argu-
mentaciones sobre la propiedad asintdtica del sistema, es decir, la forma en la
cual se expresa que el resorte se detiene. El uso de las graficas entonces en este
momento se resignifica como un modelo explicativo, manipulable y predecible
de acuerdo a la tarea que se presenta en este momento:

T4. Anticipar cémo es la grdfica del movimiento del resorte posterior a un tiempo
determinado

El analisis que se realiza de los Fuy fo en el uso de las graficas entre los
estudiantes y al dejarles proponer sus formas iniciales, establece una nueva
linea de investigacion donde es importante reconocer formas culturales de
saberes que aparecen en sistemas de usos y que seria posible resignificar por
medio de argumentos situacionales. A diferencia del trabajo de Suarez donde
se les presentaba de inicio el uso de las graficas con apoyo de dispositivos
tecnoldgicos (calculadoras y sensores de movimiento) y de ahi se trabajan con
las graficas cartesianas para referirse a ciertos aspectos del Calculo, la presen-
te propuesta expone que antes de hablar de la grafica cartesiana es impor-
tante reconocer aquello que permite la emergencia de lo cartesiano. Asi, el
objetivo del analisis de las producciones de los participantes durante la imple-
mentacion de la situacion es identificar la aparicion de formas culturales del
conocimiento que los participantes pongan en juego al enfrentarse a situa-
ciones donde se problematice la variacion, el cambio y los comportamientos
con tendencia a través de un uso de las graficas que se obtienen de modelar
una situacion de movimiento.
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3.1. LA POBLACION DE ESTUDIO

Se decidio llevar a cabo una implementacion de la SMM con un grupo de 30
estudiantes de bachillerato de la Ciudad de México, México, dentro de las ins-
talaciones del Centro de Estudios Cientificos y Tecnoldgicos, CeCyT 11 ‘Wilfrido
Massieu”. EI grupo estaba conformado por mujeres y hombres de 4° semestre,
23 varones 'y 7 mujeres, con una edad promedio de dieciséis anos. Dado que la
SMM fue una actividad extracurricular, se decidié realizarla con los estudiantes
en una sesion siguiendo una organizacion tipo taller. Los estudiantes trabajaron
en equipos de tres y debian responder los cuestionamientos propuestos en hojas
de trabajo. El tiempo aproximado de la sesion del taller fue de alrededor de una
hora y media y fue realizado durante un horario escolar.

La sesion se video grabo, se realizaron bitdcoras de observacion, y se reco-
pilaron las producciones realizadas por los estudiantes. Posteriormente, se realizd
la transcripcion de la videograbacion. El andlisis se realizo considerando los tres
momentos en los cuales se organizd la SMMy el tipo de producciones realizadas
por los estudiantes, con la intencién de que los argumentos generados —recu-
perados a partir del video- pudieran acompanarse de la produccion escrita y
gestual de los estudiantes.

4. DISCUSION DE RESULTADOS

La intencion de este apartado es mostrar evidencia de ciertos saberes sobre las
graficas y sus usos, considerados opacados por el dME. Estos saberes confor-
maran la evidencia de esas formas culturales de saberes que constituyen lo
cotidiano para los estudiantes participantes y aunque se trate de un “estudio de
casos’, es posible proponer un marco de referencia de los usos de las graficas
para resignificar el comportamiento asintotico en el redisefio del dME.

El analisis es de tipo cualitativo e interpretativo, el énfasis estd puesto en
las producciones que elaboraron los estudiantes durante la implementacion
y en la suma de ejemplos, con la finalidad de establecer clases o categorias.
Estos elementos son los que permiten la construccion de la evidencia empirica
a partir de un estudio de casos, que consiste en caracterizar la aparicion,
interpretacion, descripcion, y la lectura que los participantes hacen con las
graficas. El andlisis se centra, debido a los datos obtenidos y analizados, en los
dos primeros momentos planteados en el apartado 3.
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4.1. LA APARICION DE LA TRAYECTORIA

La primera tarea de la situacion del resorte consistié en solicitarles a los estu-
diantes que dibujaran el movimiento de un resorte cuando se le ponia una pesa,
sin que se realizara el experimento con el resorte. Esta actividad inicial dio lugar
a que los estudiantes formularan respuestas asociadas a dibujos icénicos y en
algunas ocasiones dibujos que indicaran una secuencia temporal del compor-
tamiento de la situacion.

La manera en la cual se realiza el cuestionamiento a los estudiantes se
puede apreciar en el extracto 1. Para efectos del analisis y la presentacion de
los resultados se utiliza la letra T para hacer referencia al ‘tallerista” o responsable
de la implementacion y E1, E2, etc. corresponde a diferentes estudiantes partici-
pantes de la actividad. Se indican ademas las lineas de didlogo para cada
intervencion de los participantes y tallerista.

[1]1 T: écomo seria el dibujo del movimiento de una pesa cuando se coloca en un
resorte?

[.]

[2] T: aqui tengo la pesa, es una pesa de 50 gramos, puedes tocarla para que veas
que no hay truco... es una pesa normal y vamos a colocarla en el resorte... lok?, qué
creen que paser..

Extracto 1. Instrucciones iniciales realizadas por T.

Algunas de las producciones de los estudiantes con base en el cuestionamien-
to planteado por T se presentan a continuacion:

Figura 3(a), 3(b), 3(c), 3(d). El dibujo del movimiento del resorte

(« Tension
4 ) % I+
(« y » l
B
30 9 S%
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Con base en las producciones realizadas, T solicita a los equipos de trabajo
que se conformaron en el grupo, que realicen explicaciones de sus propuestas.
En los extractos 2 y 3, se aprecian dos ejemplos de respuestas de los
estudiantes.

[1] E1: dibujamos el resorte, que estd un poco estirado porque tiene un peso de 50
gramos, hasta abajo. Pero no solo baja, sino que también se puede digamos que
mover de un lado al otro <hace referencia la figura 3(c) y sefiala los paréntesis de los
lados> asi que si es pesado no solamente para abajo... el resorte, al punto de estirarse
fambién puede <mueve la mano a los lados, de izquierda a derecha no solo de abajo
para arriba, para ejemplificar que el movimiento del resorte también podria presentar
esa caracteristica>... una vibracion...

Extracto 2. Respuesta de un miembro del equipo que realizé el dibujo 3(c)

[1] E2: como su peso es de 50 gramos.. y al poner el peso baja y sube <cuando dice
esto senala las flechas que aparecen en el dibujo y mueve la mano de “arriba hacia
abajo™

[2] E3: rebota...

[3] E1: rebota como pelota... <realiza un gesto de arriba hacia abajo>.. y no estd
estable...

[4] T: équé significa que no esta estable?

[5] E1: pues que no se queda quieto..

Extracto 3. Respuesta de un miembro del equipo que realizo el dibujo 3(a)

Un elemento a resaltar es que la aparicion de estos dibujos iconicos y el discur-
so de los participantes iba acompanado de gesticulaciones, es decir, de gestos
gue ocurren en asociacion con el discurso (Kendon, 1987 citado por Vergel,
2015) como por ejemplo uno que hemos denominado la ‘mano vertical” (extrac-
to 2); gesticulacion que aparece en conjuncién con el comportamiento y con
frases como “sube y baja’, “de arriba hacia abajo’, etc. En la siguiente secuencia
de imagenes de la figura 4 que a continuacion presentamos, se brinda eviden-

cia de la gesticulacion de la mano vertical:
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Figura 4. Secuencia de la “mano vertical” para explicar el movimiento del resorte

Como se puede observar en la secuencia de imagenes de la figura 4, el interés
del estudiante es explicarle a T que el movimiento del resorte sera “subiry bajar”.
Este gesto acompanado del extracto 3, conforman una unidad funcional que
permite explicar el comportamiento del movimiento del resorte segun la situacion
planteada a los estudiantes.

Otro ejemplo de producciones de los participantes incluia una secuencia
temporal de lo que observaban, tal y como se puede apreciar en la figura 3(d).
Ademas, este dibujo era acompanado de comentarios como ‘dibtjale antes y
después..” expresado por los estudiantes para referirse a instantes del fenémeno:
cuando no tiene peso y después de colocar la pesa (ver figura 5).

Figura 5. Secuencias Temporales: resorte “con peso’ y resorte “sin peso”

A partir de estas clases de ejemplos en este momento de la situacion, notamos
como las producciones de los estudiantes poseen convenciones sociales y
culturales asociadas. Este tipo de convenciones y el tipo de respuestas basados
en dibujos iconicos y en elementos del discurso, ya se reportaron en otras
investigaciones (ver por ejemplo Sherin, 2000, DiSessa, Hammer & Sherin,
1991). Por ejemplo, una convencién que los estudiantes utilizan es que ellos
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crean un dibujo para recrear una historia que estan intentando contar (figura
3), pero ademas se apegan lo mas posible a ella, sin tomar en consideracion
e incluir aspectos que “no ocurren o nunca ocurrieron” (Nemirovsky, Tierney &
Tracy, 1998). Aunado a todo lo anterior, también se encuentra la relacion entre
gesto-discurso-dibujo (figura 4) para indicar con todo el cuerpo algo relativo
a la direccion del movimiento, de manera que se conforma una unidad fun-
cional que da cuenta del fenémeno.

Ahora bien y de acuerdo a el modelo de resignificacion del uso de la
grafica hay que tomar una posicion importante. El hecho de que no “apare-
ciera" una grafica cartesiana como configuraciéon para referirse al movimien-
to, no significa que no hayan usos de la grafica, puesto que se presentan
formas culturales de saberes conformados histérica, cultural y socialmente
en esferas de la actividad humana. Las producciones de los estudiantes
contienen una carga cultural y social asociada a convenciones para referirse
al movimiento, donde la grafica cartesiana, que es una manera mas para
referirse a dicho movimiento, pero no la uUnica, de lo cual resultan otros
patrones de ajuste validos y funcionales para los estudiantes, ademas de
que son suficientes para realizar la tarea a la que se enfrentan. De manera
que el funcionamiento (Fu-1) de las graficas en este momento de la situacién
era para indicar direccion y sentido del movimiento repetitivo, pero a través
de formular un patron de ajuste de tipo iconico, gestual o verbal (Fo-1), por
ejemplo mover la mano de “arriba hacia abajo” o utilizar flechas que indi-
caban si el resorte sube o baja. La argumentacion que los estudiantes ela-
boran de la grafica la basan en una herramienta que se ha denominado
Trayectoria, la cual se define como un patron de ajuste que hace referencia
a aquello que se mueve indicando la direccion del movimiento por medio
del lenguaje verbal, iconico o gestual. El uso de la trayectoria es una unidad
funcional cuya lectura, interpretacion y construccion que los estudiantes
utilizan es para referirse a lo observable, en si es un uso de la grafica, y
resignifica el espacio y el tiempo en un patrén de ajuste donde el tiempo se
incrusta en la distancia; por lo que no indica explicitamente variaciones ni
tendencias en el comportamiento. Es importante resaltar la postura de que
la trayectoria es un uso de la grafica y no una concepcion errénea de la
ultima, dada la postura socioepistemoldgica, donde se reconoce la validez
de todo tipo de saberes ya sean técnicos, cotidianos o cultos.

Ahora bien, a partir de este analisis del uso de la grafica en esta primera
tarea es que emerge una manera de entender la comportamientos asintéticos
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0 con tendencia del sistema en términos de como se usa la grafica, es decir,
la trayectoria permite una configuracion de algo que permanece sin cambios,
debido al tipo de patrones de ajuste que elaboran. Es por ello, que este primer
uso de la grafica detectado se le denomina: orientacion del movimiento
(Uso-1).

4.2. EL ABANDONO DE LA TRAYECTORIA Y LA APARICION DE LA CURVA

Posteriormente a la tarea inicial, T cuestiona a los estudiantes sobre si el
resorte se detiene o no durante su movimiento, con la intencién de movilizar
las producciones y los argumentos de los estudiantes hacia funcionamientos
y formas que hagan emerger explicitamente el comportamiento particular del
sistema. En sintesis, consideramos que argumentos como tendencia y variacion
permiten resignificar a la orientacién del movimiento hacia otras formas y
funcionamientos de las graficas. De esta manera se problematizan los patrones
de ajuste anteriormente propuestos por los estudiantes. Algunas respuestas
de los estudiantes ante la Tarea 2 y la Tarea 3 de la SMM se encuentran en
el siguiente extracto:

[1]1 T: E1, tu dijiste que si se detiene <refiriéndose al resorte con la pesa>... dpor qué
piensas que se detiene?

[2] E1: porque si se detiene, porque llega a un cierto tiempo en que...

[3] E2: pierde fuerza...

[4] E1: gjd.. la fuerza se empieza a hacer mds pequena, mds pequena, mds pequena,
mds pequena, hasta que ya.. <Mientras E1 explica, realiza un movimiento vertical
con la mano pero reduciéndolo cada vez mas mientras realiza su explicacién, como
haciendo que el tiempo “avance”. (Ver secuencia de imagenes en figura 6).

[5] T: a ver.. E3 dice que no se detiene <refiriéndose al resorte con la pesa>, épor
qué no se detiene?

[6] E3: porque tiene mucho peso, no se va a detener.. va a sequir.. <se hace refe-
rencia a la fuerza de gravedad que siempre jala para abajo>
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Extracto 4. éEl resorte se detiene?

Figura 6. El resorte se detiene: la “mano vertical” se modifica

L] & l'_:’

Como podemos observar, la problematizacién de los patrones de ajuste consis-
tia en poner en discusion las argumentaciones iniciales. Especificamente al
hacer referencia a la tendencia, a la variacion y a aspectos globales del com-
portamiento, o sobre como serd el dibujo del movimiento del resorte después de
pasados ciertos minutos; o cuando se les solicitaba que reflexionaran sobre
cuando el resorte iba rapido o lento de acuerdo a la propuesta de dibujo que
realizaron. Las respuestas de los participantes se inclinan mas hacia la necesi-
dad de completar con informacion escrita y anotaciones en sus producciones;
como incluir a un lado del dibujo la frase “muy rapido’, o la palabra “lento’, etc.
Esta propuesta también aparece en otras experiencias con otros estudiantes
donde muchos dibujos eran complementados con informacién necesaria para
aclarar lo que sucedia (ver por ejemplo: Zaldivar, 2015; Zaldivar y Cordero, 2012,
Briceno y Cordero, 2012).

Posterior a estos cuestionamientos y con la intencion de una busqueda de
consensos con los estudiantes, se decide emplear un sensor de movimiento y el
emulador de la calculadora graficadora TI-Nspire CX como un medio que permite
la aparicion de un patron de ajuste distinto al que los participantes emplearon
inicialmente. Durante la implementacion de la situacion, se decide introducir la
tecnologia a partir de un ejemplo distinto al planteado inicialmente. Para ello se
usa un caso presentado en Bricefio y Cordero (2012) de una persona que camina
frente al sensor de movimiento en linea recta y se aleja y regresa al punto de
partida (figura 7).
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Figura 7. Situacion de movimiento propuesta

Se permite que los estudiantes realicen algunos movimientos frente al sensor
con la intencion de que se familiaricen con el ambiente tecnoldgico y con el
funcionamiento del sensor. Los estudiantes ademas eligen la manera en la cual
se mueven frente al sensor: rapido, lento, etc. Al realizar esta experiencia, los
estudiantes visualizan graficas como la siguiente (figura 8):

Figura 8. La grafica con el sensor de movimiento

Las preguntas de T durante este momento de la implementacion tienen que ver
con donde estaba ubicado fisicamente el participante en puntos especificos de
la grafica: en el inicio, en el valor maximo y en qué momento regreso. La inten-
cion de este momento es empezar a reflexionar sobre un punto de referencia.
Durante el caso de la implementacion que presentamos en el presente arti-
culo, T no realiza la simulacion con el resorte, sino que les solicita a los estu-
diantes que con base en el funcionamiento del sensor que acaban de
experimentar, propusieran cémo seria la grdfica del movimiento del resorte si se
usara el sensor (Tarea 4). En este momento, con ayuda de los casos anteriores
sobre el movimiento de una persona se esperaba que los estudiantes con ayuda
de la tecnologia identificaran un punto de referencia menos artificial anclado al
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origen fenomenologico de la situacion de modelacion. Para ello, T aclara la
manera en la cual ubicarad el sensor de movimiento en el sistema fisico del
resorte (ver figura 9).

Figura 9. Ubicacion del punto de referencia del sensor en el sistema fisico del resorte

Sensor de movimiento

Desde este andlisis de los usos de las graficas el “‘abandono” de la trayectoria
como patron de ajuste surge entonces cuando la situacion exige un analisis de
la estructura interna del sistema a modelar, pero en términos de problematizar
explicitamente lo variacional y la tendencia del comportamiento del sistema. Esto
implica complejizar el patrén de ajuste basado en trayectorias con apoyo de la
tecnologia.

Consideramos que los argumentos de variacion, tendencia y la ubicacion de
un punto de referencia provocan, de manera sistémica, una resignificacion del
uso de la grafica a partir del momento 1. Asi mismo, el ingreso de la tecnologia
permitio discutir sobre el origen fenomenoldgico y el cartesiano y sus relaciones,
como puntos de referencia necesarios. De esta manera indicar direccién y sentido
parece ser insuficiente pero también necesario para explicitar elementos varia-
cionales y tendenciales; puesto que se encuentran en la base de las justifica-
ciones funcionales.

Entre las propuestas que los estudiantes elaboran con respecto a la grafica
del movimiento del resorte, se observan los siguientes ejemplos (figura 10):
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Figura 10. Produccion del equipo 3
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La explicacién que realiza un miembro del equipo sobre la grafica anterior
(figura 10) es la siguiente:

[11 E1: es una grdfica como tipo de ondas senoidal (sic)... pero aqui es el punto donde
el resorte estd quieto y se le aplica lo que es una fuerza de 50 gramos y aqui des-
ciende.. aqui sube y aqui se queda quieto <muestra el corte con el eje de las X>...
no.. ‘pera.. Aqui baja, sube, se queda quieto, sube... vuelve a bajar.. y asi hasta que
queda estable...

[2] T: y esa recta significa qué... <se refiere a la ultima parte de la grafica>

[3] E1: que se quedo estable.. <realiza un gesto con la mano de forma horizontal
(ver elemento encerrado en la figura 10)>

Extracto 5. Explicacion de la grdfica del equipo 3

Como podemos apreciar en el extracto anterior, aun cuando el funcionamiento
del sensor de movimiento ya se discutio, el punto de referencia establecido como
el origen cartesiano no tiene un significado claro, es decir, no se lee como tal,
puesto que la curva “corta” al eje horizontal y no se ubica unicamente en el
primer cuadrante. De manera que dibujar ejes a manera de representar ejes
cartesianos, no implica una lectura funcional entre las variables de correspon-
dencia entre las mismas.

Otro ejemplo es realizado por el equipo 5:
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Figura 11. Produccion del equipo 5

EQuIPO §

El resorte “baja” y “sube”

Explicacion de la produccion del equipo 5 con base en la figura 8:

[1] E4: bueno aqui estamos en nuestra grdfica considerando distancia sobre el
tiempo <se refiere a los ejes>.. entonces, lo que hace aqui es.. no consideramos
numeros negativos ni el cuarto cuadrante.. Lo que empieza a hacer el resorte al
insertar la pesa es.. luego luego al instante deja caer la fuerza.. y aqui al caer la
fuerza va a volver a subir <zona sefalada en la figura 11>.. va a tener un regreso,
asi conforme va pasando el tiempo va haciendo la misma... el mismo recorrido y la
misma onda, pero mientras mds tiempo pasa esta onda va disminuyendo ya que
hay un momento en el que va a llegar <con la mano recorre la grafica sobre ella'y
con un dedo> a ser estdtica.

Extracto 6. Explicacion de la grdfica del equipo 5

A la luz de nuestro analisis, las producciones de los estudiantes tienen mas
referencias a un comportamiento asintético de manera mas explicita. Consi-
deramos que este comportamiento se reconoce asociado a la tendencia que
presenta el fendmeno, que se expresa en las “curvas’ suaves y en las partes
de la “curva’. Este significado surge cuando la grafica se usa para analizar la
estructura interna del sistema (Fu-2) y expresar globalidad, variacion y en
ocasiones tendencia a través de un nuevo patron de ajuste que denominamos
Curva (Fo-2), que es un patrén de ajuste que se lee globalmente e integra
elementos tendenciales, mas complejos que los que la trayectoria permite
analizar. En sinstesis, la curva se convierte en la nueva unidad funcional que
expresan los estudiantes. Es importante notar que las referencias al discurso
inicial de los estudiantes cuando mencionaban que el resorte “sube-baja’,
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‘rebota”, etc, en este nuevo uso de la grafica, aparecen mas incrustadas en
justificaciones con respecto al sistema y su comportamiento. Sin embargo, la
lectura, interpretacion y construccién que hacen de la grafica no parece aun
contar con las convenciones sociales propias de las graficas cartesianas, que
incluye elementos como escalas, unidades de las variables, ubicacion de puntos
ordenados (xy) de coordenadas, y un analisis local de éstos.

Consideramos con base en el andlisis de estos casos que las trayectorias
como patron de ajuste no se eliminan del “todo” del uso de la grafica; la resig-
nificacion es progresiva y se esta ante elementos que permiten la emergencia
del sistema cartesiano, lo cual se logra con la integracion de la variacion y la
tendencia al uso de la grafica. Sin embargo, los estudiantes no lo logran por
completo, ya que existen errores como la ubicacion del origen y el uso del espa-
cio de los cuadrantes y los signos que pueden tomar las variables.

En este uso de la grafica, el analisis de la estructura del sistema (Uso-2) que se
discutio anteriormente, se aprecia una necesidad por parte de los estudiantes de
“dividir" a sus producciones: ‘cuando se mueve’, ‘cuando empieza a detenerse’,
‘cuando se detiene’. Pero mas aun, no existe una necesidad de expresar todo el
recorrido, sino su intencion es solo dar una idea general del comportamiento de
manera global y anticipar como serd la forma de la grafica, que era expresado a
través de una linea recta al final de las curvas (ver extracto 7). Tampoco existe un
senalamiento claro al punto de referencia, sino indicios. Este uso de la grafica, sin
embargo, ya integra elementos de variacion y tendencia.

[11T: équé pasaria en tu grdfica si yo dejara el sensor durante 10 minutos? <se refiere
a la posibilidad de estar tomando datos del resorte durante ese tiempo>

[2] E1: mmm, pues en algtin punto se tendria que detener..

3] T: écémo va a ser la grdfica?

[4] E1: pues como esta.. va a ser una linea recta <con la mano dibuja una recta
horizontal>

Extracto 7. La linea recta como patrén de ajuste para indicar el
comportamiento asintético del sistema

Posterior a la discusion de las propuestas de todos los equipos, T propone el uso
de la tecnologia para comprobar las hipdtesis de los equipos y confrontar algu-
nas de las producciones. Algunas de las graficas cartesianas que obtiene con
ayuda del sensor se encuentran en la figura 12:
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Figura 12. Ejemplos de graficas obtenidas con el sensor
y la calculadora del movimiento del resorte
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Por ultimo y para continuar con la reflexion del comportamiento asintotico del
sistema, T propone una grafica y cuestiona a los estudiantes sobre si esa grafi-
ca podria representar el movimiento de un resorte y bajo qué condiciones. En
este momento de la situacion se pretende que los estudiantes reflexionen sobre
diferentes tipos de amortiguamiento del sistema masa-resorte: amortiguado,
sub-amortiguado, criticamente amortiguado (Zill, 1997).

5. COMENTARIOS FINALES

La pregunta que le da nombre al presente articulo implica un reto en la inves-
tigacion en Matematica Educativa. Implica por un lado, considerar a los estu-
diantes ya no como sujetos Unicamente cognoscentes, sino como individuos con
sentimientos, ideas, y participes de su propio proceso de aprendizaje de las
matematicas. Pero por otro lado, la pregunta implica reflexionar sobre la nocion
de aula y encontrar, con base en la investigacion, otros marcos de referencia
donde el conocimiento matematico se resignifica y adquiere significacion en el
uso intencional de herramientas matematicas. Mas aun, esos otros marcos de
referencia, deben ser tales que permitan un rediseno del dME desde el analisis
de los conocimientos de los estudiantes en términos y de su aporte.

El considerar el uso de la grafica permitio no acentuar la reflexion Unica-
mente en el concepto de funcion, sino ampliar esa vision e inclusive prescindir,
gracias a la modelacion-graficacion, de referencias a ecuaciones. Pero ademas,
el analisis deja ver que la grafica cartesiana también subordina en el dME otras

236 EDUCACION MATEMATICA, VOL. 31, NUM. 2, AGOSTO DE 2019



¢Qué podemos aprender de nuestros estudiantes? Reflexiones en torno al uso de las graficas

resignificaciones y unidades funcionales de la grafica, como son las trayectorias
y las curvas de comportamiento, que compondrian formas culturales de saberes
a las que también los estudiantes hacen referencias al enfrentarse a situaciones
de movimiento relativo.

En sintesis, el analisis permite ver que la busqueda de la permanencia (bus-
queda de invariantes) en las cosas que varian es parte de la actividad humana
relativa a una significacion del movimiento relativo, dada la situacion especifica
(Zaldivar, 2014). Sin embargo, esta funcion podria considerarse opaca en el dME.
De manera que las argumentaciones iniciales del comportamiento con tendencia
basada en trayectorias, aparecian porque existia, a través de la tarea, una nece-
sidad intencional de buscar la permanencia en el cambio, y un patrén de ajuste
lo encuentra en las trayectorias (figura 13).

Al acentuar el analisis en los funcionamientos y formas del uso de las gra-
ficas se deja evidencia de aquello que subyace en la lectura e interpretacion de
las graficas, y el porqué los participantes producian el tipo de respuestas, pero
también cémo es posible producir resignificaciones progresivas hacia integrar
mas elementos y complejizar patrones de ajuste iniciales (ver figura 13). Tal
funcién la tuvieron los argumentos variacionales y tendenciales que la situacion
provocaba.

Figura 13. Marco de Referencia de los usos de las graficas en la SMM
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Se considera que el comportamiento asintético deviene entonces de la resig-
nificacion del comportamiento tendencial visto como permanencia y constituye
un elemento de funcionalidad que se derivo de la orientacion y del cambio de
estructuras y patrones, por medio de la variacion y el reconocimiento de un punto
de referencia.

Por ultimo, se requiere el desarrollo de mas investigaciones que permitan
dejar ver otros marcos de referencia donde el conocimiento matematico se
resignifique y que permitan la aparicion y habilitacion de una matematica fun-
cional en el sistema didactico. Sin embargo, también esto Ultimo precisa de
escenarios escolares ad hoc a los avances actuales y que se tensen elementos
como los que esta investigacion problematizo: el uso del conocimiento matema-
tico por sobre lo utilitario de la matematica escolar.
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Cambio de actitud hacia el aprendizaje
de las matematicas: el caso de Frida

Change of attitude toward mathematics learning: The case
of Frida

Alejandro Coca Santillana!
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Resumen: El objetivo de esta investigacion es analizar el cambio de actitud
(de negativa a positiva) hacia el aprendizaje de las matematicas experimentado
por Frida, una estudiante de bachillerato. El analisis se hizo con el marco teérico
de la estructura cognitiva de las emociones. Este establece que las emociones
son causadas por la interpretacion que la persona realiza sobre las consecuen-
cias que, para sus metas, normas y actitudes, representan los acontecimientos,
la actuacion de otras personasy su relacion con las cosas, respectivamente. El
cambio de actitud se analizd por medio del reporte de las experiencias emo-
cionales que Frida experimentd a través de un ano escolar, en el que ella asistié
a dos cursos de matematicas y a clases de asesorias personalizadas. Los
resultados indican que el cambio de actitud se inici6 cuando sus reacciones
no fueron en el sentido sugerido por la teorfa para emociones de la misma
valencia (con base en metas, en normas y en actitudes), sino en sentido opuesto;
es decir, Frida, durante los cursos de asesoria, comenzd a desestructurar una
actitud negativa hacia las matematicas, debido a nuevas evaluaciones sobre
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agentes y eventos basadas en sus normas y metas personales. Al final del
articulo, se hacen algunas recomendaciones para la ensefanza.

Palabras clave: experiencias emocionales, cambio de actitud, estudio de caso,
estructura cognitiva de las emociones

Abstract: The aim of this research is to analyze the change in attitude (from
negative to positive) to the learning of mathematics experienced by Frida, a
high school student The analysis was based on the theoretical framework of
the cognitive structure of emotions. It states that emotions are caused by the
person’s interpretation of the consequences for their goals, norms and attitudes
of events, other people’s actions and their relationship to objects, respectively.
The change in attitude was analyzed by means of the report of Frida's emotional
experiences throughout a school year, in which she attended two math courses
and one-on-one counseling classes. The results indicate that the change in
attitude began when her reactions were not in the sense suggested by the
theory for emotions of the same valence (based on goals, norms and attitudes),
but in the opposite sense. That is, Frida, during the counseling courses, began
to de-structure a negative attitude toward learning mathematics due to new
evaluations of agents and events based on her personal norms and goals. The
paper ends with some recommendations for teaching.

Keywords: emotional experiences, attitude change, case study, cognitive struc-
ture of emotions

INTRODUCCION

En su revision del estado del arte del dominio afectivo en la ensefanza y el
aprendizaje de las matematicas, McLeod (1992) clasifico, en tres conceptos, los
estudios correspondientes al ambito afectivo: creencias, actitudes y emociones.
La diferencia entre estos conceptos radica en los grados de estabilidad e inten-
sidad con los que se presentan en los individuos; siendo las creencias las mas
estables y menos intensas y, por el contrario, las emociones, las mas intensas y
menos estables. Entre las creencias y las emociones se encuentran las actitudes.
Revisiones posteriores a las de MclLeod sobre el campo afectivo agregaron un
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cuarto concepto: los valores (De Bellis & Goldin, 2006). Aun cuando las investi-
gaciones en educacién matematica han centrado su atencion en estudiar las
creencias vy las actitudes de los estudiantes sobre, respectivamente, la forma de
concebir las matematicas y sus disposiciones ante la clase de matematicas (Zan,
Brown, Evans & Hannula, 2006), los reportes sobre el proceso emocional de los
estudiantes en el momento de resolver problemas de matematicas no rutinarios
han aportado interesantes resultados (Mandler, 1989a, 1989b; MclLeod, 1989).
Por ejemplo, en su estudio, Op T Eynde, De Corte y Verschaffel (2006) encuentran
que los estudiantes experimentan molestia, frustracion, enfado, ansiedad, alivio
y felicidad en diferentes etapas de la resolucion de problemas. En el proceso de
solucionar un problema, los estudiantes también experimentan estrés y frustra-
cion, sobre todo cuando sus intentos de solucion se agotan; pero, una vez
superado este bloqueo, los estudiantes experimentan emociones positivas como
alegria o satisfaccion (Goldin, 2000). En cuanto a las actitudes hacia el apren-
dizaje de las matematicas, se han realizado estudios sobre aspectos de género
(Fennema, 1979), relaciones entre actitud y rendimiento (Gémez-Chacon, 2009)
y estudios sobre la actitud hacia las matematicas como predictor del comporta-
miento (Ledery Forgasz, 1997). Un campo interesante y fértil de investigacion lo
representa la relacion entre dos tipos de constructos afectivos como las actitudes
y las emociones, ligados por la tesis de que la repeticion de emociones puede
ser la base para fijar las actitudes (MclLeod, 1992; Hannula, 2012), lo cual con-
vierte a las emociones en un concepto fundamental para el estudio de la inte-
raccion del aspecto afectivo y los procesos cognitivos (Zan, Brown, Evans &
Hannula, 2006). Entre los estudios que abordan el cambio de actitud hacia el
aprendizaje de las matematicas y las emociones destaca el modelo tridimensio-
nal propuesto por Di Martino y Zan (2010, 2014). En ¢l, los alumnos describen,
por medio de narraciones, su relacion con las matematicas en su trayectoria
escolar. Estos investigadores destacan que algunos factores importantes para
generar en el estudiante un perfil de actitud hacia las matematicas son: su
disposicion emocional, su vision de las matematicas y qué tan competentes los
estudiantes se perciben a si mismos para el aprendizaje. Aunque en este modelo
y otros semejantes (Op T Eynde & Hannula, 2006; Zan & Di Martino, 2007; Han-
nula, 2003) se aborda el aspecto emocional, no son las emociones el centro de
la explicacion para entender el cambio de actitud hacia el aprendizaje de las
matematicas, sino un conjunto formado por emociones, expectativas hacia el
aprendizaje de las matematicas y valores (Hannula, 2002).
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Di Martino y Zan (2011) sugieren que la Estructura Cognitiva de las Emocio-
nes (OCC) (Ortony, Clore & Collins, 1988) es una teoria adecuada para el estudio
de las emociones que experimentan los estudiantes en actividades matematicas
rutinarias. Un ejemplo del uso de esta teoria se encuentra en la investigacion
de Martinez-Sierra y Garcia-Gonzalez (2014), quienes realizaron un estudio sobre
experiencias emocionales narradas por estudiantes de bachillerato. Otros autores,
aunque no han visto concretada, de forma amplia, la teoria OCC en el ambito
de las matematicas, piensan que sus aportaciones podrian “ser de gran ayuda,
particularmente en la determinacion de cémo las respuestas emocionales mas
tempranas pueden ser posteriormente fuente de actitudes hacia las matemati-
cas..” (Gomez-Chacon, 2000; 37). Con base en la teoria OCC y, tomando en
cuenta el estudio de Martinez-Sierra y Garcia-Gonzalez (2014), en la presente
investigacion se estudia un cambio de actitud hacia el aprendizaje de las mate-
maticas mediante el estudio de las emociones de una estudiante de bachillerato,
Frida (pseudonimo), experimentadas en dos situaciones contrastantes para ella:
antes y después de haber aprobado dos cursos de matematicas.

La pregunta de investigacion que guio este estudio fue: écdmo, a partir de
sus expresiones emocionales, Frida generd un cambio de actitud hacia el apren-
dizaje de las matematicas? En la siguiente seccion se detallan los principales
conceptos de la teorfa OCC, utilizados para responder esta pregunta.

MARCO TEORICO

La teoria OCC (Ortony et al, 1988) argumenta que la causa de las emociones
radica en la evaluacion que hace la persona de las repercusiones que sobre sus
metas, normas o actitudes tienen los acontecimientos, la actuacién de otras
personas o las cosas mismas. Esta teoria no centra su atenciéon en definir con
precision las palabras que denotan las emociones, sino en caracterizar las dife-
rencias entre los distintos tipos de emociones. Seguin Ortony et al, (1988), “el
analisis de las emociones no debe considerarse una teoria acerca de las pala-
bras que se refieren a emociones’ (p. 18). Con la teoria OCC se pretende carac-
terizar las diferencias entre los distintos tipos de emociones, segun las diferentes
clases de cogniciones que las generan.

En la teoria OCC, las emociones son reacciones con valencia ante tres aspec-
tos basicos: acontecimientos, agentes y objetos. A partir de estos tres grupos se
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establece la estructura general, compuesta por 22 emociones generadas por sus
respectivas evaluaciones (Figura 1).

Figura 1. Estructura global de los tipos de emocion
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Fuente: Ortony et al. (1988)

Las reacciones con valencia ante acontecimientos se dividen en dos tipos,
dependiendo de si la persona que experimenta la emocion esta reaccionando
ante las consecuencias de acontecimientos que le afectan a ella (consecuen-
cias para uno mismo) o bien que afectan a otras personas (consecuencias
para otros). La rama de consecuencias para uno mismo se divide en previsio-
nes significativas sobre lo que se espera de un evento (esperanza ante lo que
se espera de un evento deseable, o miedo ante lo que se espera de un evento
indeseable) y previsiones no significativas que generan las emociones de
bienestar (jubilo y congoja). A su vez, las previsiones significativas, al confirmar
0 no lo que se esperaba, generan emociones como alivio (agrado ante la no
confirmacion de un evento que se esperaba desagradable), decepcion
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(desagrado ante la no confirmacion de un evento que se esperaba agradable),
satisfaccion (agrado ante la confirmacion de que ha sucedido un evento
agradable) o temores confirmados (desagrado ante la confirmacion de que ha
sucedido un evento desagradable). Con respecto a la rama de consecuencias
para otros, si son deseables, se puede estar contento por ello (agrado ante un
evento agradable para otros) o resentido (desagrado ante un evento agradable
para otros) y si son indeseables se puede estar alegre del mal ajeno (agrado
ante un evento desagradable para otros) o sentir compasion (desagrado ante
un evento desagradable para otros). El sequndo conjunto principal de emo-
ciones corresponde a reacciones con valencia ante agentes. Pero debe resal-
tarse que el concepto de agente no se limita a seres vivos, sino a aquello que
la persona percibe como causante de algo que le afecta, sea una persona,
una institucion o una cosa. Este conjunto de emociones se divide en dos
ramas, dependiendo de si uno mismo se percibe como el causante del evento
(uno mismo como agente) o bien otras personas. Si es uno mismo el agente,
las emociones que pueden surgir son orgullo (aprobacion de una accion
plausible de uno mismo) o vergiienza (desaprobacién de una accién censu-
rable de uno mismo); y si los agentes son otros, pueden generar emociones
como la admiracion (aprobacion de una accion plausible de otro) o el reproche
(desaprobacion de una accién censurable de otro). Existe también una rama
generada por la ocurrencia simultdnea de consecuencias de acontecimientos
asignados fuertemente a un agente (compuestos bienestar-atribucion) que
pueden generar emociones como complacencia (aprobacion de una accion
plausible de uno mismo + contento por un acontecimiento deseable), remor-
dimiento (desaprobacién de una accion censurable de uno mismo + disgusto
por un acontecimiento indeseable), ira (desaprobacion de una accién censu-
rable de otro + disgusto por un acontecimiento indeseable) o gratitud (apro-
bacion de una accion plausible de otro + contento por un acontecimiento
deseable). El tercer conjunto principal de emociones corresponde a la atraccion
o0 repulsion que nos generan agrado o desagrado ante los objetos o sus pro-
piedades, sin embargo, debe apuntarse que las reacciones ante objetos no
necesariamente deben limitarse a los objetos como tales sino también a per-
sonas, instituciones o conceptos tratados como tales.

Es importante resaltar que en la teoria OCC la evaluacion de los aconteci-
mientos que generan la emocion se realiza a partir de las metas a las que una
persona aspira. Asimismo, la evaluacion de las acciones de los agentes se realiza
de acuerdo con las normas consideradas validas por la persona que aprueba o
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desaprueba lo que alguien ha hecho; finalmente, las emociones de atraccion
o repulsion respecto a los objetos (o aspectos de ellos) estan sustentadas en
evaluaciones que la persona realiza basada en sus actitudes. Asi, las metas,
normas y actitudes conforman el perfil basico sobre el cual cada persona
realiza su estructura de valoracion y determinan la intensidad de las emocio-
nes; es decir, la reaccion ante un acontecimiento depende de qué tan deseable
es la consecucion de una meta obstruida o facilitada por dicho acontecimiento;
de forma semejante, la plausibilidad o no de la actuaciéon de una persona se
rige por las normas que la persona acepta como validas, y asimismo, la capa-
cidad de atraer de un “objeto” se genera con base en las actitudes. Para evitar
confusiones con las diferentes definiciones que existen sobre metas, normas
v actitudes, en la Tabla 1 se presenta la explicacién de la teoria OCC sobre
cada uno de estos tres conceptos.

Tabla 1. Estructura de valoracion de las emociones

Emociones Variable central Valoracion basada en Metas, Normas y/o Actitudes
basadas en
Acontecimientos  Deseabilidad Metas: ‘Resultado de procesos deductivos basados en aspi-

raciones abstractas de alto nivel y en consideraciones loca-
les relativamente especificas’ (Ortony et al, 1988, p. 43).

Agentes Plausibilidad Normas: ‘Tipo de pautas a las que apelan las personas or-
dinariamente cuando explican por qué aprueban o desa-
prueban lo que alguien estd haciendo o ha hecho” (Ortony
et al, 1988, p. 55).

Objetos Capacidad de Actitudes: "Agrado o desagrado disposicional que uno tiene
atraer hacia ciertos objetos, o atributos de objetos, sin referencia a
normas o metas’ (Ortony et al, 1988, p. 57).

Fuente: Elaboracion propia, basada en Ortony et al. (1988).

Vale destacar que, si bien la evaluacion ante objetos o las propiedades de éstos
no hace referencia a normas o metas sino a actitudes, estas ultimas se genera-
ron, al menos en parte, como resultado de la acumulacion, a través del tiempo,
de experiencias emocionales de la misma valencia ante acontecimientos y agen-
tes. Seguin Ortony et al. (1988), puede presentarse una direccion en la cual se
justifican de manera logica las experiencias emocionales: primero se evalua la
afectacion a las metas de la persona; después se evalua la actuacion de los
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agentes segun las normas de la persona vy, finalmente, se generan emociones
de atraccion o rechazo, basadas en actitudes que sobre los “objetos” (o sus
propiedades) la persona directa (experiencia adquirida) o indirectamente (influen-
cias innatas y culturales) se ha formado. Asi, para explicar el inicio de un cambio
de actitud en la persona, se propone recorrer esta direcciéon (metas-normas-ac-
titudes) en sentido contrario (actitudes-normas-metas). Es el andlisis de esta
ultima direccion la que se reporta en este estudio.

METODOLOGIA

En esta seccion se presenta el contexto en el cual se realizo la investigacion,
sequido de una descripcion de la estudiante Frida (15 anos) y, finalmente, los
métodos cualitativos usados en la recoleccion de los datos.

CONTEXTO DE LA INVESTIGACION

La metodologia de esta investigacion fue cualitativa, en su modalidad de estudio
de caso. Una de las ventajas que ofrecen los estudios de caso es la de propor-
cionar “un ejemplo unico de personas reales en situaciones reales, permitiendo
a los lectores comprender ideas mas claramente que simplemente representarlas
con teorfas y principios abstractos” (Cohen, Manion & Morrison, 2007, p. 253).
De los cinco métodos cualitativos de estudio de caso (observacion, entrevista,
trabajo etnografico, analisis del discurso y analisis del texto), identificados por
Travers (2001), consideramos que la entrevista y el analisis del discurso propor-
cionarfan la informacion dtil para estudiar el cambio de actitud de Frida hacia
el aprendizaje. El motivo principal de elegir la entrevista se debid a que con ella
podiamos conocer las emociones diarias de Frida, quien asistia, dentro de su
plantel escolar, reqularmente a asesorias de matematicas (ver la seccion “Frida:
la participante de este estudio”). De esta forma, las respuestas obtenidas de las
entrevistas fueron grabadas y, una vez transcritas, analizadas con base en los
principios de la teoria OCC.

Antes de describir la situacion escolar de Frida en el momento de la toma
de datos, explicamos las diferentes opciones que ofrece el reglamento de su
escuela para que ella (y cualquier estudiante) aprueben los cursos de sus planes
de estudio.
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En la escuela de Frida la calificaciéon minima aprobatoria de cada curso es
6 (en una escala de 0 a 10). La primera opcién de aprobacion corresponde al
periodo de seis meses que dura el curso (curso ordinario). La calificacion final
se obtiene del promedio de tres calificaciones parciales. Si la estudiante no
aprueba el curso en esta opcion, debe presentar, al final de ese semestre, un
examen extraordinario (EO). Si la estudiante no aprueba el EO, puede presentar
Examenes a Titulo de Suficiencia (ETS), los cuales se ofertan en cuatro periodos,
repartidos durante un ano. Si la estudiante, o bien no aprueba uno o dos de esos
ETS, o bien decide no presentarlos, puede aprobar el curso por medio de una
opcion mas, sujeta a disposiciones administrativas (como la disponibilidad de
espacios y docentes). Esta cuarta opcion consiste en cursar nuevamente el curso
a contraturno. Sin embargo, esta opcién no impide que la estudiante pueda
presentar los ETS ofertados durante el semestre en que cursa nuevamente el
curso reprobado. Si la estudiante no aprueba el curso por segunda ocasion, ya
no podrd inscribirse al semestre siguiente y debe solicitar un permiso escolar
para seguir presentando ETS. Con este permiso, la estudiante no estd autorizada
a asistir a curso alguno. Si no logra obtener una calificacién aprobatoria en los
ETS autorizados por el permiso escolar, 1a estudiante debe dejar la escuela.

FRIDA: LA PARTICIPANTE DE ESTE ESTUDIO

Describamos ahora el caso de Frida. En agosto de 2013, Frida se inscribe al
primer semestre. El tinico curso de matematicas que debe tomar es el de Algebra
(Curso A). En diciembre de 2013 finalizo ese semestre y Frida reprobo el curso.
Presenta, sin éxito, un ETS. Decide entonces cursar nuevamente el Curso A. Lo
debe hacer en el turno vespertino (ella estaba inscrita en el turno matutino),
durante el periodo enero-junio de 2014. Simultaneamente, Frida cursa las mate-
rias del segundo semestre de su plan de estudios. Entre ellas, estd Geometria y
Trigonometria (Curso GT). Al final de este sequndo semestre, Frida no aprueba
ni el Curso A ni el Curso GT (de hecho, son los Unicos, de todos los que ha
cursado, que no logré aprobar). Decide presentar, nuevamente sin éxito, los ETS
de estos cursos. De esta forma, a principios de 2015, Frida quedd fuera de regla-
mento y solicitd el permiso escolar para poder presentar los ETS de los cursos A
y GT. Con la intencion de prepararse para los ETS, Frida decidio pedir asesoria a
dos profesoras de la academia de matematicas del cuerpo académico al que
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pertenece el primero de los autores de este articulo. Es en este periodo de ase-
sorfas en el que Frida acepto participar en este estudio longitudinal.

RECOLECCION DE DATOS

Los datos fueron recopilados por el primero de los autores de este articulo. El
propuso estudiar las emociones de Frida mientras ella asistia a las asesorias.
Aunque en un principio no sabiamos si Frida iba a asistir a las asesorias de
manera regular, estuvimos de acuerdo en tomar datos durante el tiempo que
éstas duraran. La forma de elaborar las entrevistas fue la siguiente: seis estruc-
turadas (numeradas del 1 al 6), elaboradas en papel; una semiestructurada
(entrevista 7), elaborada en papel; dos estructuradas, elaboradas por mensajes
enviados a Frida por la aplicacion de celular Whatsapp (entrevistas 8 y 9). El
periodo de entrevistas fue de un afio y ocho meses (febrero 2015-octubre de
2016). Todas las respuestas de Frida fueron transcritas. En el analisis, las palabras
que expresaban emociones fueron escritas en cursivas.

ANALISIS DE LOS DATOS

El anadlisis se divide en dos secciones. La primera se llama “‘Reacciones y emo-
ciones de Frida antes de aprobar los cursos A 'y GI”; la segunda, “Cambio de
actitud de Frida hacia el aprendizaje de las matematicas’. La organizacion del
andlisis tiene la intencion de mostrar como Frida experimentd un cambio de
actitud en relacion con su manera de aprender matematicas, antes y después
de las asesorias.

REACCIONES Y EMOCIONES DE FRIDA ANTES DE APROBAR LOS CURSOS A Y GT
Hemos dividido esta seccion en tres subsecciones: reacciones ante eventos con

emociones basadas en previsiones y de bienestar; reacciones ante los agentes
y emociones ante aspectos de los objetos.
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REACCIONES ANTE EVENTOS CON EMOCIONES BASADAS EN PREVISIONES
Y DE BIENESTAR

Para interpretar como Frida establece consciente o inconscientemente los crite-
rios para evaluar los acontecimientos, fue necesario establecer, con base en las
entrevistas, su estructura de metas. Segun la teorfa OCC, estas metas son el punto
de partida para elaborar una interpretacion de los acontecimientos. En la Figura
2 se muestran las metas de Frida. Los nodos de la parte superior representan
metas abstractas; es decir, intereses o aspiraciones generales de Frida. Conforme
se desciende en las metas, éstas son mas concretas o inmediatas. La direccion
de las flechas indica que la meta superior es afectada de alguna forma por la
meta de orden inferior. Por ejemplo, la consecucion de la meta “Terminar el
Bachillerato (Vocacional) y la carrera técnica en Mercadotecnia” permite abrir
paso a la meta “Cursar la carrera de Administracion”. Existen varios tipos de
enlace entre las metas, un enlace N significa que la meta inferior es necesaria
para poder acceder a la meta de orden superior; un enlace S significa que soélo
una de las opciones es necesaria para cumplir la meta. Por ejemplo, para aprobar
el curso A, es suficiente que Frida lo apruebe ya sea en examen ordinario, en
examen extraordinario, en uno de los ETS o en “Recursar la materia” (ver la
seccion Contexto de la investigacion). Pero si en ninguna de estas opciones
aprueba, su ultima opcion (Curso de preparacion y aprobacion en ETS) no es
suficiente, sino necesaria para lograr la meta ‘Terminar el Bachillerato (Vocacio-
nal) y la carrera técnica en Mercadotecnia”. Hay otro tipo de enlaces que facilitan
la consecuciéon de una meta, pero no la garantizan. Estos son los enlaces F que,
en el caso de Frida, se traducen en un cambio de estrategia para afrontar sus
cursos de matematicas (por ejemplo: cumplir con horarios de clase, con la entre-
ga de tareas y trabajos, etc). Finalmente, estan los enlaces | que pueden inhibir
la consecucion de una meta. En el caso de Frida, la meta “Formar una familia a
corto plazo” es inhibida por su desarrollo profesional.

Es importante resaltar que la estructura de metas es dinamica, pues cambia
seguin el camino recorrido por Frida para acreditar sus cursos de matematicas
y las estrategias que surgieron como consecuencia de los obstaculos encontra-
dos. Segun la teoria OCC, no todos los nodos son siempre explicitos. En el caso
de Frida, el nodo mas importante en sus respuestas fue la meta ‘“Terminar el
Bachillerato (Vocacional) y la carrera técnica en Mercadotecnia’. Es decir, el
acontecimiento de no aprobar sus cursos lo vefa como una amenaza directa a
esta meta y no lo hacia explicito a otras de mas alto nivel.
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Figura 2. Metas de Frida
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Fuente: Elaboracién propia basada en datos

Describamos ahora las emociones de esperanza (anticipacion, esperar, expecta-
cion, etc) y miedo (amedrentado, ansiedad, aprension, aterrorizado, nervioso,
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preocupado, etc) de Frida antes de aprobar los cursos Ay GT. Al preguntarle qué
sentia en el momento de presentar un examen de cualquiera de estos cursos,
Frida respondio:

Siento mucho miedo de que a pesar de tanto revisarlo no haya visto el error. Al dudar
me siento mal porque siento como si simplemente no supiera hacerlo, aunque antes
estuviera segura de que si. Siento mucha impaciencia por saber el resultado y
durante todo el tiempo en que estoy esperando ese resultado, pienso en absoluta-
mente todo en lo que me pude equivocar, pienso que tal vez se me pasé resolver
algo, o siento que, aunque estuve segura al [momento de] resolverlo, estaré mal en
muchas cosas. (Entrevista 8, p. 2)

En ocasiones, Frida sentia que fracasaba al no poder terminar los ejercicios:

Cuando no puedo resolver un problema me siento frustrada y no quiero continuar.
Siento que, aunque ya lo haya estudiado, no es suficiente y me doy por vencida muy
rapido. (Entrevista 1, p. 1)

Es innegable la relacion de las emociones de Frida con su inseguridad y con su
propia manera de interpretar la solucion de un problema: ésta debe ser correcta
y no debe tener errores.

Debido a la repeticion de eventos desfavorables que Frida habia experimen-
tado durante la presentacion de varios examenes, ella recurre a una estrategia
que combina la persistencia con cierta negacion de su realidad ante lo que ella
sabia que iba a ocurrir. Esta estrategia se devela en la siguiente respuesta:

Siempre me sentia triste porque yo sabfa que no habia contestado lo suficiente para
pasarlo [el examen]. Pero quién sabe por qué esperaba ansiosa la calificacion. No
sé por qué, pero siempre traté como de pensar que a lo mejor lo pasaba y yo sabien-
do que no habia contestado lo suficiente. (Entrevista 7, p. 12).

La respuesta anterior revela la creacién de una proteccion que le permitia a
Frida seqguir presentando examenes aun cuando su preparacion previa habia
sido deficiente. Puede observarse que Frida mostré emociones negativas debido
a la inseguridad ante la futura confrontacion de sus resultados. Todo lo redujo a
un resultado futuro correcto o incorrecto. En estas respuestas puede encontrarse
su propia concepcion de que el procedimiento de las matematicas debe ser
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rigido e, incluso, de que las matematicas son un conjunto de conocimientos y
procedimientos estandarizados y completos.

En cuanto a las emociones de satisfaccion (complacencia, cumplimiento de
las esperanzas, etc), temores confirmados (suceder lo que se temia), alivio (sen-
tirse aliviado, tranquilidad, etc) y decepcién (desesperanza, frustracion, etc), Frida,
al recordar sobre el resultado de un examen, aseguro: “..sentia mucho coraje...
porque traté de esforzarme lo mas que pude y al ver mis resultados me desanimé
mucho” (Entrevista 4, p.1).

También surgieron este tipo de emociones al resolver un problema en el
pizarron o en tomar en cuenta el tiempo de resolucion:

Sifallo frente a toda la clase siento que todos diran que no sé, aunque yo esté segura
de que sé. Debido a los nervios no podria resolverlo y me darfa por vencida. Si alguien
ya lo resolvié y me dice que esta mal me harfa sentir insequra. Es facil que pierda
la seguridad al hacerlo si otro es mas rapido y lo hace sin errores. Un profesor cali-
ficaba solo a los cinco primeros y yo me llevaba toda la clase y pensé que eran mas
agiles [que yo]. (Entrevista 3, p.4)

De las respuestas anteriores podemos destacar que, ademas de la emocion
negativa que significa un resultado incorrecto, Frida esta sujeta a una presion
adicional que intensifica sus emociones en funcion del tiempo que tarda en
resolver un problema determinado: “yo hago las cosas, pero las hago lenta, no
sé por qué mi ritmo es un poco mas lento, pero lo hago bien, llego al mismo
resultado” (Entrevista 7, p. 20). Esto significa que un gran esfuerzo al resolver un
problema puede terminar en total frustracion al no poder entregar un resultado
y el numero de intentos fallidos incrementa la intensidad de la emocion si el
resultado final es incorrecto.

Por ultimo, respecto de las emociones de bienestar ante los acontecimientos
(jubilo, congoja e, incluso, aburrimiento (ver Martinez-Sierra y Garcia, 2014))
antes de aprobar los cursos Ay GT, Frida aseguro:

Sentia mucha desilusion de ver que lo que me habia esforzado no funcioné de nada.
Casi todo el tiempo crefa que esta escuela no era para mi, que era muy dificil y no

entendia cémo entré aqui. (Entrevista 4, p.1)

En otras palabras, Frida, al ver que sus esfuerzos en matematicas no eran recom-
pensados, se sentia fuera de un lugar confortable. De esta forma, generaliza su
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malestar hacia todos sus estudios. Presentar tantos examenes y acumular expe-
riencias negativas repercute emocionalmente en Frida:

Me harté esta materia [la de matematicas|. Presenté ocho ETS. Sacaba de 4 [escala
reprobatoria: 0-5] hacia abajo. (Entrevista 7, p. 2)

De hecho, aunque esta persistencia le permitio no abandonar la escuela (otros
estudiantes, en situaciones similares a las de Frida, decidieron dejar de estudiar
en esa escuela), se observa la consolidacion de una actitud negativa hacia el
aprendizaje de las matematicas. Ademas de esta actitud, la materia le generd
un malestar continuo:

..me aburria saber que seguia esa clase, cuando no habia clase me sentia feliz, me
sentia incomoda de saber que no entendia nada. Me decepcionaba de creer que
habia entendido y me sentia mal de no salirme los ejercicios y ya no queria seguir.
Las ultimas veces era dejarlo y ya no intentarlo. Trataba de relajarme y volver a
intentarlo, no me queria dar por vencida, sabia que podia y no entendia porque no
lo lograba. (Entrevista 3, p. 3)

Este tipo de emociones pueden generarse cuando los alumnos vislumbran
cambios en su futuro causados por temores de ver modificado de forma impor-
tante su porvenir (por ejemplo, truncar sus estudios).

REACCIONES ANTE LOS AGENTES

Este tipo de emociones surgieron como resultado de la evaluacion que Frida
realizé de acuerdo con las normas que ella aceptd como validas y que consisten
en pautas de aprobacién o desaprobacién de lo que sus companeros, ella misma
0 sus profesores, hicieron o estaban haciendo. La mayorfa de las normas asi
entendidas estan, de hecho, basadas en consideraciones sociales. Aun cuando
las normas no presentan una estructura visible y su consistencia interna no es
evidente, en las entrevistas realizadas a Frida se identificaron normas que ella
utilizé explicitamente (Tabla 2).
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Tabla 2. Normas que Frida hace explicitas en situacion de reprobacion

De comportamiento Frida no acepta copiar en los examenes y juzga injusto que sus
amigos que lo hicieron hayan aprobado. Frida acepta las
caracteristicas del maestro (o profesor) sin cuestionarlas. Piensa que
es ella la que debe adaptarse a estas caracteristicas; sin embargo, de
forma contradictoria, llega a culpar a sus maestros en sus primeros
fracasos al considerar que era su deber explicarle tantas veces como
hubieran sido necesarias.

De rendimiento Frida se percibia a si misma como incapaz de entender los conceptos
matematicos, a diferencia de sus compaferos que si entendian.
Frida se percibe sin capacidad para los estudios de matematicas

Morales o Para Frida los estudios de matematicas requieren un enorme
cuasimorales esfuerzo.
La persistencia es fundamental para lograr sus objetivos

Fuente: Elaboracién propia basada en datos

De acuerdo con la teoria OCC, las emociones ante agentes se alimentan de las
normas que la persona acepta como validas. Entre las emociones negativas que
Frida dirige hacia si misma cuando estaba en situacion de reprobacién sobresale
la desilusién que de si misma expresa a pesar de reconocer su esfuerzo:

[Al no aprobar los cursos Ay GT senti]l mucha desilusién de ver que lo que me habia
esforzado no funcioné de nada. Casi todo el tiempo crei que esta escuela no era
para mi, que era muy dificil y no entendia como entré aqui. (Entrevista 4, p. 1)

En cuanto a las emociones que expresa hacia otros, en especifico hacia sus
maestros, se pueden hacer explicitas a través de lo que ella concibe lo que debe
ser la funcién de un maestro y de qué forma el no cumplimiento de esta funcion
repercute en su rendimiento. Esto le genera emociones negativas:

Pensaba que la culpa de que yo no entendiera era del maestro. Yo decia, si no me
explico no lo voy a entender.. Me generaba enojo y coraje porque yo siempre pen-

saba que era su deber explicarme las veces que yo lo necesitara. (Entrevista 7, p. 20)

Frida también expresa emociones hacia sus companeros que aprueban la mate-
ria mientras ella no puede hacerlo:
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Senti envidia porque ellos [mis companeros] no tendrian que hacer ETS ni recursar
[volver a cursarl. Senti que era inferior a todos ellos, que eran mds inteligentes que
yo. (Entrevista 4, p. 1)

En especifico, una de sus emociones negativas fue experimentada cuando se
compard con una de sus companeras, quien estaba, al igual que ella, muy cerca
de quedar fuera de la escuela y que, sin embargo, logro aprobar el curso A:

Una companera estaba igual que yo: no entendia mucho. También era de recursa-
miento [se encontraba cursando por sequnda vez el curso]. Ella copiaba y llevaba
su teléfono y veia las cosas. Cuando supe que ella si se quedd dentro [aprobo], me
dio mucho coraje..y ella, a pesar de que sabia que no debia de hacer eso lo hizo, y
aparte lo presumia con orgullo. Decia ‘ya me quedé dentro’, como si hubiera sido
su esfuerzo. Y no fue su esfuerzo, fue de alguien mas. Lo copi¢ y ya..me enojé
muchisimo. Me dio mucho coraje porque no era justo.. (Entrevista 7, p. 11)

Frida expresa emociones de auto reproche a través de la desilusion y llega a
pensar que su esfuerzo no le genera resultados, pues no aprobaba los cursos.
También expresa enojo hacia sus profesores y les asigna la culpa de su situacion,
tal vez reprochando cierta indiferencia hacia ella. Ante algunos de sus compa-
neros siente envidia y —siguiendo sus normas- desprecia la actitud de una
companera que aprobd, pero copiando las respuestas del examen.

EMOCIONES ANTE ASPECTOS DE LOS OBJETOS

Respecto de las caracteristicas de las emociones de atraccion (afecto por, gusto
por, etc) y repulsion (aborrecer, detestar, etc) acerca de un “objeto’, se observa
que convierte las matematicas en “objeto” al concebirlas como una entidad con
ciertas caracteristicas fijas que le generan atraccion o repulsion.

La conformacion de una actitud o predisposicion de atraccion o rechazo,
seguin la teoria OCC, es el resultado de la fusiéon de tres componentes:

1. Influencias innatas, culturales y personales. Entre ellas destacan las cultu-

rales en el sentido de influencias familiares, de amigos o de grupos a los
que se pertenece.
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2. Experiencia historica adquirida en la interaccion de uno con las caracteristi-
cas del objeto especifico o con objetos de la misma clase (categoria).

3. Experiencia histérica emocional, resultado de la interaccién emocional re-
gistrada en la memoria.

Del tercer componente puede observarse una relacion entre la actitud (que con-
tiene las experiencias historicas emocionales) y la emocion en si misma (basada
en las actitudes). Esta relacion es inevitable excepto en las experiencias emocio-
nales primeras, basadas solo en influencias innatas y culturales. Lo anterior
significa que, si bien la experiencia emocional de agrado o desagrado momen-
tdneo estd basada en la actitud hacia el objeto (el agrado o desagrado disposi-
cional), una parte muy importante de la conformacién de esta actitud es resultado
de la acumulacion de experiencias emocionales de la misma valencia.

En el caso de Frida, y debido a una trayectoria con multiples fracasos (ver
Tabla 1), son evidentes los componentes 2y 3 en la conformacion de sus acti-
tudes hacia el aprendizaje de las matematicas. Pero también esta presente la
componente 1, por medio de la influencia de su madre a través de su propio
miedo hacia las matematicas, tal y como se observa en la siguiente respuesta
a la pregunta referente a como fue su ingreso a la escuela:

Siento que cuando mi mama vio que me quedé en la vocacional [escuela], primero
me felicito y me dijo que ella no habfa confiado en que yo pudiera [ingresarl; porque,
de hecho, cuando terminé el examen ese dia me preguntdé como me habia ido; y yo
le habia dicho que me sentia dentro de la escuela; y ella me decia que de todas
maneras {bamos a seguir buscando escuelas. Ella no confiaba en lo que yo decia.
Cuando entré y le dije las materias [que debia cursar], tenia, por ejemplo, cuando le
dije de algebra, ella me decia: “‘ponle mucha, pero mucha atencién porque iqué tal
si no le entiendes? Desde el principio ella me decia que era muy dificil, que a lo
mejor no le entendia..Desde el principio yo le tuve miedo a la escuela... porque mi
mama me dijo: “es que [la escuela donde entraste] es escuela de puras matematicas.”
(Entrevista 7, p. 8)

Algunas de las respuestas de Frida respecto de sus emociones ante las mate-
maticas, consideradas como un objeto, fueron las siguientes:

[A las matematicas] no las queria, no me gustaban para nada, pues sentia que eso
era lo que me iba a detener en todo..Creo que era odio porque yo no entendia por
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qué todos podian y yo no. Sentia, llequé a sentir, ‘eso no es para mi. No, nunca va
a ser para mi y para qué lo sigo intentando. Si no va a ser para mi no me puedo
seqguir forzando a algo que a lo mejor no se me va a dar nunca. Yo sentia que era
algo que nunca iba a aceptar, algo muy alejado de mi, algo que no tenfa nada que
ver conmigo. (Entrevista 7, p. 17)

Al reprobar, hacia las matematicas sentia desprecio. Simplemente no queria saber
nada de ellas, ni seguir intentando ni nada. El simple hecho de que alguien me las
mencionara me hacia sentir mal. (Entrevista 4, p. 2)

La actitud hacia el aprendizaje de las matematicas de Frida, como puede inferirse
de la seccion anterior, se generd como resultado de una historia de experiencias
negativas con objetos que ella percibe como pertenecientes a la misma clase
(representaciones almacenadas) asi como de la influencia familiar que refuerza
esta postura. Al llegar a este momento emocional, segun la teoria OCC, Frida ha
experimentado emociones ante acontecimientos que afectan de forma real o
imaginada la consecucion de sus metas. Pero no solo eso, ha buscado a los
agentes responsables de dichos acontecimientos en sus maestros, sus padres,
amigos e, incluso, en ella misma. Finalmente, ha consolidado estas experiencias
expresando emociones de repulsion hacia el aprendizaje de las matematicas,
es decir, ha consolidado una actitud negativa hacia las matematicas. Este reco-
rrido, en sentido logico, lo prevé la teoria OCC:

Las diferentes ramas de la taxonomia propuesta tienden a conectarse a través del
razonamiento causal implicito del sujeto de la experiencia. El hecho de que la gente
tienda a buscar las causas de los acontecimientos y de las acciones significativos
que experimenta significa que hay una tendencia a que haya..un movimiento de
izquierda a derecha [ver Figura 3] que va desde las emociones centradas en los
Acontecimientos hasta las centradas en los Agentes y, de ahi, hasta las centradas
en los Objetos (Ortony et al, 1988, p. 209).

Esto significa que Frida, a través de sus emociones hacia el aprendizaje de las

matematicas, todas de valencia negativa, ha recorrido hacia la derecha el espec-
tro emocional mencionado por la teoria OCC (Figura 3).
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Figura 3. Sentido del recorrido emocional en la teoria OCC.

Emociones ante
la actuacion de
agentes

Emociones ante
objetos

Emociones ante

acontecimientos

Fuente: Elaboracién propia.

En la siguiente seccidn explicamos como las asesorias proporcionadas por las
maestras contribuyeron a que Frida cambiara su actitud hacia la manera de
aprender matematicas.

CAMBIO DE ACTITUD DE FRIDA HACIA EL APRENDIZAJE DE LAS MATEMATICAS

¢Coémo Frida pudo generar un cambio de actitud hacia el aprendizaje de las
matematicas? es decir, si ya tenia estructurado un desagrado disposicional
hacia el aprendizaje de las matematicas, dcomo pudo cambiarlo? La respuesta
a estas preguntas no es sencilla debido a que, precisamente, la funcion de las
actitudes es volver relativamente inaccesibles las razones que las generaron;
y es este hecho en el que radican precisamente su fuerza y su arraigo. Existen
dos alternativas para responder estas preguntas. La primera consiste en ana-
lizar las explicaciones de Frida en el sentido propuesto en la Figura 3; la
segunda, en analizar estas explicaciones en el sentido contrario (Figura 4).
Con la primera alternativa debe suponerse que Frida debid cambiar la valo-
racion respecto de ciertos acontecimientos. Esto implicaria que Frida evalta
positivamente la oportunidad que tiene de asistir a asesorias personalizadas,
en el sentido de que son acontecimientos que contribuyen a sus metas. Espe-
rarfa, por tanto, una actuacion diferente de las docentes que imparten dichas
asesorias, de tal forma que valoraria positivamente su actuacion. Ambos tipos
de emociones, ante acontecimientos y ante agentes, pueden ocurrir aun cuan-
do se tiene una actitud negativa hacia objetos (en este caso, el aprendizaje
de las matematicas). Finalmente, al recorrer este camino podria experimentar
emociones positivas hacia el aprendizaje de las matematicas que estarian en
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contradiccion con su actitud de rechazo y que iria modificando cada vez que
experimentara dicho recorrido o bien podria mantener una actitud de rechazo
sustentandose emocionalmente por los resultados positivos de los aconteci-
mientos y las actuaciones de los agentes.

Ahora bien, con base en los datos de esta investigacion, esta alternativa no
parece coincidir con el camino emocional recorrido por Frida. Ella asistio a las
asesorias sin tener una idea especifica de las caracteristicas de esta forma de
aprender matematicas y, aun mas, tampoco tuvo la esperanza de que podian
ayudarle a lograr sus metas. En una de las entrevistas, Frida comento:

Cuando empecé a ir a las asesorfas..yo me acuerdo que fui muy desanimada. Yo
iba como si fuera la ultima opcion porque ya era mi Ultima oportunidad [para con-
tinuar como estudiante en la escuelal. Ya me darian de baja aqui, ni siquiera tenia
esperanza. (Entrevista 7, p. 13)

Tal parece que Frida asistio a las asesorias como un paso mas que tenia que
dar en una cadena de acontecimientos que no controla, y que se tornan positivos
casi sin que ella lo note; es decir, aunque es muy persistente y presenta todos
los examenes permitidos y asiste a asesorias por no dejar una opcion sin cubrir,
es dificil, en este caso, hacerla recorrer el camino emocional de la Figura 3.

Ahora bien, de acuerdo con la siguiente cita, se observa que lo primero que
Frida interpretd positivamente no fue el acontecimiento de las asesorias, sino la
actuacién de la profesora que las impartio:

Su explicacion [de la profesoral era muy entendible y pensé que a lo mejor era
porque yo tenfa toda su atencién y no éramos los 40 alumnos entre los que no se
me ponia atencion. Entonces me dieron atenciéon en cada detalle. Yo podia decir
cada cosa en el momento, ni un seqgundo de diferencia. Yo le podia decir lo que no
entendi, entonces me senti mds en confianza, como no me habia sentido con un
maestro antes. (Entrevista 7, p. 18)

La disposicion de la profesora para explicar fue inesperada para Frida. Esto hizo
que tuviera primero emociones positivas ante la actuacion de los agentes [la
profesoral, sorprendiéndose por su forma de exponer y contrastandola con las
actuaciones de profesores anteriores con los que habia experimentado emocio-
nes negativas:
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La segunda alternativa ofrece mas elementos de explicacion del cambio de
actitud de Frida. Esta explicacion se basa en proponer que Frida debio recorrer en
sentido inverso el espectro emocional de la Figura 3; es decir, debié partir de que
sus emociones de rechazo hacia el aprendizaje de las matematicas, basadas en
su repulsion genérica (actitud negativa) hacia éstas, entraron en conflicto con
una forma diferente de explicacion de las matematicas por parte de las ase-
soras. Esta manera distinta de exponer los conceptos de las matematicas ayudo
a Frida a experimentar emociones positivas ante la aprobacion de la actuacion
de los agentes. Esto le permitié resolver el conflicto entre emociones positivas
y negativas por medio de la distincién entre diferentes actuaciones de los
agentes (profesores que no tienen paciencia para explicar y aquellos que si
la tienen) y, de esta forma, reinterpretar los acontecimientos ocurridos: con mas
paciencia por parte del profesory, en condiciones de ensenfanza personalizada,
ella puede resolver los ejercicios que antes no podia (Figura 4).

Figura 4. Sentido del recorrido emocional para explicar el cambio de actitud

. Emociones ante ;
Emociones ante Emociones ante

la actuacién de

acontecimientos agentes objetos

Fuente: Elaboracién propia.

Con mayor detalle, para que este proceso inverso pudiera llevarse a cabo, debid
ocurrir “algo” que disminuyera la solidez de la actitud de rechazo hacia el apren-
dizaje de las matematicas. A esta situacion le hemos llamado discrepanciay es
la que permite una interpretacién emocional distinta desde el objeto hacia la
actuacion de los agentes y el acontecimiento, lo que inicia un cambio de actitud.
En el caso especifico de Frida, la discrepancia se generd al asistir a asesorias
para preparar sus examenes. Al conocer una forma distinta de ensenanza, mas
personalizada, pudo comenzar a desestructurar su actitud genérica de rechazo
hacia las matematicas y comprender que hay otras formas de abordar la
problematica.
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Frida hace explicita la discrepancia existente entre su actitud negativa hacia las
matematicas y sus emociones positivas ante las asesorias ya que, al relatar su
experiencia al presentarse a las asesorias, acepta que llega con una actitud
negativa al expresar: “creo que los maestros sienten y se dan cuenta cuando los
alumnos odian su materia” (Entrevista 7, p. 18). Su actitud negativa choca con
la experiencia de las asesorias que no esperaba:

Entonces siento que cuando la maestra vio que me acerqué a ella con esa materia
se sorprendio, porque me dijo que no cualquiera viene a buscar ayuda. Siempre [los
estudiantes] estudian por su cuenta y se dan por vencidos. Me dijo ‘casi no tenemos
alumnos que vengan a preguntar; hay unos pocos, pero no que vengan a asesorfas
en estas circunstancias cuando ya esta casi todo perdido’. Me record6 que lo principal
era que yo quisiera aprendery después vi que su actitud era muy liviana... (Entrevista
7,p.18)

Las asesorias provocan que Frida reinterprete la actuacion de los docentes y
reconozca que hay una forma diferente de aprender y ensenar, con la cual ella
puede entender las matematicas:

Antes [de las asesorias] tenia miedo de decir que no habia aprendido y que se
molestaran y creyeran que no ponia atencion, pero cuando fue individualmente, su
atencion era completamente hacia miy me hacia sentir muy segura de que estuviera
aprendiendo. (Entrevista 9, p. 2)

Esta discrepancia entre lo que habia vivido y la nueva experiencia le permitio a
Frida reinterpretar la participacion de los agentes y los acontecimientos en fun-
cion de normas y metas aceptados por ella, pero debemos resaltar que estas
experiencias positivas que comienzan a minar su actitud negativa ocurren cuan-
do Frida aun estaba reprobada en ambos cursos (A'y GI), por lo que no fueron
los resultados positivos en sus examenes los que comenzaron a generar un
cambio de actitud, sino la experiencia ocurrida en las asesorias. Frida describio
su propio proceso de cambio de la siguiente manera:

Me empezaron a decir [en las asesorias] que lo primero que querian era compromiso
y que hiciera las tareas. Al principio yo no le veia caso, pero después de varias veces
de hablar con mi mama y con otra persona cercana a la familia me hacian pensar
las cosas, hubo un momento en que me empecé a sentir mucho mas comprometida,
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mas que con la escuela, conmigo. Es que [me] decfa: si no me lo aprendo no voy a
poder, si no practico, si no hago ejercicios, en el examen no voy a poder resolverlos.
Yo ya pensaba mas por mi, no por la escuela o por la calificacién, sino porque debia
aprender y porque ya era muy tarde. [Me] decia: a lo mejor estoy esforzandome
mucho y no es lo que haria yo realmente, pero después de seqguir haciéndolo senti
que eso me hacia sentir bien, y que me hacia sentir sequra 'y ya no le tenia miedo
a las asesorias. (Entrevista 7, p. 13)

En las asesorias, cuando iba al dia siguiente con mi tarea al menos ya intentada,
ya tenfa mas dudas, ya sabia que era lo que me fallaba..en si ya sabia minimo el
tema que estaba tratando de entender, a lo mejor todavia no le entendia pero minimo
ya sabia cual era mi problema en el temay ahi era cuando ya me podia desahogar
con la maestra, decir que es lo que no entendia, qué es lo que si habia podido hacer
y ahi es donde empezé a decirme, “sigue haciendo el mismo tipo de ejercicios y ya
después vamos viendo’. Después de tres o cuatro intentos de ese tipo de ejercicios
era cuando ya me salian [los ejercicios] casi sin errores... (Entrevista 4, p. 2)

Después de haber contrastado la actuacion de los agentes en las clases y en
las asesorias, un momento importante corresponde a la presentacion de exame-
nes ETS, donde se observa una mezcla de emociones positivas y negativas y una
actitud en proceso de cambio:

Siento que mi familia confia mucho en mi porque han visto que estoy viniendo a
mis asesoriasy eso me hace sentir bien, pero a la vez me hace sentir mas presionada
de que debo pasar [los exdamenes]... Me costé mucho trabajo atreverme, hasta hoy
todavia siento miedo de no poder resolver un ejercicio, pero siento que con todo esto
he aprendido a no dejar de intentar..me siento orgullosa de seguir intentando...siento
que resultara bien. (Entrevista 6, p. 1)

Frida aprueba A pero no el curso GT:
Al aprobar Algebra, iSiento que me quité un peso enorme de encimal Me siento

totalmente satisfecha de haberlo logrado; realmente nunca me habia sentido tan
bien conmigo misma... (Entrevista 7, p. 1)
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En cuanto a Geometria y Trigonometria, si me entristece, porque cuando pasé Algebra
ya me sentia mas cerca de aprobarlas las dos, de alguna manera no estaba tan
segura como con Algebra, pero tampoco imaginé reprobarla. (Entrevista 8, p. 1)

Finalmente, después de haber aprobado ambos cursos, Frida reconoce los cam-
bios que ha experimentado con respecto a su aprendizaje de las matematicas
y que venian gestandose desde el periodo de asesorias:

Yo creo que si cambié. En ese aspecto creo que tengo mas seguridad, porque ya lo
vi al aprobar mis exdmenes...pero creo que no solo aprendi matematicas... siento que
cambid de alguna manera mi seguridad y por lo mismo de las experiencias pasadas,
ni siquiera por pena o lo que senti antes quiero dejar que pase el semestre y volver
a reprobar. Siento que ya puedo preguntar y acercarme al profesor, aunque sea
alguno de aquellos con los que reprobé. (Entrevista 9, p. 3)

La reinterpretacion ante agentes y acontecimientos se fue consolidando en una
nueva actitud hacia el aprendizaje de las matematicas que va emergiendo de
forma gradual en la descripcion de Frida:

Ahorita ya no les tengo miedo, siento que me estdn empezando a gustar..estoy viendo
que todo se enlaza y simplemente no tiene mas dificultad. (Entrevista 7, p. 18)

Como puede notarse de las respuestas de Frida, las asesorias no solo le ayuda-
ron a disminuir el miedo que ella tenia hacia las matematicas, sino también
comenzo a surgir un gusto hacia ellas.

En la Tabla 3 se muestran algunas de las respuestas proporcionadas por
Frida, una vez que ella aprob¢ los cursos A'y GIT.
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Tabla 3. Experiencias emocionales de Frida después de aprobar los cursos de Ay GT

Clasificacion segun OCC Respuestas de Frida

Emociones ante aspectos Me siento feliz de haber podido con ellas. Y bueno, ahora [las mate-

de los objetos maticas] me empezaron a gustar por primera vez. (Entrevista 4, p. 2).

Reacciones ante los [Cuando pasé Algebra y Geometria y Trigonometrial senti mucho

agentes orgullo. Realmente estaba muy orgullosa de mi. Por primera vez me
demostré yo sola que lo que me propongo lo puedo hacer. (Entrevis-
ta 4, p. 2).

Realmente nunca habia sentido la comprension y la paciencia de un
profesor de esta manera, estoy muy agradecida..” (Entrevista 9, p. 1).

Emociones de bienestar ~ Mi meta a corto plazo es terminar este semestre [cuarto] sin deber

ante los acontecimientos  ninguna materia como lo hice en tercero que terminé sin deber nada
y pues me senti bien porque fue lo que me propuse al principio y lo
cumpli. (Entrevista 7, p. 21)

Reacciones ante Mucha satisfaccién y orgullo de mi misma, vi que todo mi esfuerzo
acontecimientos funciond y que tenia la capacidad para entenderlo, aunque me cos-
confirmados y refutados  tara trabajo. (Entrevista 2, p. 3)

Fuente: Elaboracion propia basada en datos

En la respuesta correspondiente a Emociones ante aspectos de los objetos, se
observa en Frida el surgimiento de una emocion de valencia positiva, ‘(las mate-
maticas] me empezaron a gustar por primera vez', que podemos comparar con
alguna emocion de valencia negativa ante objetos, anterior a las asesorias, como
la siguiente: ‘hacia las matematicas sentia desprecio” (Entrevista 4, p. 2). Recor-
demos que estas emociones se evalian con respecto a actitudes, por lo que es
claro que la actitud de Frida hacia el aprendizaje de las matematicas ha
cambiado.

Cuando Frida logro aprobar los cursos, las emociones positivas manifestadas
por ella destacan su orgullo propio, lo que fortalece su autoestima cuando
expresa que lo que se propone lo puede hacer. Con respecto a sus maestros,
muestra sentimientos de agradecimiento hacia las maestras que le ayudaron
en las asesorias.

En cuanto a emociones de bienestar ante acontecimientos, se distingue un
cambio de valencia desde su emocién de desilusion, expresada en un momento
en que no veia recompensado su esfuerzo al estudiar arduamente, hacia la
emocion de bienestar, al corroborar que cumplié lo que se propuso: aprobar los
cursos A 'y GT. Ahora que ya es una estudiante que ha aprobado todos sus
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cursos, a Frida le emociona reforzar las posibilidades de alcanzar los objetivos
0 metas que desea en su vida y ya no se siente fuera de lugar.

CONCLUSIONES

En este estudio de caso se ha evidenciado el cambio de actitud (de negativa a
positiva) hacia el aprendizaje de las matematicas de Frida, una estudiante cuyas
oportunidades de continuar con sus estudios en la escuela en la que inicial-
mente se habia inscrito eran minimas. Con base en la sugerencia de la teoria
OCC para analizar el recorrido emocional de los individuos (de izquierda a
derecha para emociones de la misma valencia, en la Figura 3), este cambio, en
el cual se presentan emociones de valencias contrarias, fue analizado a partir
del recorrido inverso; es decir, a partir de la forma como Frida valoré, primero,
las consecuencias negativas que para sus metas tuvo el hecho de no haber
aprobado sus cursos de matematicas; segundo, las normas de la actuacion que
sus docentes y ella misma tuvieron en su fracaso académico y, tercero, la con-
solidacion de su rechazo a lo que Frida caracterizo como “las matematicas” (ver
Figura 5). Mas especificamente, el estudio de la trayectoria seguida por Frida
para aprobar los cursos A y GT nos permitio entender el cambio de actitud que
ella experimentd como un proceso caracterizado por una discrepancia que, de
algiin modo, desarticulo su actitud negativa hacia las matematicas, haciéndole
reconsiderar el patron de conducta de los docentes y reevaluar los acontecimien-
tos con otra perspectiva. Esta reconsideracion fue originada, por un lado, por la
determinacion de Frida de asistir a cursos de asesorias con la intencion de agotar
una de sus ultimas alternativas antes de que fuera imposible permanecer en su
escuela y, por otro, por la paciencia mostrada por las profesoras de estas aseso-
rias para ensenar a Frida a resolver los problemas abordados en los cursos Ay
GT. En este sentido, consideramos que esta manera de estudiar el cambio de
actitud y las emociones por medio de la teorfa OCC puede resultar en un enfoque
dinamico, coherente y diferente a otros estudios sobre reprobacién en matema-
ticas que abordan la interrelacion entre actitudes y emociones como los de Zan
y Di Martino (2014) y Di Martino y Zan (2010; 2011), por un lado, y los de Han-
nula (2002; 2003), por el otro. En los estudios de Zan y Di Martino (2014) y Di
Martino y Zan (2010; 2011) se parte de una construccion mas compleja del
concepto de actitud, conformada por tres dimensiones con valencia: la emocio-
nal, la competencia auto-percibida para el aprendizaje de las matematicas y la
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vision que se tiene de éstas y cuyos resultados les permiten a los autores clasi-
ficar diferentes perfiles de actitud hacia las matematicas. Respecto de los estudios
de Hannula (2002; 2003), el cambio de actitud y las emociones correspondientes
se explican por la coexistencia de actitudes positivas y negativas hacia las mate-
maticas en una misma persona y cuyos resultados en el aprendizaje de las
matematicas inclinan la balanza en uno u otro sentido, generando una actitud
Unica, ya sea positiva o negativa. Consideramos que estos estudios, incluyendo
el mostrado en el presente articulo, son diferentes enfoques tedricos que enri-
quecen los estudios del ambito afectivo en matematica educativa. Con respecto
a la aplicacion de la teorfa OCC al ambito educativo y, en especifico, al entorno
emocional del aprendizaje de las matematicas, puede observarse que esta teoria
aportd explicaciones Utiles para comprender el cambio de actitud de Frida.

Aun cuando la seleccién de un estudio de caso Unico (Simons, 2011) como
método de investigacion no permita extrapolar sus resultados, haber estudiado
con detalle las emociones de Frida permite profundizar en alguna de las causas
por las que los estudiantes pudieran tener actitudes positivas hacia las matema-
ticas: una atencion personalizada que les permita reducir, por ejemplo, el miedo
al ser exhibido por cometer errores en la solucion de los problemas. Creemos que
entender lo que le sucedi6 a Frida desde el punto de vista emotivo puede generar
reflexiones respecto del papel que desempenan los diferentes grupos de personas
con los que los estudiantes conviven regularmente (padres, companeros, profeso-
res, autoridades). En particular, futuras investigaciones podrian estar enfocadas en
estudiar de qué forma las instituciones educativas propician, por medio de meca-
nismos institucionales (por ejemplo, asesorias personalizadas, talleres extra-clase,
etc), que un grupo importante de estudiantes puedan cambiar su actitud de
rechazo hacia el aprendizaje de las matematicas.
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