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Resumen

El presente trabajo muestra métodos novedosos para aproximar soluciones de ecuaciones diferenciales empleando
determinantes, el software Mathematica y conceptos como limites, y convergencia. Se parte de un problema de
movimiento con aceleracién constante en el cual, se hace uso de la prediccién, los determinantes y los limites para
aproximar la solucion de la ecuacion diferencial implicada. Posteriormente se utiliza como base el Método de Euler

y funciones polinomiales para aproximar soluciones.
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Introduccion

El método de ensefianza de las
ecuaciones diferenciales, en las
universidades es de clase magistral, donde el
profesor ocupa un papel protagonico.
Préacticamente ningin docente siente la
necesidad de usar otro tipo de metodologia
de la enseflanza. La mayoria de los
profesores estan convencidos de la idoneidad
de los contenidos y que no hay razon para
cambiarlos. Podemos decir que la practica
docente es esencialmente instrumentalista,
esto es, hace énfasis en los métodos de
resolucion de tipos de ecuaciones
diferenciales integrables y en la resolucion
de problemas tipo de modelacion por ser
esto la mas sencillo. Esta concepcion del
profesor muy formalista sobrevalora la
manipulacion simbdlica frente a tratamientos
numéricos y graficos de las ecuaciones
diferenciales (Moreno y Azcarate, 2003).
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Este articulo pretende mostrar una
posibilidad de allanar las dificultades en el
aprendizaje de las ecuaciones diferenciales
descritas anteriormente.

Funciones polinomiales definidas por
determinantes.

Una aplicacion importante de los
determinantes, es definir una funcion
polinomial en término de algunos puntos
pertenecientes a dicha funcidon. Asi, la
ecuacion que determina un polinomio de
grado k dados k + 1 puntos es:

k k-1 k-2

X X X ces X y 1
ok k=1 k-2 ...
1 X X1 1y 1
x§ okt k2o ¥y, 1]=0
K k=1 k-2 Xk+1 Vi1 1
Xk+1 Xi+1  Xk+1
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Donde (x;,y;), i=12,...k+1 puntos determinados como puede observarse
] y en el ejemplo de la figura 1 desarrollado en
son los puntos que satisfacen la ecuacion Mathematica.

(Avila y Lopez, 2009). Usando la expresion
anterior, es posible encontrar el polinomio,
por ejemplo de grado 4, que pase por 5

nil= | @ =-3; ¥1=3; Xa=-2; Ya=-3; Hz3=2; ¥3=4; Hg=3; Fa=0;

X5 =57 ¥s5 =67

x ¥ £ x 3
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Xn

expresion = Det[
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grafical = ContourPlot[ expresion == 0, {x, -5, 7}, {v, -4, 7},

ContourStyle -+ [Red, Thick} , Frame -+ False, Axes -+ True, AxesLabel - ["=", "y"1 1:
puntes = Graphics[{Point5ize[0.02] , Point[Table[{xy, ¥z}, {E,1,3}]11 1}1] :

expresion == 0

Show [grafical, puntos]

OuiE= | -T99200 - T15 680k + 270120%° + 00720%% - 23880 %" + 201600y = O

-4

Figura 1. Polinomio de cuarto grado dados 5 puntos.
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Movimiento uniformemente acelerado.

Es bien sabido que cuando una
particula se mueve con aceleracion
constante, su funcion de posicion es siempre
cuadratica con respecto al tiempo, es decir,
puede expresarse como S(t) = (a/2)t? +
v,t +S, producto de resolver la ecuacion
diferencial d?S/dt? = a sujetaa S(0) = S,
y S©=yp0)=wv, (Tippens, 2001).
Reconociendo a S(t) como una funcion
polinomial de grado 2, es posible definirla
por medio de 3 puntos, lo que implica
conocer otras dos posiciones aparte de la
inicial, determinadas en dos diferentes
momentos. Es posible llegar a un
acercamiento de la ecuacion de posicion si
predecimos de manera aproximada las otras
dos posiciones. En este punto, es necesario

especificar que la prediccion, es una
actividad racional que permite determinar el
estado futuro de un sistema, de un objeto o
de un fendmeno con base en el estudio
sistematico de las causas que lo generan y
los efectos que produce (Cantoral et al.,
2005). Una vez que haya transcurrido un
lapso At la nueva posicion, aproximadamente
es S, + v,At; de igual manera, transcurrido
otro At, se llega a la posicion S, + v, At +
(v, + aAt)At. En el ejemplo de la figura 2,
se considera una particula en movimiento,
con aceleracion constante de 3 m/s?, una
velocidad inicial de 2 m/s y una posicién
inicial de 1 m usando un valor de At = 0.5 s
y se muestra la solucion aproximada
obtenida y la comparacion con la solucion
real.

s

1

i i ];
14+2(0.5) 1
1

1+2(0.5) + (2+3 (0.5)) (0.5)

& it
- epresion:]]et[ e L
(0.5)*2 0.5
(0.5 +0.5)7 0.5+0.5
solucionfproximadalt ] = Solve[expresion == 0, s][[1, 1, 2]] // Expand
ouizle | 1. +1.25T+1.5t°
3,
kolucionBracta[t ] = —t2+ 2t + 1:
- 2

puntos =
Graphics[
[PointSize[0.02],

Point[{{0, 1}, {0.5, 1+2(0.5)}, {0.5+0.5, 1+2(0.5) + (2+3(0.5)) (0.5)3}1}]1:

grafica = Plot[{soclucionExacta[t], solucionfproximada[t]}, {t, 0, 2},

PlotStyle + {{Thick, Red}, {Thick, Blue}}, AxeslLabel - {"t (Segundes)", "S5

textos =
Graphics[{Text["Sclucidén exacta",

Show [grafica, puntos, textos]

5 (atros)

Solucidn sxacts

Sotucion spronimada

{1.0, 7}], Text["Solucion aproximada",

(Metros)"}]:

{1.7, 43141

Lt (Sezundos)
20

Figura 2. Solucion aproximada al problema de movimiento con aceleracion constante
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En la figura 3, se muestran diferentes
expresiones de S(t) para valores cada vez
mas pequefios de At. Hay que destacar que

TableForm [Table [{expmsion = Det[

t!
o 2

{at)?

(At +at)?

a medida que At tiende a cero, la ecuacion

de posicion, se aproxima a la solucién
exacta.
= 1
0 1 1 ]
At 1+2 (AL) 1
At + AL 14+2 (At) + (2 +3 (AL)) (AL) 1

At, solucionAproximadalt ] = Solwve[expresion == 0, =] [[1, 1, 2]] // Expand }J

{At, 0.5, 0.025, -0.025}] , TableHeadings + {None, {"AL", "

At 5(t)

0.5 1.+1.25t+1.5t%
0.475 1.+1.2875t+1.5¢
0.45 1.+1.325t-+1.5¢t%
0.425 1. +1.3625t+1.5¢°
o. 1.+1.4t+1.5¢t%
0.375 1.+1.4375t+1.5t%
0.35 1.+1.475t+1.5¢t%
0.325 1.+1.5125t+1.5¢t2
0.3 1.+1.55t+1.5t°
0.275 1.+1.5875t+1.5t%
0.25 1.+1.825t+1.5t%
0.225 1.+1.6625t+1.5¢t2
0.2 1.+1.7t+1.5tf
0.175 1.+1.7375t+1.5t%
0.15 1.+1.775t+1.5t%
0.125 1.+1.8125t+1.5t%
0. 1.+1.85t+1.5t%
0.075 1.+1.8875t+1.5¢t2
0.05 1.+1.925t+1.5t%
0.025 1.+1.9625t+1.5¢%

S(t)"}1]

Figura 3. S(t) para valores cada vez mas pequefios de At.

Lo anterior nos conduce a
reflexionar, que la solucion exacta sera el
producto del limite del acercamiento de las
tres diferentes posiciones. En otras palabras,
tres  puntos infinitamente  cercanos
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determinan el comportamiento futuro del
movimiento de la particula. En la figura 4 se
muestra el calculo del limite de este
acercamiento que conduce a la funcién de
posicién exacta.

Afo 9, No 47



tl

Determinante = Det | e e
(at)? At
(2 at)? 2 At

Sp + Vg w AL
Sp+ VpwAL + (vp +axAb) w AL

3
2p

N
p—

143
Ecuacion = L:i_mit[ [—] » Expand [Determinante] , AL -+ U] g
AL

Solwve[Ecuacion == 0, =] // Expand

382,

Cullgl= | 443 =1+2t+

-
£

Figura 4. Obtencion de S(t) por medio del limite del acercamiento de los tres puntos.

Este método no es privativo de un
movimiento de aceleracion constante. Por
ejemplo, si un objeto se mueve con una
aceleracion  lineal a(t) = aqt+a,, la
ecuacion diferencial que modela la posicion
es d?S/dt?> = a,t + a,. Para esta situacion,
se puede prever que S(t) sera una expresion
polinomial cubica en t. Para aproximar a
S(t) se requiere predecir de manera
aproximada, tres diferentes posiciones,
ademas de la inicial correspondientes a tres
diferentes momentos, lo que implica un
determinante de 5X5 en cuyo primer
rengldn estaran los elementos t3,t2,t,s, 1.

Aproximacion a la solucion de ecuaciones
diferenciales de primer orden sin solucion
analitica.

No existe un método general que nos
dé una forma explicita para encontrar la
solucién de una ecuacion diferencial. En la
practica, nos encontramos con ecuaciones
especificas para las que nos se conoce un
método de resolucion o para las cuales las
formas explicitas de solucién no son las
adecuadas para los calculos. Por estas
razones, son tan importantes métodos
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sistematicos y eficaces que nos lleven a una
aproximacion numeérica de las soluciones
(Rainville et al., 1998). Para aproximar
soluciones de ecuaciones diferenciales de
primero orden, usaremos como base el
Método de Euler que esencialmente
encuentra puntos que aproximan la solucion.
Basicamente, para aproximar la solucién de
una ecuacion diferencial de la forma
dy/dx = f(x,y), se hace necesario el uso
de las siguientes ecuaciones recursivas
(Campbell y Haberman, 1998):

Xit1 = X; + Ax

Yier =¥ + f(x,y:)Ax

Hay que resaltar, que el Método de
Euler, arroja como resultado, una serie de
puntos, los cuales utilizaremos para construir
un polinomio.

Supongamos que queremos
aproximar la solucion de dy/dx =
(er(—x?/10)) - (seny) en el intervalo
[0,2], sujeta a la condicidn inicial y(0) = 2,
por medio de una funcion polinomial de
grado 4; esto implica, que sean necesarios 5
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puntos distribuidos en el intervalo en
cuestion. En la figura 5, se muestran los
calculos  pertinentes, asi como la
comparacion de las graficas del polinomio

=
fl , ¥ ] =ell Sin[y]:
Xy =0; yg=2:
Xg =2}

gradoPolinomio = 4;
K - Xp

AX= —m0 — ———_:

gradoPolinomio

Do[xig =x; +Ax, {1, 0, 3}];

Do[¥ia =9+ f[m, y:] a2, {1, 0, 3}];

¥ ®¥ ¥ x oy
4 2 ;
Hp© Hgpt Hp© Hp Yo
4 2 .
o X¥1T X1 X oW
X:: Xz ¥z

X3 X3® Xz V3

”
Hg® HgT Hgo Mg Ya

Aprox = Det[
Kn

K

H3

I~ =~
pa—

3

3
4 3
4 3
4 3
s0l = Expand [Scolwve [Aprox == 0, y]] // N;
plx ] =so0l[[1, 1, 2]]

resultante y la obtenida por medio del
comando interconstruido de Mathematica
para resolver numéricamente ecuaciones
diferenciales NDSolve.

g2 = Plot[p[x], {x, 0, 2}, AxesOrigin - {0, 0}, PlotStyle - {Blue, Thick}, AxeslLabel -= {"x", "y"}]:

puntos = Graphics[{PointSize[.015], Point[Table[{x;, y:}, {i, 0, 4}]1]1}]:
textos = Graphics[{Text["5clucitn exacta", {1.3, 2.5}], Text["Sclucion aproximada", {0.5, 2.751111:

Show [gl, g2, puntos, textos, FletRange + All, Axeslabel -= {"x", "¥"}]

Solucion sproximada
Solucion sxacta

cutsd= | 2. +1.02858 % - 0.193723%° - 0.108396 x° + 0.0374508 x*

Figura 5. Aproximacién de la solucion de la ecuacion diferencial por medio de un polinomio de
grado 4.

Otra forma de aproximar la solucion
puede ser la siguiente: Dividir el intervalo en
cierto numero de partes, y en cada una de
ellas, definir un polinomio cubico (o de
cualquier otro grado), de tal manera que la
aproximacion es la concatenacion de estos
polinomios. Lo que implica que en el caso
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de polinomios de grado 3, cada subintervalo
deberd contener 4 puntos que definan al
polinomio. En la figura 6, se muestra la
solucion aproximada de la ecuacion
diferencial trabajada anteriormente,
consistente de la union de dos polinomios
cubicos.
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m[x_, y_] =E*(-x"/10) Sin[¥];
Hinicial = 07 ¥iricia1 = 2.0;

Heinay = 27

Egiral ~ Kinicial

polinomios = 2; AX =

3 polinomios ’
Xp = HinipinlF  F0 = Firicial s
Table [-[Do[x,_ —xy +Ax, {i, 1, 3}],

Do[¥y: = ¥ia +m[X;i, ¥ial ax, {i, 1, 3}],
x % x 3
3'i|:1 KE: Xp Yo

dete =Det[ 0 m? oy

3 .2
X HpT Xz ¥z

3 .2 .
X3~ H3® Xz ¥3

"
[
pa—
S

poly [ ] = Solve[dete == 0, y][[1, 1, 2]] // Expand,

Xp = Xinicial + 3K AX,

¥o = poly [x,;]} ;, {k, 1, pelinomios} ];

todos = Table[Plot[poly [x], {X, Xinjcial +3 (E - 1) AX, Xjnieia1 + 3E Ax }, PlotStyle -+ {Red, Thickl],

{k, 1, polinomios}]:
gl = Show [todos, PlotRange - All]:

exactax ] = HDSolve[{y'[x] == w[x, ¥[®]], ¥[%irieia1] == Firicima}, FIE], {%, Hiricior, Zesean F1 001, 1, 2102
g2 = Plot[exacta[x], {X, Xiricials Efira1}, PlotStyle -+ {Black, Thick]}, PlotRange -+ All]:
Show[gl, g2, PlotRange + All, Axeslabel » {"x=", "y"}, AxesOrigin -+ {0, 0}]

=

30
. //_

Figura 6. Aproximacion por medio de dos polinomios cubicos.

Entre mayor sea el numero de
polinomios cubicos concatenados en el
intervalo aproximando a la solucién, mejor
es ésta, tal como puede observarse en la
figura 7.

Aproximacion a la solucion de ecuaciones
diferenciales por medio de polinomios y la
convergencia de puntos.

Los dos métodos anteriores para
aproximar la solucion de las ecuaciones
diferenciales, estan basadas en los puntos
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que arroja el Método de Euler, separados por
distancias finitas. La idea sigue siendo
realizar la aproximacién por medio de una
serie  de polinomios consecutivos, sin
embargo, la definicién de cada uno de ellos,
sera por medio de puntos infinitamente
cercanos ubicados al principio de cada
subdivision del intervalo, con la finalidad de
mejorar el Método de Euler por medio de
hacer compartir cierto nimero de derivadas
del polinomio con la solucion (Lépez et al.,
2011). Consideremos la ecuacion diferencial
dy/dx = x — 2y definida en el intervalo
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[0,2] sujeta a la condicidn inicial y(0) = 10.
Supongamos que se desea aproximar la
solucion de ésta por medio de 4 polinomios
cubicos, de tal manera que cada subintervalo
mide 0.5. El primer polinomio gq;(x)
empezard en el punto correspondiente a la
condicion  inicial 'y terminard en
(0.5,91(0.5)), construido por medio de 4
puntos de Euler infinitamente cercanos

Nimerc de polinomics cubicos

partiendo de la condicion inicial. El segundo
polinomio g,(x) se construye igual que el
primero, es decir, por medio de la
convergencia de 4 puntos partiendo de
donde finaliz6 g, (x) y termina en (1, q;(1))
y asi sucesivamente. La figura 8, muestra un
programa en el cual se resuelve la situacion
descrita.

Solucidén gréfica

5]

v

15
Lo

30
25 //
20

Figura 7. Aproximacion usando cada vez méas polinomios.
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mix ,y ]1=x-2%;
Kinicial = 07 Finieia1 = 107
Kiiral = 27 polinomios = 4;
Yo = Yiricial?
Efiral = Kiricial |

Xp = Hiricial s

longitudEnX =
polinomios

Ta.bleHDo[xl =xo g +4x, {i, 1, 3},
Dol[y¥; = ¥ia +m[xi3, ¥ial &x, {i, 1, 3}],

3 .o
X x X ¥
"

Xy~ Xp© Xp Yo

aproximada = Det[ X1

R
X2~ X2 ¥2

Xa

=
X3® H3® X3 Fs3

g0l = Expand [Solve[limite == 0, v]],
ge [ ] = =01[[1, 1, 2]],

1
3 1 Le
Y m?xmon 1 ], limite = L:i_mit[ [ﬂ._x} aproximada, Ax -+ 0] a
: 1
: 1

Ky = Kinicial + 2 longitudEnX, yg = d. [xn]}, {z, 1, polinomios}] 5

todos = Table[ Plot[g. [X], {X, Xinicia1 + (W - 1) longitudEnX, X;nicia1 + W longitudEnX},

PlotStyle -+ {Red, Thick}], {w, 1, polinomios}]:

graficahproximada - Show [todos, PlotRange - A11] ;
exactalx ] = WDSolve[{y'[x] = wm[x, ¥[®]], ¥([Hiricim1] = Viricima}, ¥[E], {X, Hirseimis Zearar }I1[[1, 1, 21];

graficaBxacta = Plot[exactal[x], {X, Xinicial, Xrina1}, PlotStyle » [Thick, Blue}, Axeslabel -+ {"x",6 "y"1]:

Show [graficafproximada, graficaBxacta, Axeslabel - {"x=", "y"}]

¥
10

=

Figura 8. Aproximacion por medio de la union de 4 polinomios cubicos.

Cabe mencionar que entre mayor sea
el nimero de polinomios usados, mejor es la
aproximacion, pero que converge a ésta de
una manera mucho mas rapida que los
métodos descritos anteriormente.

Conclusiones.

Los métodos descritos en este
articulo revisten una utilidad mas didactica
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que practica, ya que no se persigue mejorar
los métodos numéricos existentes para
aproximar las soluciones de las ecuaciones
diferenciales, sino mejorar los niveles de
comprension sobre la naturaleza de las
ecuaciones, sus soluciones, los limites y la
convergencia.
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En muchos de los problemas no
escolares, se hace indispensable, el uso de
estrategias numeéricas para aproximar la
solucion que posean un cierto grado
sistematizacion. Dicha habilidad no se
enfatiza en los ambientes escolares. El
desarrollo mostrado en este articulo muestra
una sistematicidad en los procesos de
aproximacion util en el campo didéctico.
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