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Tipo de oOrbitas para una accion holomorfa afin en una variedad compleja
Tipe of orbits for holomorphic affine on a complex variety

Benito L. Ostos C.!

Resumen

Dado una accion holomorfa afin @:Aff{C) x M —M del grupo Aff(C) del grupo sobre una variedad compleja M.
Se sabe que esta accion asocia dos campos holomorfos completos X e Y con X periddica de periodo 2mi y que estan
relacionados por el corchete de Lie mediante la relacion. [X,Y]=— Y. El conjunto singular de ¢ es sing(Zq)) esta dado
por los puntos p € M tal que Z,(p) = X(p) AY(p) =0

Se resuelve el siguiente problema: En sing (Z ) las orbitas de ¢ son biholomorfas a un punto, a C, a C** o al toro
complejo Ty en M — sing(Zw) y en las orbitas son biholomorfasaC* x C, C*xC*,C*xT, oT x C.

Palabras claves: Accion holomorfa afin; campos holomorfos completos; corchete de Lie.

Abstract

Given holomorphic affine action ¢:Af{C) x M —M of the group Aff{C) on a complex manifold M. It is known that
this action associate two complete holomorphic fields X and Y with X periodic of period and that related by the Lie
bracket by the relation [X,Y]=— Y. The singular set of ¢ it is sing(Zw ) and this one given by the points p € M such th
at Zy(p) = X(p) AY(p) = 0.

The following problem is solved: In sing (Zw) the orbits of ¢ they are biholomorphic to a point, to C, to C* or to the

complex bull 7and in M — sing(Z(P ) the orbits are biholomorphic to C* x C, C* x C*, C*x T, or Tx C.
Keywords: Action holomorphic affine; complete holomorphic fields; Lie bracket.

1. Introduccion

Este articulo es dedicado al estudio de foliaciones
holomorfas de codimension uno en una variedad
compleja de dimension por lo menos tres, que provienen
de acciones holomorfas afines. Una accion holomorfa
afin es una accion holomorfa @:Aff{C) x M —M del grupo
Aff(C) sobre una variedad compleja M de dimension m.

Se sabe que esta accidon asocia dos campos holomorfos
completos X e Y con X periddica de periodo 2mi y que
estan relacionados por el corchete de Lie mediante la
relacion [X,Y]=-Y. Esto implica que podemos definir una
foliacion holomorfa de codimension m — 2. Se estudia los
tipos de oOrbitas para ese tipo de acciones.

En esta direccion en el libro de César Camacho y Lins
Neto (véase [1]) se puede encontrar una prueba para
acciones afines reales y en la tesis de Rufo Cautinho
(véase [3]) es para acciones holomorfas afines sobre una
variedad de Stein M.

La contribucién que se hace en este trabajo es cuando M
es una variedad compleja cualquiera no necesariamente
es de Stein.

El presente trabajo de investigacion tiene los siguientes
objetivos:

- Sip € sing(Z,)entonces la orbita de la accion ¢ que pasa
por el punto p,Op (), es isomorfa analiticaa {p} o C o C*
al toro complejo 7.

- Las orbitas en M- sing(Z, ) de la accion holomorfa afin
¢ son biholomorfasaC* x C o C*x C*o C*xToT xC.

2. Materiales y métodos
Preliminares

En esta seccion se enuncian las definiciones y propiedades
que se usaran a lo largo del trabajo.

Acciones holomorfas y campos vectoriales

Sea G un grupo de Lie complejo con una operacion * y
M una variedad compleja. Decimos que ¢:G x M —-M
es una accion holomorfa del grupo G sobre la variedad
M cuando ¢ es un mapeo holomorfo y satisface las
siguientes condiciones:

1. ¢ (e,p) = p para todo p € M, donde e es la identidad
de G.

2. 9(91%920) = ¢(91,9(92,p)), paratodo g;, g1 € Gy
para todop € M.

El inverso de cualquier elementig € G es denotado por
g'. El grupo de isotropia, la oOrbita y el conjunto de
puntos fijos de esta accion es denotado y definido por
Gy(p)=1{g €G: o(g,p) = p}, 0p(p) = {@(g,p):g€EG}Y X(p)=
{r eM: @(g, p) =p, para todo,t € C}respectivamente.

! Benito Leonardo Ostos Cordero, Lima, Perti. Email: benitoostos@lamolina.edu.pe

294



Ostos, B. / Anales Cientificos 75 (2): 294-299 (2014)

En G se define la relacion de equivalencia ~ dado por:
91~ 92 © 91" * g2 € Gp(9) paratodo g1, 92 €G .

La clase de equivalencia de un punto g € G es denotado
por [g]y el conjunto cociente G/G, = {lgl: g €G} es
un grupo de Lie complejo. La aplicacion <71x:% > 0,(9),
definido por (/7X [g] =9 (g)esun biholomorfismo entre las
variedades G/Gp y Op (¢) (para estos resultados véase
[4]).

Cuando (G,*) = ( C,+) se obtiene un campo holomorfo
completo X definido como su generador infinitesimal, es
decir, para cada p € M se tiene

X(@) = 2 ? (t,P)l¢=0 . Lo reciproco también es cierto,
es decir: si X es un campo holomorfo completo en M se
puede asociar una accién holomorfa de C sobre M. Si
p EM— Y sesabe que Gp: Zw+Zw, y OP (p) es
isomorfo analitico al grupo cociente C/G_y que a su vez
es isomorfo a una de las superficies de Riemann C,C* o
al toro complejo 7 de dimension uno. A partir de aqui se
denota X (p)= o(t,p).

Definicion 1 Sean My N variedades complejas, X, Y dos
campos vectoriales sobre My N. Sipy g son dos puntos
de M y N respectivamente, se dice que son localmente
conjugados en p y ¢ si existen dos conjuntos abiertos
UcM,VcN,PeU,qeV yunbiholomorfismo
®:U >V, @) =q Alque pd o (X|y) = Y|, o ® -
Teorema 1 (Teorema del flujo tubular) Sea X un campo
vectorial sobre M y un punto p € M tal que X(p) # 0.
Entonces X es localmente conjugada en p y 0 € €™ al

2
campo constante —.
0zq

Para la prueba véase [8].

Definicion 2 Sean M y N variedades complejas y
f:N—M un biholomorfis-mo. Si X es un campo vectorial
holomorfo en M, se define un campo vectorial holomorfo

J* (X) en N por f* (X)(p) = Df * (fip)) . X(ip)), para

todop EN.

Sea X e Y dos campos holomorfos en M. Fijando un
puntop € Myotropuntot € R, el vector

v(t) = X (N ®) = DX_(X.®)) . Y(X:(»))
es tangente a M en p.

Definicion 3 El corchete de Lie de X e Y es un campo
vectorial [X,Y] definido por
X, Y1) = = (X ) ®))le=0)
Lemal Sea z: U € M — C™ una cartalocal. En

esta carta local se escribe x = ¥, ai% ey ym, bi%
i i

Entonces [X,Y] = X712, Ci% , donde

_ Z abl b aai =12
¢ = : afaz,- faz,- ,i=1,2,..,m
j=1

Para la prueba véase [1].

p EM

Accion holomorfa afin

Sea el grupo afin denotado como Aff(C),, es decir, el
conjunto de los automorfismos de C en C, este es un
grupo no abeliano con la composicion de funciones

afines. Ahora sea el grupo no abeliano C* x C con la
operacion (a, b)e (a’, b") == (aa’,ab’ + b).

Los dos grupos anteriores son isomorfos y en adelante se
considerara que ambos grupos son indistinguibles.
Definicion 4 Una accion holomorfa ¢:A4f(C) x M—M
del grupo Aff(C) sobre una variedad compleja M de
dimension por lo menos tres es llamada accion holomorfa
afin.

Por la operacién o del grupo C* x C se tiene:

Pist) = Pat)e (500 = P(1,t)°(s,0) , para todo
(s,t) € C* x C lo cual nos permite asociar dos acciones
una en C y la otra en C*sobre M:

YP: C"xM > My{:CxM-> M

(s0) » 9s0®@) &P » @apnl@) O
Seap: C x M — M definido como §;(p) = P(et,0)®)
para todo(t,p) € xM. Se puede probar de manera trivial
las siguientes propiedades:

1. ¥ es una accion holomorfa periddica de periodo
2mi, esto es para cada t € Cse cumple Peizqi = Pr

2. 9 (@) = Y(et)®@)

3. e @) = G, (W)

4.3 = @) n 2©)
Definiciéon 5 La accion ¢ es localmente libre si los grupos
de isotropia G, () son discretos. La accion es foliada si
todas las orbitas Op (¢) tienen la misma dimension. Se
denota por Z, =X AY la seccion global del fibrado
NT'M=TMATM (T’ M es el fibrado tangente
holomorfo), donde X e Y son los campos asociados a los
flujos y y { respectivamente. Usando el hecho de que
X(p) N Y(p) =0si ysolosiexisteuntal p € Cque,
se tiene que para cada punto en M fuera del conjunto
analitico sing(Z,) = {p € M:Z,(p) = 0} los campos X e
Y son linealmente independientes y esto es equivalente a
que ¢ sea localmente libre en cada punto de M — sing(Zg)
(véase [3,pp. 13]).Sea £ (p) la foliacion definido por las
orbitas @ en M — sing (Zg).
Los campos X e Y estan relacionados por el corchete de
Lie [X, Y] — Y. Esto se prueba de la siguiente manera

X;(N(p) = %(X—s oY 0 X5 )(®)le=0 %((P(e—s,o) ° Qe © Pes0)®) )le=o
= %(P(l,e‘st)(p)lr:o =e” %‘P(l.t)(p)h:o =e*Y(p).

Luego

X.Y1@) = X Dls=o = == YD)lsmo = ~Y®)

METODOLOGIA

El conjunto sing (Z¢) es un conjunto analitico de
codimensiéon mayor o igual

a uno. Fuera de este conjunto se tiene una
foliacion holomorfa FO(¢) de codimension dimM-2 dados
por las orbitas de la accion. Para cada p € sing (Z(p)

las oOrbitas son:
1. Si X(p) = Y(p) = 0 entonces O, (@) = p
2.SiX(p) =0eY(p) # Oentonces 0, () es isomorfo

a una de las superficies de Riemann: C*, C o al toro
complejo T.

3. SX(@)+0e Y(p) =0 entonces 0, (@) es isomorfo
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analitico a una de las superficies de Riemann: C* o al
otro complejo 7.

4.8 X(p)#0, Yp)# 0 y son linealmente
dependientes, se obtiene la misma conclusion que el caso
anterior.

Paracadap € M — sing(Z,,,) el grupo de isotropia es un
grupo discreto y se estudia las relaciones que hay entre
este grupo y los grupos de isotropia de las acciones que
provienen de los campos X (es decir, G, (%) ) e Y (es decir,

Gp ()

Los resultados previos al respecto estan descritos en el
Lema 2 y 3. El grupo de isotropia G,({) y G,(¥) son de la
forma:

1.{0}, Xy Z 0 Xy Z+ »37Z,donde Xy € C'yx;,x3E C
son R-linealmente independientes.

2.{1} o B%, donde B1 es de modulo# 0 y 1, o raiz de la
unidad, respectivamente.

Teniendo en cuenta estos lemas se analiza G, (p). Para

ello se fija un punto (a, b) en el grupo de isotropia G, (9):

1. Sia # 1conla| >1o0la| < 1entoncesG,(@)esisomorfo
a{wo}, Bfx{0}, BFx{0}, BRI x{0}, donde
B1 B, B3y B, S0n como en (3).

2. Sia # 1conla| = 1. Si existe algiin punto (c.d) € G,(p)

con |c] >1 o]c| < 1 escomo en el caso 1, en caso
contrario Gy (p) € {(c,d) € S* xC: c esraiz dela unidad}c §* x C
De esto se obtiene que es isomorfo a
BZx {0}, (DZx NZ(—1)2x (Ny Z + >3 Z).
Sia =1y fijemos un punto (c,d) € G,(¢) Si c # 1 hacer
lo mismo que en los casos anteriores. Si ¢ =1 .
Sea (@', ') € G,(p) .Si |a'|>1o0]la’| <1 sellegauna
contradiccion.Si a’ #1 con |a'| =1 estamoscomoenel
caso 2. Sia’ # 1se tiene entonces que

Gp@)c L={(Ly)ry€ C ydeesto G,(p) es
isomorfo a {(1,0)}, {1} x N Z, {1} x %, Z+ X3 Z
Ya que la orbita de la accion holomorfa afin en el punto

P 0p(@)  es isomorfo analitico a la variedad compleja
C*x C/Gp (@) s obtiene el Teorema 3.

3. Resultados y discusion

Los resultados de la investigacion estan dados en las
teoremas 2 y 3 de esta seccion.

Teorema 2 Sea ¢ es una accion holomorfa afin sobre una
variedad compleja M.

Sip €sing(Z,) entonces O (®) es isomorfa analitica a
a {p} o C o C* o al toro complejo T.

Demostracién: Teniendo en cuenta ¥ y { dado en (1) se
procede a la prueba.

Si X(p) =0eY(p) =0 entoncesOp(p) = {p}.
Si X(p) = 0eY(p) # 0 entonces
0p(@) = {@s0(@) : (s,t) € C'x C}
={Pan °Pis0®): (s,t) € Cx C}

={pan®@) :te C}
= Op(()
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y esto es isomorfoaCoa C*oaT.

Si X(p) # 0eY(p) = 0 se define una aplicacion
F:05(9) = 0@ como F (p(s®)) = 9s0)®) para todo
(s,t) ECx C

Sea F (<P(s.:)(p)) =
Luego se tiene
¢(s,t)-1o(s',t')(l7) = (P(1/s,—t/s)o(s’,t')(17) = @(s'/s,(t’—c)/s)(ll)
(1 (t'-t)/5)e(s'/5.0) @) = P(1,(t/=)75)° P (s'7s,0) (P)
= <P(1,(t'-t)/s)(P) = Db
estoes, @un®) = @ry®) lo cual prueba que F es
inyectiva. La sobreyectividad es evidente. Por lo tanto,
0, (¢) es isomorfa analitica a 0,(y) y esto es isomorfa a
CoaTl-
Si X(p) #0eY(p) # 0, entonces como X(p) e Y(p) son
linealmente dependientes y el grupo de isotropia G,(¢)no
es discreto. Luego la dimension de 0,(¢) es igual a uno,
lo cual significa que 0, (@) es isomorfaa 0,(¢) = 0, ) y
esto es isomorfaaC*oa T .

F ((ﬂ(s',u)(p)) , entonces @(s'/s,0)®) =P

Proposicion 1 Sea ¢ una accion holomorfa afin sobre una
variedad compleja My sea p € M —sing(Z,) , entonces ¢
es conjugado analitico en una vecindad de p a una accion
@ = Y o Xp , donde X2e Y son acciones en una

variedad de cero cuyos campos asociados son

a

9 0 _
v Zm )] +Z] 205 (Zz) o) Ziy )ECY =0

respectivamente. Aqu1 a; (0) # O para algin j € {2,3,...,m}

= [z, + h(zy, ...

Demostracion: Como Y(p) # 0 entonces por el Teorema
del Flujo Tubular se puede hacer un cambio de
coordenadas en una vecindad de p tal que y = % y en
este sistema de coordenadas se escribe !

X = Z}';l a; (24, ...,

Usando [X,Y]=— Y se tiene
3 E L
= 0z, ) 0z; 0z,
Esto daa =z + h(z,...,z )y las funciones a,...,a no
dependen de la variable z,. Luego X es,

= [z, + h(zy, ..., 2y )] +Z] 24 (23 ) 2y )aizj
Como en este 31stema de coordenadas X(0) # 0, Y(0)#0
y ademas son linealmente independientes entonces
a;(0) # Opara algan j € {2, 3,..., m}.
Definicién 6 Un punto p € M es un punto regular por ¢ si
@ si Z,(p) # 00 existe una funcion holomorfa 7, deﬁnldo
en una vecindad de p con h P =0y tal que Z es

holomorfo y no cero en p. Un punto p e M es llamado
un punto singular de ¢ si no es un punto regular de o.

a
Zm )6_z]

El conjunto de puntos singulares de ¢ es denotado por
sing(¢). Por la definicion anterior, sing(p) c sing(Z,)y
por M. Suzuki [9] sing(¢) es un subconjunto analitico de
M de codimensioén mayor o igual a 2. Por un argumento
de Hartogs (véase la Proposicion 11 de [5]) se puede
extender la foliacion £’ (¢) M—sing (Z(p ) a una foliacién
en M—sing(¢) lo cual denotaremos por F(p).

Algunos ejemplos



Ostos, B. / Anales Cientificos 75 (2): 294-299 (2014)

La foliacion F(p) puede tener hojas contenidas dentro
del conjunto sing(Zgﬂ). El siguiente ejemplo muestra que
sing(p) esta contenido estrictamente en sing(Z,) y no
tiene hojas dentro de sing(Z )-sing(¢).

Ejemplo 1 Sea
] ] 3
X(zl, Zy, 23) = Zla— ZZZE— 275 FP e Y(ZL Z3, 23) =

(2, + z3 +2z%) ;71 + (212, + 2125 + 23) ;72 + (2125 + 2125 + zf)aiZ3
dos campos holomorfos en €2 Se tiene que X(0)=Y(0)=0
y el corchete de Lie [X,Y] =—Y entonces podemos definir
una accion afin en C* que denotaremos que ¢ y que es
localmente libre en €3 — sing(Z,,). Veamos cual es este
conjunto singular.

3

a a a
= 2 2 _,2
XNY(2y,2,23) = (2, + 23 + 22) [( 22 + 222)_621 A_(?zz + (—z% + 2z5) o A6z3
a

]
+ 22, (-2, +z3)a—zz A 7
Se tiene que

sing(Z,) ={(21,22:23) : 25 + 23+ 22 = 0}U{(2y, 2,,23) : 22 — 22, = 0, 2, —
z3=0

El primero es un conjunto analitico de codimension uno y
el segundo es un conjunto analitico de codimension 2 que
viene ser sing(¢). El conjunto {(z, z,,z5) : z, + zs+22 =0}
esta contenido en sing(Z(p) y no es invariante por la
foliacion F(¢).

Ejemplo 2 Sea una accioén afin @ : Aff(C) x C* - C3
definido por

P (2, 22.23) = (t+ 52, + 1 — 5, $722,, §7323),
donde »2X3€Z

Los campos X e Y asociados a esta accion son:

F) 2 F) a
X(z1,25,23) = (2, — 1)E+>\2 Z 5ot NaZag € Y(z,2523) =

0z3 E
Como se puede ver X(0,0,0)£0, Y(0,0,0) 20y Xe Y

son linealmente dependientes en (0,0,0). En este ejemplo
2y(21,25,23) = X(21, 2, 23) NY (24, 25, 23) =
-y G Ry .
2 %2 0z1 0z, 343 0z, 0z3
de esto se tiene que (0,0,0) € sing (@) -
Tipo de orbitas

Sea @: Aff(C) x M - M una accidn afin en una variedad
compleja M de dimensiéon por lo menos 3. Cuando
p € M —sing(Z,) el grupo de isotropia G, (¢) es un
subgrupo discreto de C*x C . De ahi G,(¥) ¥ G,({) es
isomorfo a {(s.0) : ¢s0®) =p} € 6,(@) ¥ {(1,6) : Puy®) =P} € Gy(@)
respectivamente. Luego el grupo de isotropia  Gp(¥) un
subgrupo discreto de C*y G,({) es un subgrupo discreto
de C. Ademas el grupo de isotropia () también es discreto
enC.

Por un lado se sabe que los grupos discretos de € son de
la forma:

{0, MiZy X2Z+ X3Z )
donde XqEC* y X3, x3€C son R linealmente
independientes. Por otro lado los grupos discretos C* de
estan dados por (véase [6,pp,5]:

{1}, Bt, BY v BEBY - ®)

donde B,, B, son ntimeros complejos de modulo distintos
de cero y de uno mientras que [,, B, son nameros
complejos con raiz de la unidad. Aqui gZ%:= {g:n € 7}.

Es claro que G,(¥)xG,(¢) es un subconjunto pero no
necesariamente es un subgrupo de G, (¢). Al tomar
el producto cartesiano de G,(¥)con G,({) se tiene grupos
discretos en (C* x C ,0):

1. {(1L,0)}, (1} x MZ{1}x (X2 Z+ %37),

2. BEx{0}, BEx Ny Z con B, EZ, BEX (NyZ+ %3Z)confB, EZ,
3. BEx{0},(—1)%x N Z, (—1)%x (»y Z+ %3 Z),
4

. BEBEX{0}, BE(—1)2x %, Z con B3 €
Z, BE(—1)% x (N3 Z +>4 Z) con f; € L.

Lema 2 El grupo de isotropia G,({) y G,(®) son de las

formas:

1.{0}, »1Z >;Z+ »3Z ,donde X;EC* y x; »; € Cson
R-linealmente independientes.

2. @, g% , donde ﬂl es de médulo #0 y 1, o raizde la

unidad, respectivamente.

Demostracion: La primera afirmacion es claro ya que
G,(g) es un subgrupo discreto cerrado de C .

Como ¥ es un flujo periddico de periodo 2 7i se tiene que
2miZ < G,(P) entonces G,(P) es de la forma

2mi 7 o 2miZ+ BZ , “)
donde 2mi Z y B son R-linealmente independientes.

La otra opcién posible es G,(¥) = v,Z + y,Z, donde ¥ y
Y2 ambos distintos de 27i Z pero IR -linealmente
independiente. Usando e%@®) = G, () y este ultimo es
discreto en C* tiene que |e’:| # 1 y e?z raiz de la unidad,
es decir, existe un k€N tal que k2 =1 . Como
2mi € G,(P) entonces 2mi = y;m + y,n , donde
m,n €7Z . Multiplicando por k luego elevando la
exponencial tendremos

(1'0) — eZnik — eylkm eyzkn — eylkm

esto es una
en (4)

Ahora aplicando médulo 1 = |e¥z|™k
contradiccion. Nuevamente usando %® = 6, )
se tiene el resultado deseado.

Lema 3 SiG,y)=pZ, donde B, esde médulo#0y 1,0
raiz de la unidad entonces el grupo cociente C*/ G,(¥) es
isomorfo analitico al toro complejo 7.

Demostracion: Primero tenemos que el grupo de isotropia
Gp(¥) = 2miz + Bz, donde ¢/ = B,. Se sabe ademas que
C/G,(P) es isomorfo analitico al toro complejo 7. Luego
el isomorfismo es el siguiente

f:C/ Gp(‘/;) - C/ Gp(lp)
t+Gy(P) o e Gy ().

La funcion f'estd bien definido: Sea t, y t, dos elementos
en ( tales

que —t +t; €G,(P) entonces e ti+tz € G,) y
esto implica que
£t +6,(8)) = £ (&2 + 6, (@)

Lafuncion fesinyectiva: Sea f (t +G, (15)) = G,(P)entonces
por definicion de ftendremos etG, () = G, () y esto es

etebr(@) = gGp(P) , luego t+G,(P) = G,(P) + 2miz pero
estoest + G,,(l[}) = ap(lp).
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En el siguiente teorema se prueba los tipos de orbitas que
se encuentran fuera del conjunto sing(Zg ), para ello se
usa la misma técnica dada en la Proposicion 4 de [1,pp.
171].

Teorema 3 Las orbitas en M-sing(Zp) de la accion
holomorfa afin ¢ son biholomorfas a

CxCo CxC'oC'xT oTxC.
Demostracion: Sea H = Gp(p) este es un subgrupo

discreto cerrado de C*x C (aqui p esta fuera del conjunto
analitico sing(Zp)). Fijemos un punto (a,b) €H .

Caso 1. Sia#1conla| > 1olal <1

Como a # 1 entonces (a,b)" = (a™, b(a™ —1)(a — 1) 1),
para todon € Z . Fijando otro punto(c,d) € H se tiene

ha = (@,b) ™o (c,d)e (a,b)" = (¢, - [bc(1 = a™) +b(a™ = )] + da™")
Sia]>1 (en el caso de que |a| < 1 tomar (a,b)'= (a',—b/a)
y hacer el mismo analisis) entonces

limy, o hy, = (c,(bc —b)/(a — 1) = h € H) . Por ser H discreto
se tiene que 4, = h para todo ™ =M lo que implica que
(a,b)o(c,d) = (c,d)o(a,b) esto es b(c—1) =d(a—1) . De
todo esto obtendremos que

HcL={(x,y)E CxC:b(x—1)=(a—1)y}.
Sea f: ¢x{0} » Ln ¢ x ¢ definido como f'(s5,0)=(s.k (s-1)),
donde k = b /(a—1). Es claro que f es un isomorfismo
entre estos dos grupos. Entonces f! (H) sera una de las
siguientes formas {(1,0)}, BZ x {0}, B% x {0}, BZBZ x {0},
donde B,, B,.B, yB, son como en (3). El ultimo caso
no se da debido a que

Gy(9) = {(5,0) € C xC: ¢(s0/() =p } = G, () x {0}
es isomorfo a BZ B% vy esto es una contradiccion con el
Lema 3.

Caso 2. Sia# 1 con|a]=1 (de esto se tiene que la sucesion
(a™)n=1n0 es convergente). Si existe un punto (c,d) € H con
lc] > 10 |c| < 1 entonces es como en el caso 1.

Veamos como es H cuando la primera componente de sus
puntos esté en el circulo unitario. El conjunto

< (a,b) >:={(a,b)* = (a®b(a®-1)/ (@ —1)):n € Z}

esta contenido en el cilindro ST x C y es un subgrupo de
H. Si a no es raiz de la unidad entonces

<@bh>=Lntxodonde L ={(x,y) € CxC:b(x—1) = (a—1y}.
Como H esun conjunto cerrado se tiene que Ln (s1xC) c H,
esto produce una contradiccion con el hecho de que H es
discreto. Por lo tanto a es raiz de la unidad y esto implica
que < (a,b) > es un conjunto finito contenido en AH. Por
lo tanto:

H c{(c,d) € S*xC: cesraizdelaunidad } c S* x C.

Sea
f:Cx{0} - LNCxC
(5,0) » (s,k(s—1))

donde k = b/(a—1). Esta aplicacion es biyectiva. Como
<(a,b) > es un subgrupo de H entonces f~1(< (a,b) >)es
un subgrupo de S'. Seam: € x € - € dado por 7n(s,f) =s.
Todas las imagenes reciprocas, z~*(a™) n H , para cada son
isomorfas a un tnico subgrupo discreto de C. Por lo tanto
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H es isomorfa a uno de los siguientes grupos:

BEx {0}, (w1)%x %y Z,(-1)%x (%, Z+ X3Z)
donde f,es raiz de la unidad x; € C*y X, Xg/
nameros complejos R -linealmente independientes.

Caso 3. Sia=1ysefijaunpunto (c,d)€H.Sic# 1se
sigue los pasos como en los casos anteriores. Sic = 1,
sea (a’,b’) € H entonces

h,= (a',b')™ o (Lb) o (a',b")" = (1,ba'™)
Sila’| > 1 tomando el limite tim, .k, = (1,00 y como H discreto
se tiene que a partir de un n grande (1, ba’™™) = (1,0) y esto
implica a’ = 0 produciendo una contradiccion. Se tiene el
mismo resultado cuandola’| >1 . Sia’ # 1conle’| = 1estamos
como en el caso 2. Si |a’| =1 se tiene entonces que

Hcl={1y):ye C},

es claro que L es isomorfo a C , por lo tanto H toma uno
de las siguientes formas:

{10} {13 x N Z {1} x X Z+ X3 Z

Luego la variedad compleja C* x C/G,(¢)
siguientes formas posibles:

Cx C/{(1,0)}~ C'x C

Cx C/({1}x \Z) =~ Cx C*

Cx C/{1}x Ny Z+ 3Z) =~ CxT
C'xC/BEx{0}~ TxC

C*x C/BEx{0}~ C'xC

Cx C/((-D:x{»,Z}) ~ C'x C

Cx C/((—DPx (2 Z+ %3 Z)) ~ Cx T
C'x C/BEBEXx {0}~ TxC,

tiene las

® N ok wb—

donde »;, X3, X3, By, By Bz:omoen (2)y(3). Ademas
el simbolo =~ indica isomorfismo analitico entre ambos
conjuntos.

Por lo tanto la orbita de que pasa por el punto p es
isomorfo a una de las siguientes formas posibles

C*x C,C*xC*, C*xT,T x C,donde T es el toro complejo
de dimension uno.

A partir de aqui se construyen explicitamente estos
isomorfismos analiticos.

Para C*x C/({1}x »,Z) = C* x C*
aplicacion
F:CxC/{1}x XZ - C x(C/N\Z)
(s,t)  » (s [t/sD.
a) F esta bien definido
Sea (s',t") € [(s,t)] es decir que
(s, )% (s',t") = (s'/s, (t' — t)/s) € Gp() = [1] x X\ TZ)
entonces existe m € Z tal que (s'/s,(t' —t)/s) = (1,x m)

se considera la

comparando términos s’ = sy t'/s’ —t/s =xmy esto
implica que t'/s’ € [s,t]

b) F es inyectiva

Sea F([(s,t)]) = F([(s',t")]) entonces s = s" y [t/s] = [t'/s']
de esta tltima igualdad existe m € Z tal que
t'/s'—t/s=xm estoimplicaque t'—t=xms y
esto significa que [(s, t)] = [(s',t)]
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c) F es sobreyectiva
Sea (s, [£]) € C* x (C/~ Z), tomando t = s +x ms se tiene
que F(s,t) = (s, [t/s]) = (s, [E+xm]) = (5, [E]D) .
Por lo tanto la orbita de ¢ es isomorfo a C* x (C/X Z),
esto es isomorfo a C* x C* .
Para €* xC/ B x {0} =~ C*xC . Como B, es raiz de la unidad
entonces se puede escribir %=/, donde p,q € z con >0
Se define la siguiente aplicacion
¢/ PL > ) BE
[tle ~ [eflc

y se prueba que es una biyeccion.
ParaC* x C/ BZBZ x{0} =~ T x C . Ya que BY BN con B,
de modulo distinto de cero, uno y B, es raiz de la unidad
setienee® = By y e?™P/4 =B, con ¢ € C y p.q €Z con
q > 0. Definiendo la aplicacion

¢/ (az+"2) > '/ B} B

[tle = [efle

es otra biyeccion. Luego €*/ pZ, €*/ BE B es isomorfo
aC*ya T, respectivamente.

Cuando p € M — sing (Zq,) entonces por la Proposicion
1 la accion holomorfa afin ¢ es conjugada analitica a ¢°
en una vecindad de p. La accion holomorfa afin ¢° esta
dado por dos campos holomorfos:
X°(z1,'2) = (2, h(D) 52+ STtp 0 (2) ai
con a;('0) # O para algiin j = 2,...,mypor Y°(z,,'z) = % .
A partir de esto se tiene

0 01 02 0
Pln(@ = (t+ 9{50) (@), 9020 (), 005 (2) )
para todo (s,¢) en una vecindad abierta V'de (1,0) enZ* x €
Aqui <p?sj'0)(0) # Opara al menos unj =2,...,m y paras en
una vecindad de 1 en C*.
Ejemplo 3 Sea ¢ : € xCxC™ — C™ una accion afin
holomorfo definido por
P2 =t —k+ (z; +k)s, s72z,, ...

donde k € C ylos »j s pertenecen a 7 con al menos
algun X;# 0. Como

, s™mz,)

1) s L 22 0,0 0,2
olZ) =2 7 9z, ' 0z, trszs 0z, 6zl+m+)\m>\m 0z, 0z,
Se tiene  sing(Z,) = {(21,0,..,0): z; € € . El grupo de

isotropia es G,(p) = {(s,t) € C' xC: t —k + (z; + k)s = z;,5™z; = z
paratodo j=z2,..,m} .Si z=(z,0,...,0) entonces

G,(@) cL—{(0,z,+k)},donde L={t—k+(z, +
k)s =z} ; esto implica que es isomorfo a un subgrupo
discreto de C*. Si z=(z,,...,z, ) con algin z # 0 para
Jj €{2,3,..m} entonces s>/ = 1. Por lo tanto G, (¢) es un
conjunto finito isomorfo a BZ , para algin B, raiz de la
unidad.

Esta misma accion se puede extender a una accion
holomorfa afin en el espacio proyectivo complejo
CP(m) de dimension m. Sea Uy = {[zy : 2 : ...t Zy] ¢ 2o # 0}
y el biholomorfismo @, : U, » €™ definido como

Bo(lzo ¢ 21t i 2p]) = (21/20,22/20, s Zm/Z0) .
Ahora consideremos la composicion

Boto @i e Bollzo: 21t vt zp)) = '[1 t—k+ (i+k)s : s"zz: Sxm%]
=[zo: (t —k)zo + (2, + kzy)s : s™225: .1 S™mz, | .

Sea @ : € x Cx CP™ - CP™ definido por

G(zg: 2yt ot Z]) =20 (t—k)zp + (21 + kzp)s : 72252 ... s™mzy, |
Se prueba sin mayor dificultad que es una accidon
holomorfa afin bien definida en CP™

4. Conclusiones

En sing(Zw) las orbitas de son biholomorfas a un punto, a
C, € o al toro complejo T; mientras que M —sing(Z,) las
orbitas son biholomorfas a C* x C, C,C*xTeaT xC.
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