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Resumen

En el presente articulo se presentan varias tareas que han sido disefiado para evaluar la
comprension que tienen estudiantes de cursos de calculo sobre el objeto matematico
antiderivada. Las tareas se han diseflado tomando en cuenta las sugerencias Yy
recomendaciones del amplio bagaje de investigaciones sobre didactica del calculo con las que
se cuenta a nivel internacional. Asi mismo, se detalla el anélisis ontosemiotico de cada una de
las tareas propuestas, lo cual da evidencia de la red de objetos y procesos matematicos —y sus
vinculos— puestos en juego en las actividades de comprension de la antiderivada. El resultado
de este estudio muestra que las tareas aqui descritas pueden ser aplicadas a estudiantes
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universitarios (o estudiantes de cursos de célculo que hayan estudiado la antiderivada), y
podrian ser adaptadas para abordar el estudio de dicho objeto matematico.

Palabras clave: Antiderivada, Comprension, Calculo, Disefio de Tareas, Analisis
Ontosemidtico.

Some tasks to evaluate the understanding of the mathematical object
antiderivative

Abstract

In this article several tasks that have been designed to assess students' understanding of
calculus courses on antiderivative mathematical object are presented. The tasks are designed
taking into account the suggestions and recommendations of the extensive background
research on teaching calculus with which it has internationally. Also, the ontosemiotic
analysis of each of the proposed tasks is detailed, which gives evidence of the network of
mathematical objects and processes - and their links - put into play in the activities of
understanding the antiderivative. The result of this study shows that the tasks described here
can be applied to college students (or calculus courses students who have studied the
antiderivative), and could be adapted to address the study of the mathematical object.

Keywords: Antiderivative, Understanding, Calculus, Tasks Design, Ontosemiotic Analysis.

Algumas tarefas para avaliar a compreensao do antiderivado de
objetos matematicos

Resumo

Neste artigo, sdo apresentadas vérias tarefas que foram projetadas para avaliar a
compreensdo dos alunos dos cursos de calculo sobre o objeto matematico antiderivado. As
tarefas sdo projetadas levando em consideracdo as sugestdes e recomendagdes da extensa
pesquisa de fundo sobre calculo de ensino com a qual tem internacionalmente. Além disso, a
analise ontosemidtica de cada uma das tarefas propostas € detalhada, o que evidencia a rede
de objetos e processos matematicos - e seus links - colocados em pratica nas atividades de
compreensdo da antiderivada. O resultado deste estudo mostra que as tarefas descritas aqui
podem ser aplicadas a estudantes universitarios (ou alunos de cursos de calculo que estudaram
a antiderivada) e podem ser adaptados para abordar o estudo do objeto matematico

Palavras-chave: Antiderivada, Compreensdo, Célculo, Design de Tarefas, Andlise
Ontosemiotica

Introduccion

El objeto matematico antiderivada, tal como la conocemos hoy en dia, esta relacionado con
otras nociones del calculo infinitesimal, tales como la derivada y la integral. Dichas nociones
han sido objeto de diversas investigaciones en las cuales se han producido resultados



relevantes, entre los que podemos destacar: sobre los procesos de aprendizaje (Sfard, 1991,
Tall, 1991; Artigue, 1995), estrategias y procesos de ensefianza (Czarnocha, Loch, Prabhu &
Vidakovich, 2001; Labrafia, 2000; Robles, Del castillo & Font, 2012), y uso de tecnologia
(Depool, 2004, Robles, Del Castillo & Font, 2012), entre otras. En el caso particular de la
antiderivada, se han realizado estudios sobre la reflexion de los estudiantes al abordar reglas
de integracion (Metaxas, 2007); historicos-epistemoldgicos (Gordillo & Pino-fan, 2016); v el
uso de tecnologia (Ponce-Campuzano & Rivera-Figueroa, 2011).

La comprension de los objetos matematicos en el calculo infinitesimal ha sido abordada
desde diferentes marcos tedricos de la educacion matematica, como el propuesto por Sfard
(1991), el cual sugiere que a través de los ciclos mentales de interiorizacion, condensacion y
reificacion, se logra la comprension de un objeto matematico. Gray y Tall (1994), por su
parte, proponen tres ciclos para la comprension, procedimiento, proceso, preconcepto, con
los cuales se logra la comprensién de objetos matematicos. Kintsch (1998) utiliza un marco
tedrico para la comprension de objetos matematicos que coincide con elementos y supuestos
de la teoria de registros semidticos y en particular con la contraccion semiética (Duval,
2006b). Kintsch propone abordar tareas, como si fueran una férmula, reconociendo simbolos
y decodificando para dar una percepcién global y situarla en un modelo adecuado para
resolver y lograr comprension. En este mismo sentido, Perie y Kieran (1994) proponen un
proceso no lineal, creciente, estratificado, compuesto por ocho niveles: Primitive Knowing
(PK), Image Making (IM), Image Having (IH), Property Noticing (PN), Formalising (F),
Observing (O), Structuring (S) y Inventising (I), y sefialan que una vez alcanzado el ultimo
nivel, un estudiante se puede desvincular de la situacion concreta y estara preparado para
efectuar lo que ellos denominan folding back, donde se creard un nuevo conocimiento o se
modifica uno existente.

En este articulo se presentan algunas tareas que han sido disefiadas para evaluar la
comprension de la antiderivada como objeto matematico. La propuesta que se presenta en este
documento, para evaluar la comprensién de dicho objeto matematico, toma en cuenta dos
aspectos fundamentales que hoy en dia parece que se han olvidado en la ensefianza
tradicional: el acercamiento intuitivo y la conjetura —aspectos que hemos fundamentado con
evidencia obtenida a partir de un estudio histérico-epistemoldgico sobre la antiderivada
(Gordillo & Pino-Fan, 2016)—. Dichos aspectos, tal como lo sustenta Tall (2009), favorecen la
participacién activa de un estudiante. De igual forma, y compartiendo las posturas de
Doorman y Maannen (2008), permiten dar indicaciones sobre como evoluciona una nocién y
su desarrollo conceptual.

Marco Referencial y metodologico

Comprension de los objetos matematicos

Aunque, como hemos visto anteriormente, existen diversas posturas para entender la
comprension, de acuerdo con Font (2001) y Godino, Batanero y Font (2007), hay dos maneras
bésicas de entenderla: como proceso mental o como competencia. De acuerdo con estos
autores, estos dos puntos de vista responden a concepciones epistemoldgicas que, como
minimo, son divergentes, por no decir que estdn claramente enfrentadas. Los enfoques
cognitivos en la Didactica de las Matematicas, en el fondo, entienden la comprension como
proceso mental. Los posicionamientos pragmatistas del Enfoque Onto-Semiotico (EOS), en
cambio, llevan a entender, la comprensioén basicamente como competencia y no tanto como



proceso mental. Es decir, se considera que un sujeto comprende un determinado objeto
matematico cuando lo usa de manera competente en diferentes practicas.

Esta manera pragmatica de entender la comprension, implica concebirla también como
conocimiento y aplicacion de las normas que regulan una practica. Se trata, pues, de un punto
de vista que procura dilucidar la inteligibilidad de las acciones humanas clarificando el
pensamiento que las informa y situdndolo en el contexto de las normas sociales y de las
formas de vida dentro de las cuales aquéllas ocurren. Es necesario aclarar que, dentro del
EOS, enfoque tedrico al que nos apegamos en este estudio, el término conocimiento se utiliza
en ¢l sentido de ‘“constructo epistémico—cognitivo general que incluye comprension,
competencia y disposicion” (Pino-Fan, Godino & Font, 2010, p. 209). La disposicion, o
capacidad, se relaciona con la nocion de objeto matematico y didactico personal, es decir,
aquello que posibilita la practica. La competencia se relaciona con las préacticas matematicas
de los sujetos y a la activacion, en dichas practicas, de la configuracién ontosemidtica
cognitiva adecuada, la cual deberia estar idoneamente acoplada a la configuracion
ontosemiotica epistémica de referencia (Pino-Fan, Godino & Font, 2011) y al contexto en el
que se desarrolla la practica. La comprension como lo afirma Pino-Fan (2014), tiene que ver
con las relaciones —vistas desde las perspectiva de la congruencia matematica— que se deben
establecer entre todos los elementos que intervienen en la configuracion ontosemioética
cognitiva (o epistémica, en el caso de préacticas institucionales) que activa el sujeto para
resolver determinadas situaciones/problemas. En el apartado 2.3 describiremos lo que se
entiende por configuracion ontosemiotica (epistémica y cognitiva).

Criterios para la seleccion de las tareas

El disefio de cada una de las tareas busca que el objeto matematico se use de manera
competente en diferentes situaciones. En el proceso de construccion de las tareas
consideramos dos criterios para la seleccion de cada una de ellas. El primer criterio considera
que los problemas/situaciones deben proporcionar informacién sobre el grado de ajuste del
significado personal de los estudiantes respecto del significado global u holistico del objeto
antiderivada (Gordillo & Pino-Fan, 2016). Para lograrlo, se incluyeron tareas que activan los
diversos significados parciales de la antiderivada.

El segundo criterio fue que los items seleccionados, siguiendo la postura de
investigaciones como las de Font (1999), Pino-Fan (2014) y Crisdstomo (2012), respondan a
los diferentes tipos de representaciones para la antiderivada. Asi mismo, como parte de este
criterio hemos considerado los resultados obtenidos de un estudio histérico-epistemologico
con el cual realizamos la reconstruccién del significado holistico de la antiderivada a partir de
la caracterizacion de las practicas matematicas, representaciones, conceptos, proposiciones,
procedimientos y argumentos, que se emplearon a lo largo de la historia y que dieron lugar a
la emergencia, evolucion, formalizacién y generalizacién de dicho objeto matematico
(Gordillo & Pino-Fan, 2016). En este sentido, las tareas ponen en juego los siguientes tipos de
representaciones para la antiderivada (y también para las funciones asociadas a ésta):
descripcion verbal, grafica, formula (simbdlica), tabular, icénico y sindptico (mapas
conceptuales).

De esta forma, y dada la complejidad que tiene el planteamiento de una sola tarea que
satisfaga o evalle ambos criterios al mismo tiempo, las tareas se seleccionaron de manera tal
que, a lo largo del instrumento CNM-Antiderivada, se complementan para evaluar dichos



aspectos. Otro factor relevante para la construccion de los items, es la reconstruccion del
significado holistico de la antiderivada (Gordillo & Pino-Fan, 2016). De acuerdo con
D’Ambrosio (2013), la comprension de los objetos matematicos depende de la comprension
de como se originan y de sus motivaciones para el desarrollo.

Herramientas metodoldgicas para el analisis de contenido de las tareas

En este trabajo hemos adoptado los posicionamientos pragmatistas que nos brinda el marco
tedrico conocido como Enfoque Onto-Semidtico (EOS) del conocimiento y la instruccion
matematica (Godino & Batanero, 1994; Godino, Batanero & Font, 2007). En el EOS se ha
introducido una tipologia de objetos matematicos primarios: situaciones/problemas, lenguajes,
definiciones, proposiciones, procedimientos y argumentos. Estos objetos matematicos
primarios estan relacionados entre si formando redes de objetos intervinientes y emergentes
de los sistemas de practicas, lo que en el EOS se conoce con el nombre de configuraciones.
Estas configuraciones pueden ser de tipo epistémicas (redes de objetos institucionales) o
cognitivas (redes de objetos personales).

Asi, para la realizacion de una préactica matematica y para la interpretacion de sus
resultados como satisfactorios, se necesita poner en funcionamiento determinados
conocimientos. Si consideramos, por ejemplo, los componentes del conocimiento para la
realizacion y evaluaciéon de la practica que permite resolver una situacion-problema (e.g.,
plantear y resolver un sistema de dos ecuaciones con dos incognitas), vemos el uso de
lenguajes, verbales y simbdlicos. Estos lenguajes son la parte ostensiva de una serie de
conceptos, proposiciones y procedimientos que intervienen en la elaboracion de argumentos
para decidir si las acciones simples que componen la préctica, y ella en tanto que accién
compuesta, son satisfactorias. En consecuencia, cuando un agente realiza y evalla una
practica matematica, activa un conglomerado formado por situaciones/problemas, lenguajes,
conceptos, proposiciones, procedimientos y argumentos, articulados en la configuracion de la
Figura 1 (Font & Godino, 2006, p. 69).

La definicion de objeto como emergente de los sistemas de practicas, y la tipologia de
objetos primarios, responden a la necesidad de poder describir los sistemas de practicas, con
el fin de compararlos entre si y tomar decisiones en el disefio, desarrollo y evaluacion de
procesos de ensefianza y aprendizaje de las matematicas.

\:‘,> SITUACIONES - PROBLEMAS J

MOTIVAN = -
- RESUELVEN

EXPRESA Y { DEFINICIONES (CONCEPTOS) ]

SOPORTA

PROCEDIMIENTOS

/" REGULANEL

\, o uso ‘,

\,

PROPOSICIONES ]
INTERVIENEN Y —_— ==
CONDICIONAN JUSTIFICAN

s
ARGUMENTOS
e’ l

Figura 1. Configuracion de objetos matematicos primarios
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Estos objetos matematicos primarios que conforman la configuracién, se manifiestan de
diversas maneras durante la actividad matematica: el lenguaje con el cual nos referimos a
ellos, que a su vez evocan a conceptos o definiciones, los cuales se vuelven operativos
mediante procedimientos y propiedades asociadas, que a su vez se manifiestan durante la
solucidn de las tareas matematicas. Ademas, cada uno de los objetos matematicos primarios
puede ser considerado desde distintas facetas o dimensiones duales (Godino, 2002): personal
— institucional; ostensivo — no ostensivo; unitario — sistémico; expresion — contenido;
extensivo — intensivo. Godino, Font, Wilhelmi y Lurduy (2011), sefialan que tanto estas
dualidades como los objetos matematicos primarios, pueden ser analizados desde una
perspectiva proceso—producto, lo que conlleva a considerar los siguientes procesos:

e Institucionalizacion — Personalizacion.
e Generalizacion — Particularizacion.
e Descomposicion/Analisis — Composicion/Reificacion.
e Materializacion — Idealizacion.
e Representacion — Significacion.
La emergencia de los objetos matematicos primarios considerados en el modelo (Figura
1) llevan asociados, respectivamente, los procesos de problematizacion, comunicacion,
definicion, algoritmizacion, enunciacién y argumentacion. La Figura 2, muestra el desglose, y

las interacciones, de los objetos matematicos primarios, las facetas duales desde las que éstos
pueden ser vistos, y los procesos que llevan asociados.
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Figura 2. Configuracién de objetos y procesos matematicos

En esta figura se puede observar el papel central que tienen en el EOS las
situaciones/problemas y las précticas realizadas para resolverlas, asi como su dependencia de
los contextos institucionales en que estas tienen lugar.



Las redes de objetos y procesos que hemos descrito, suelen recibir el nombre de
configuracion ontosemidtica (Pino-Fan, Godino & Font, 2015), y pueden ser de caracter
epistémico o cognitivo, segun se refiera a objetos y procesos matematicos institucionales o
personales, respectivamente. En este documento utilizaremos la herramienta configuracion
ontosemidtica epistémica para realizar detalladamente el analisis de los contenidos que se
movilizan en las practicas necesarias para resolver las distintas tareas.

Analisis del contenido que evaluan las tareas

A continuacion se muestra el desglose del andlisis de contenido de cada una de las
tareas; tarea, solucion plausible, analisis ontosemidtico, contenido curricular que evalta la
tarea y principales dificultades en la resolucion.

Tarea 1: significados verbales de la antiderivada

Esta tarea (Figura 3), es una pregunta clasica que se ha realizado en diversas investigaciones
(Badillo, 2003; Hahkioniemi, 2006; Habre & Abboud, 2006; Bingolbali & Monaghan, 2008;
Badillo, Azcéarate & Font, 2011; Pino-Fan, Godino & Font, 2013) para explorar los
significados de los estudiantes sobre una nocion matematica especifica.

Tarea 1. ;Qué significado o significados tiene para ti la antiderivada?

Figura 3. Tarea 1: significados verbales de la antiderivada
Solucion plausible
Al tratarse de una pregunta de caracter global, se espera que los estudiantes proporcionen
alguno de los elementos de la lista de los posibles significados de la antiderivada, tales como:

e Es un procedimiento para obtener una familia de funciones, a partir de una funcién que
ha sido derivada.

e Esla primitiva de la funcion f(x).
e Eslaintegral indefinida de una funcion f(x).

Analisis ontosemiotico:

Debido a la generalidad de la tarea (tanto la cuestion como el tipo de solucidn esperada), no
se realiza para ésta el desglose operativo de las configuraciones de objetos y procesos del
analisis epistémico. Basta con sefialar que tanto los elementos linglisticos, conceptos,
proposiciones y argumentos subyacentes a las posibles soluciones de la tarea son de caracter
verbal (Pino-Fan, Godino & Font, 2013). Las descripciones verbales de los estudiantes no
requieren conexiones entre los distintos significados de la antiderivada, bastandoles con



recordar los usos y significados que han dado a dicho objeto a lo largo de su formacién
académica, para proporcionar su respuesta.

Contenido curricular que se evalla:

La tarea 1, evalua las diversas acepciones de la antiderivada, personales e institucionales.

Principales dificultades para su resolucion:

Es posible que la mayoria de los estudiantes respondan de forma errada “proceso inverso de
la derivada”, sin recordar (o tener conocimiento) de que la finalidad del proceso conlleva a
encontrar una familia de funciones a partir de una funcién que se ha derivado.

Tarea 2: modelo sindptico estructurado

Esta tarea (Figura 4), se disefio con el fin de determinar si los estudiantes organizan redes
alrededor del objeto bajo estudio, en nuestro caso la antiderivada. Esta organizacién de redes
jerérquica de conceptos o mapas conceptuales, son instrumentos de organizacion y de
representacion de conocimientos. Estos mapas conceptuales pueden ser interpretados como
modelos sindpticos de descripcion estructurada de un sistema (Bencomo, Godino &
Wilhelmi, 2004), que suelen ser representados mediante grafos, en cuyos vértices se colocan
objetos. De esta manera, para la busqueda de una respuesta a una cuestion, se organiza y
representa el conocimiento mediante redes de objetos.

. .. . . . . d. . .
Tarea 2. Piensa en las siguientes expresiones: integral indefinida, d—i, velocidad, derivada,

integral, drea entre dos curvas, f'(x), antiderivada, ff f(x)dx, integral
definida, teorema fundamental del calculo. Elabora un mapa conceptual
utilizando las expresiones anteriores y otras que tengas en la mente, y explica

posibles relaciones entre ellas.

Figura 4. Tarea 2: modelo sindptico estructurado

Solucioén plausible

La Figura 5, corresponde a una de muchas organizaciones de algunos términos del calculo
infinitesimal que pueden dar los estudiantes.
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Figura 5. Un mapa conceptual de términos del calculo infinitesimal

Anadlisis Ontosemiético:

Debido a la diversidad de organizaciones que se pueden presentar, no se realiza para
ésta el desglose operativo de las configuraciones de objetos y procesos del analisis
epistémico. Sin embargo, la construccidn que presenten los estudiantes permitira identificar
conflictos epistémicos esenciales, tales como el aceptar o no la correspondencia entre las
redes propuestas. Ademas, el analisis de los mapas conceptuales desde el punto de vista del
EOS, permite que se identifiquen las facetas duales de los elementos primarios que se ponen
de manifiesto en este tipo de tareas, por ejemplo:

La dualidad contenido-expresién puede identificarse en el uso de los conceptos y/o
proposiciones en los diferentes registros.

e La dualidad personal-institucional, en el proceso intencional de hacer evolucionar el
significado personal hacia el institucional pretendido.

e La dualidad ejemplar-tipo, en los argumentos de los estudiantes mediante ejemplos al
describirlos como representantes de una clase de objetos mas general (formal).

e La dualidad no ostensivo-ostensivo, determinado por la necesidad del registro escrito
para facilitar el contraste de las diversas producciones de los estudiantes.

e La dualidad sistémico-elemental, en el papel articulador que cumple la nocion de
antiderivada en todo el discurso, resaltando las conexiones matematicas entre las
entidades primarias involucradas.
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Contenido curricular que se evalla

La tarea 2, evalUa la organizacion de conceptos del calculo infinitesimal y la determinacién de
relaciones entre las nociones dadas y otras nociones propuestas por el estudiante, en particular
evalla el reconocimiento del objeto de estudio como parte de un elemento de célculo
infinitesimal.

Principales dificultades para su resolucién:

Es posible que algunos estudiantes no agreguen nuevos términos a los dados en la tarea o que
no se expliquen las conexiones entre los términos.

Tarea 3: diferencia integral — antiderivada

Esta tarea (Figura 6) se disefid de acuerdo con lo encontrado en el estudio historico-
epistemoldgico realizado por Gordillo y Pino-Fan (2016). En él se encuentran diferencias
conceptuales entre los objetos matematicos integral y antiderivada. De esta forma la tarea
propuesta ayuda a explorar en los estudiantes la diferencia conceptual sobre estas dos
nociones.

Tarea 3. ;Existe alguna diferencia entre las nociones de integral y antiderivada? Justifica
tu respuesta.

Figura 6. Tarea 3: diferencia integral - antiderivada

Solucioén plausible

Una respuesta a la pregunta de la tarea propuesta, es: si existe, la nocidn de integral es
generalizacion de una suma de infinitos sumandos infinitamente pequefios en un intervalo.
Generalmente si la integral es definida, esta asociada a los conceptos de area o volimenes de
solidos, cuyos resultados particulares son nimeros o cantidades de magnitud, mientras que la
antiderivada es un procedimiento para obtener una familia de funciones a partir de una
funcién que ha sido derivada, y en la que sus miembros difieren por una constante.

Anélisis ontosemiotico
A continuacion se presenta un andlisis de los elementos lingiisticos, conceptos/definiciones,

propiedades/proposiciones, argumentos y procedimientos, y sus significados, que se espera
sean activados en la solucién de la tarea.
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Elementos linguisticos

2

e La sentencia de la pregunta “existe diferencia...” implica andlisis que conlleve a la
determinacion de “idea basica”, en este caso, de dos objetos matematicos del célculo
infinitesimal, integral y antiderivada, objetos matematicos que comparten la misma
simbologia.

Conceptos/Definiciones

e Integral. Suma de sumandos infinitamente pequefios en un intervalo cerrado
o Integral definida. Dar limites al proceso de sumacion en una funcion definida

e Antiderivada. Procedimiento para obtener una familia de funciones, a partir de una
funcién que ha sido derivada.

Propiedades/Proposiciones

e Para comprobar que la antiderivada de una funcién es correcta, basta con derivar.

e Al asignar un valor especifico a la constante de “integracion” se obtiene un miembro de
una familia de funciones.

e Al obtener la famila de funciones de una funcion que ha sido derivada y seleccionar el
mienbro cuya constante se hace cero (primitiva), es esta primitiva la que se utiliza para
aplicar el Teorema Fundamental del Célculo.

Procedimientos

o Reflexivo-verbal. En el cual se describen relaciones o diferencias que se piensan sobre la
integral y la antiderivada.

Argumentos

e Verbal-deductivo. Basado en los conceptos/definiciones sobre las dos nociones

Contenido curricular que se evalla:

El contenido curricular que se evalla con la tarea es la diferencia conceptual del objeto
matematico integral y el objeto matematico antiderivada.

Principales dificultades para su resolucion
En esta tarea se prevé que el estudiante no encuentre las diferencias entre estos dos objetos y

responda que no existen diferencias, que éstas son lo mismo y los términos sinGbnimos.

Tarea 4: funciones elementales
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Esta tarea (Figura 7) se disefi6 de acuerdo con lo encontrado en el estudio histdrico-
epistemoldgico sobre la antiderivada (Gordillo & Pino-Fan, 2016). EIl recorrido historico
evidencio un significado parcial para la antiderivada dado por Euler, al determinar que sélo
las sumas infinitas expresadas como funciones elementales poseen primitiva, es decir, en
términos contemporaneos lo anterior puede ser expresado como “dado el integrando de una
funcion, si éste se puede expresar como funcion elemental, entonces tiene antiderivada”. De
no ser asi, se debe acudir a métodos numéricos para calcular la integral en limites
establecidos.

Tarea 4. ;Es posible tener una funcién en R, que se pueda integrar pero no tenga
antiderivada? Justifica tu respuesta.

Figura 7- Tarea 4: funciones elementales

Solucion plausible

Una respuesta a la pregunta de la tarea propuesta es: Si, es posible. Una funcion que tiene
antiderivada se puede expresar como funcién elemental, es decir, puede ser expresada como
suma, resta, multiplicacién, division o composicion de otras funciones usando un numero

finito de operaciones algebraicas. Un ejemplo es la funcién f(x) =ﬁ, ésta puede ser

expresada como producto de otras dos, h(x) =x y g(x) = ﬁ . Hay funciones que no

. - .z 2
pueden ser expresadas como funciones elementales, por ejemplo, la funcién f(x) = e*". Por
lo tanto, con la expresion fexzdx no es posible encontrar antiderivada. No obstante, si es

. . ., ;- .. . 5 2
posible calcular la integral de la funcion con limites definidos, por ejemplo, fl e* dx, que se
puede calcular por medio de integracion numeérica.

Andlisis ontosemidtico
A continuacion se presenta un analisis de los elementos lingisticos, conceptos/definiciones,
propiedades/proposiciones, argumentos y procedimientos, y sus significados, que se espera

sean activados en la solucion de la tarea.

Elementos linguisticos

e Laexpresion “funcion en R ”, equivale a un elemento transformador, en el que interviene
un dominio y un recorrido que conlleva un conjunto numérico

e Laexpresion “Integrar”, refiere a un procedimiento matematico.
e Laexpresion “antiderivada”, refiere a un concepto matematico.

Conceptos/Definiciones

e Funciones en R, las cuales se particularizan en aquellas que cumplan con la condicion
exigida en la tarea.



13

Integral, dado como proceso suma de infinitos sumandos infinitamente pequefios.

Funciones elementales, entendidas como funciones puede ser expresada como suma,
resta, multiplicacion, division o composicién de otras funciones usando un namero finito
de operaciones algebraicas. Al ejemplificar una funcién, una de ellas puede ser la

funcion, f(x) = ﬁ

Funciones transcendentes. Entendidas como funciones que transcienden al algebra y no
pueden ser expresadas como una funcion elemental. Al ejemplificar una funcién, una de

-z 2
ellas es la funcion, f(x) = e*".

Propiedades/Proposiciones

Algunas funciones que tienen antiderivada, se pueden expresar como funcién elemental.
Hay funciones que no pueden ser expresadas como funciones elementales.

Procedimientos
Reflexivo-verbal. En el cual se describen las diferencias entre relaciones o diferencias
que se piensan sobre la integral y la antiderivada.

Ejemplificacion con casos particulares. A partir de ejemplos de funciones elementales y
de funciones transcendentes, se puede dar respuesta a la tarea planteada.

Argumentos

Empiricos, en los cuales se traten de encontrar ejemplos para confirmar o refutar cierta
hipétesis.

Basado en los ejemplos de funciones elementales y transcendentes, propuestos en los
procedimientos y con los conceptos/definiciones dados anteriormente.

Contenido curricular que se evalta

La tarea 6 evalUa los siguientes contenidos:

Funciones elementales, concepto matematico asociado a un tipo de funciones que cumple
las condiciones de ser expresada como suma, resta, multiplicacion, division o
composiciones de funciones.

Integracion numérica. En el sentido dado por un procedimiento para el célculo de
integrales definidas.
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Principales dificultades para su resolucién:

En esta tarea se prevé que el estudiante no responda correctamente si no hay conocimiento
matematico sobre las funciones elementales y las funciones trascendentes, tal como se
propone en la solucién plausible.

Tarea 5: aplicacion de la antiderivada a la economia

La tarea 8 (Figura 8) puede verse como una pregunta clasica de aplicacion que se presenta en
algunos libros de texto universitarios con orientaciones a las ciencias econdmicas (Haeussler,
Paul & Wood, 2008; Arya & Lardner, 2004). Fue incluida para explorar la capacidad de
relacionar la nocion de antiderivada con otros objetos matematicos en otros contextos. En este
sentido, esta tarea es evaluadora de conocimiento y comprension parcial de la nocion
matematica en contextos diferentes al matematico.

Tarea 5. En economia, la razéon de cambio del costo total (C,) con respecto a la

cantidad q de unidades se llama Costo Marginal (Cyy), asi Cyy = I;; suponga
d

que la funcién de costo marginal de un producto esta dada por d—? =5q%—q

¢ Determine la funcion de costo total ?

Figura 8. Tarea 5: aplicacion de la antiderivada en economia

Solucioén plausible

Para determinar la funcién de costo total, dada una funcién de costo marginal, se deben
separar las variables Cr y q; asi, dC; = (5q — q)dq. Verificamos que las funciones dadas

sean elementales y procedemos a encontrar la antiderivada para cada uno de los elementos en

la igualdad [ Crdq = [(5¢®> —q)dq , esto es, Cp = §q3 —%qz + C . Esta ecuacion
proporciona el costo total C; de producir un producto con g unidades, donde C € Ry C
representa el costo fijo de producir de la cantidad g unidades.

Analisis ontosemiotico

A continuacion se presenta un analisis de los elementos linguisticos, conceptos/definiciones,
propiedades/proposiciones, argumentos y procedimientos, y sus significados, que se espera
sean activados en la solucion de la tarea.

Elementos linguisticos

e La expresion “Determine la funcidn...”, sentencia que alude a un proceso de
algoritmizacion del cual emergera un procedimiento para encontrar la funcion costo total.

dCr

- 5q2 — q. Expresion simbdlica que refiere a la funcion de costo marginal.
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e “g”. Letra que refiere a una variable que representa la cantidad de unidades de lo que se
produce.

e Laletra Cr, que refiere a la funcion de costo total.

Conceptos/Definiciones

e Funcion de costo marginal. Funcion que describe el incremento que sufre el costo cuando
se incrementa la produccion en una unidad; es decir, el incremento del costo total que
supone la produccion adicional de una unidad de un determinado bien.

e Funcion de costo total. Funcion que da el costo que se tiene al producir una cierta
cantidad de unidades de un producto.

e Antiderivada, como procedimiento que permite obtener la funcién de costo total a partir
de una funcion de costo marginal
Propiedades/Proposiciones
e Laderivada de la funcién de costo total es una funcion de costo marginal.
e La antiderivada de la funcion de costo marginal nos permite obtener la funcién de costo
total.

Procedimientos

e Método de variables separables para solucion de ecuaciones diferenciales ordinarias de
primer orden y primer grado. Dada una funcion de costo marginal se deben separar las
variables Cr y q; asi, dCr = (5q% — q)dq. Verificando que la funcion dada es elemental,
procedemos a encontrar la antiderivada para cada uno de los elementos de la funcion.

Argumentos

e A partir de la proposicion, la antiderivada de la funcion de costo marginal permite
obtener la funcion de costo total. Asi, el costo total es el significado (institucional) que en
las ciencias econdmicas se le confiere a la antiderivada de la funcién de costo marginal.

Contenido curricular que se evalta

La tarea 8 evalUa los siguientes contenidos:
e Funciones y su aplicacion a temas de la economia.

e Uso de las “reglas basicas de integracién”, entendidas como una técnica para encontrar la
familia de funciones a partir de una funcion que ha sido derivada inicialmente.

e Aplicacion de la antiderivada y sus propiedades a temas de la economia.
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Principales dificultades para su resolucion

Se prevé que el estudiante no identifique los simbolos y la notacion propios de la
economia.

Fiabilidad y validez de contenido de las tareas

Con la finalidad de afianzar la fiabilidad y la validez del contenido de cada una de las tareas;
validez entendida como la coherencia e integridad en argumento e interpretacion como lo
describe Kane (2013), las tareas se sometieron a revision mediante el juicio de expertos. Para
el estudio se contacto a seis expertos® del area de la Educacion Matematica con especialidad
en temas de célculo, que pertenecen a las siguientes universidades: Universidad de Antioquia,
Colombia (E1); Pontificia Universidad Catdlica de Valparaiso, Chile (E2); Universidad
Autonoma de Querétaro, México (E3); Universidad de Sevilla, Espafia (E4); Universidad de
Barcelona, Espafia (E5); Universidad Auténoma de Barcelona, Espafia (E6).

Para facilitar la colaboracion de los participantes de este estudio, a cada uno de los
expertos se les envio un formulario en la que podian opinar libremente, para cada una de las
tareas, sobre el grado de relevancia de cada uno de los siguientes aspectos:

1. Distintos significados del objeto antiderivada.
2. Representaciones activadas tanto en los enunciados como en las soluciones plausibles.

3. Contenido matematico de las tareas en relacion con el objeto antiderivada; es decir, el
vinculo de la antiderivada con otras nociones matematicas relevantes para su
comprension.

4. Ausencia de algun contenido relevante.
5. Redaccion y comprension de los enunciados.

Para cada uno de los puntos anteriores, los expertos podrian elegir una puntuacion entre
1y 5, siendo 1 nada relevante y 5 totalmente relevante. Adicionalmente, se les proporciono
espacios donde podian plasmar sus opiniones por tarea, y de todas las tareas en general. Las
respuestas de los expertos, contribuyeron a la mejora de las caracteristicas y a la adecuacion
del nivel de dificultad de las tareas.

En general, las tareas fueron aprobadas y avaladas por parte de los expertos, tanto los
enunciados como en las soluciones plausibles de las tareas. La tabla 2 muestra la puntuacion
media otorgada por cada uno de los expertos.

® Para este estudio estamos utilizando la palabra “experto” en el sentido de Profesor Investigador asociado
a una universidad, reconocido por la comunidad académica por sus publicaciones en revistas de alto impacto
registradas en bases de datos de tipo ISI/Web of Knowledge, SciElo, SCOPUS, ERIH, ZDM o Latindex; y
experiencia de mas de 10 afios en didactica de calculo.
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Tabla 1.
Puntuacién media por experto a las tareas
Experto Puntuaciéon Media
El 5,0
E2 4,8
E3 4,4
E4 4,2
ES5 50
E6 5,0

Puntuacién en escala (1 a 5); Media= 4,722

Para determinar la calificacion de cada experto, se promedié la puntuacion asignada a
cada uno de los criterios evaluados para cada una de las tareas. Como se puede observar en la,
la media total obtenida fue de 4,72 puntos. En la version definitiva de las tareas se incluyeron
las sugerencias y recomendaciones de cada uno de los expertos, estas recomendaciones
estaban orientadas en la mejora de la redaccion de algunos enunciados y considerar algunos
elementos adicionales en las soluciones de las tareas, estos elementos de recomendacion
corresponden a la dificultad que tiene un estudiante para resolver la tarea propuesta y que fue
anexado en el analisis ontosemiotico

Para que la fiabilidad y validez de contenido de cada una de las tareas fuera lo mas alta
posible, ademéas de las sugerencias de expertos se realizaron, por tarea, los analisis de
contenido detallados que se presentaron en la seccion 3. Dicho andlisis, que denominamos
analisis ontosemiotico, junto con las herramientas tedrico-metodolégicas contempladas para
Ilevar a cabo este tipo de estudio, han sido sugeridos y utilizados con el mismo fin en diversos
estudios (Pino-Fan & Font, 2015; Pino-Fan, Godino & Font, 2013), y se prevén como
potentes para analizar, caracterizar y tener un buen grado de validez de contenido en el disefio
de tareas como el que aqui presentamos.

Reflexiones finales

En esta investigacidn, presentamos el disefio algunas tareas que nos permiten evaluar y
caracterizar el conocimiento y las practicas matematicas sobre la antiderivada, de estudiantes
de los primeros cursos universitarios. La nocién de conocimiento (conocimiento matematico),
desde un punto de vista pragmatista como el adoptado por el EOS, incluye y vincula las
actividades de comprension, competencia y disposicion, las cuales intervienen en las practicas
matematicas que se desarrollan con la finalidad de resolver un problema.
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Esta forma pragmaética de entender el conocimiento, ha sido considerada en el disefio de
cada una de las tareas, toda vez que las tareas requieren para su resolucion de la movilizacion
congruente tanto de los diversos registros de representacion para la antiderivada (Duval,
1995; 2006a), como de la diversidad de significados parciales de dicha nocion matematica
(Gordillo & Pino-Fan, 2016).

El anélisis ontosemidtico (contenido y curricular), y las posibles dificultades en la
resolucion de las tareas, realizado para cada una ellas; anterior a la aplicacion de las tareas,
permite observar, describir y predecir la actividad matemética como un complejo conjunto de
practicas matematicas realizada por estudiantes universitarios al resolver las tareas propuestas,
alrededor del objeto matemaético. Practicas donde se pueden identificar, la configuracion de
objetos y procesos matematicos primarios; propuestos por el marco teérico del EOS, que se
ha denominado analisis ontosemidético.

Este analisis ontosemidtico utilizado en cada una de las tareas, se prevée como una
herramienta potente para poder identificar y analizar y tener un buen grado de validez de
contenido. Herramienta tedrico metodoldgicas del EOS, que es validada y utilizadas en otros
disefios de tareas (Pino-Fan & Font, 2015; Pino-Fan, Godino & Font, 2015).

Por otro lado, afiadido a lo anterior, el estudio mediante juicio de expertos ha dado
evidencia que el disefio de cada una de las tareas, en efecto miden-e evalGan lo que se previo
en los analisis de contenido, y que se realiza para cada una de ellas. Quedando sustentado el
hecho de que, el instrumento disefiado y descrito a lo largo de este articulo, si evallGa la
articulacién de los significados institucionales y personales, respecto a la antiderivada, dando
asi argumentos validos para determinar que cada una de las tareas es evaluadora de
conocimiento y comprension parcial, y en su globalidad evaluadora de comprension,
competencia y disposicién de la nocién antiderivada.
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