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RESUMEN

Se muNtra 18 equlvalmda en teorfa de eonvergeDe18 de doe de1lDieioDes de .ub8ocesi6n, uti-
lisando tanto 108 flltroe como lu red ••

En 18Uteratura maiem!tlca, es frecueote eDeODtrar lu liguleote8 dOll de1lnJeiODefJ del coaeepto
de aubeuees16D:

Defbdei6D 1. (ReTiata ColomblaDa de Matem4tlcu, Vol.xVI, No.3, 1912, pig. 83) Una

fuuei6D 9 : N - N " llama propia 8i el coujuoto pre-imageo de eada DtUooro natural " &nito.
Una RlCes16n S· Ie llama 1DUl mbncesi6D de una mces16n S de pm:;.'1:o8 en X, S: N - X, X un

coujuoto, u exiate una fuocl6u propia I, tal que S· = 5., 1a compfL1ic:i6ude fuudODeli.
DoflDiel6D ii. (Apoatol, ToM. Aon1Iis Matemitieo, Adjgoo Wesley,l068.) Una mbeueesi6u de

I :N- X 88 1a eompuelta de la fuDci6n J CODuna fuucl6u k :N- N eetrictameDte creciente.

Para .1 lector uo experio, eRu doe deflDiciOD. pareeerWa estar leJ08 la una de la otra Y IOU
.lin, eo 10 que re8p8Cta a au CODTergeocla. El objeto de esta Dota, resultado de charlas eD
DO cuno de topolog:(a de pregrado, • IDOIJtrar que, medlaDte 1a uilllsacl6D de 1a teona de 1a
ecDTergencia de 81tl'Oli,0, 1& teona de eODvergenclil de ...0., iu propiedad. de CODTergeDcia

de 1a nce8i6D, Ie beredaD exaeiameDte 19ual, lIObre eoa1quiera de esias doe deflnlcloDe8 de

IUblucesl6D; .. dedr, en ieona de cODTergeac1a eUu coiDcldeo.
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UTILIZACION DE LOS FILTROS

apuntes

1. DEFINICION. Sea X au ccmjauto. Una colecci6u J c 2x ,de .abCcmjunD de X, .Ilamada

un 81tro IObre X, 8iI

1) • ~ 1
Ii) ~¢1
ill) SI A,B E J entontes An BEl
Iv) SI A e J '1 A c B eutoDeetl B E J.

2. DEPINICION. Sea B c ~ una Colecd6D DO vact. de IUbcou,iuntoe DO vacfo. de X. B 8e

llama UDa hue de &ltro para X, al 8e cumple: Dadoe A.B e 8 eutonees, exi8te C e B tal que
CcAnB.

El nombre de base Ie juatifica, '1a que taemoe el ligaiente a-ultado.

SI B 81 UDa hue de 81tro para X, entonces la colecd6n

1 = {UIUcX,y,BCUplnalgl1nBeB}

• on ftltro 10m X. Lo notamoe J =< B > .

3. DEFINICION. Dad08 d08 81tro. J,9 .obm x, declmo8 que J .. mU lIDo que g, II g C J.
En el cue en que J = < 8 >I 9 = < C > fJ8to es eqtdft1ente a declr que, para cada elemento
C e c, exl8te B e 8 tal que Bee •

•• DEFINICION. Una famllla r c 2x ee llama una topolog{a para X, l1ee cumple.

i) • e r
U) X e r
ill) SI A, B E r eDtoDces An B e r
Iv) Si {At} • una co1eccl6D eu r, eatone. UAt e r.

LoI elementoe de r IOD llamadOi ablertoe, '1 dado un z EX deeimoe que V eX .. 1IIUlvedDdad
de x, Iimate U e r tal que z e U c V. Note que el coajDDto 11. de todu ....... iDd.d. de z
formaD un 81tro para X.

CoD 1aa c1eflDicioue uterione pod... de8Dir Ia cODnrpada de IIIUl .a_em 88 DD 8Ipac:io
topol6gieo, un CoajDDto COD1IIUl topoIogfa.
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Dec:imoe que la me.-iem (:1:.) de punt<» del_patio topol6gieo (X,r), eODYerge al puntO:l:,:" _
e, Iii. Para cada Tecindad V de z, ..un en V todOi 101 t4b'min0l de la IUCni6n, eueptaandlj
qull6s un n11mero flnlto de e11oa.

La que equiTale a declr:

fara eada veclndad V de z, exlJte nn entero p0I1t1vo n e N, tal que, 11m > n entoneee :." e V I
que a IU Tes ell equiTalente a,

Para cada veciDdali V de 2:, eiiate UDentero po81tivo n EN, tal que {Z•• 2:a+l •... } C V.

El 8ltro elemental J uociado ala IUcesiOu (z.), es e1 flltro que tiene como hue el coujunto E
de 101elemeutoe de la forma

B.;;; {/(n),/(n+1), ... }, ?leN

doude I 88 la funci6n I :N- X de nuatra MgUIlda definiei6n de lUb8ucllli6n.

Por 10 anterior nue8tra deflDici6n de convergencla 88 equi'Yalente a:

Par:r eada veclndad V de oZ, existe un B.. E 8 tal que B.. C V,

ellto es,

£1 8ltro J es mU fluo que el flltro V:rde las veclndades de 2: es decir, V:rC J.

Ahora, lea ,. e1 8ltro elemental asoc1ado a la funcl6n f 0 k : N - N - X. La hue 8' de este
8ltro esU dada por 108elemeDtOi de la forma

BII(i) = {/(k(i)),I(k(i + 1)), ... }, i e N.
En estoe t'rminOll, para que la "sub8ucai6n" 10k berede 1aI propiedad88 de convergencia de

I, 10 que uecaituDoe a:

El filtro T' es mU fluo que el filtro J, esto a, J C J', 0, Carla e1emeuto de B coutiene un

elemento de B'; 10 que equivale a declr que,

Dado un elemento Ba E B existe un BII(_) E B' , tal que, BII(.o) C Ba,

10 que equiTale a,

Dado ft e N, exl.ie meN tal que,

{/(k(m)),I(k(m+ I)), ... } c {J(n),I(a+ I) .... }.



apunteB

P ra obtener .. to dltimo .. luficimte que,

Dado n E N, existe mEN tal que {k(m),k(m + I), ... } c in, Il+ I, ... }

y para obtener etta dltlma cond1cl6n necet1tamoe que:

(1) No existe A C N, A lnBDito tal que k(A) sea acotado.

Pues 8i para A = {"h, "12, ••• } el conJunto {k( ml), k(m2),"'} .. acotado por alg40 peN, entonc.
para {p,p + I, ... } DO Ie puede eDCODtrar meN tal que {k(m),k(m + I), ... } C {P,P+ I, ... } pDel
8iempre exiatir.l un 1ni e A COD1ni > m tal que k( 1ni) < p.

6. PROPOSICION. La cODdici6D (1) 80bre la fuoci6D Ie, Ie c:umple" y 8610" Kill propia.

DEMOSTRACION. Si k-1(n) .. 8nlta para cada n E N, entoDeee dado A uo cooJuoto ln8nlto,
k(A) DO ell acotado, PU88 de _rio, exi8tUU uo II eNtal que A c A;-1(1)U k-1(2} U ••• U ,rl(p), 10
que impllca que A • flDIto. SI DOexlate A c N, A inflDlto tal que itA) .. a acotado eDtoDC.
i-1(n) • finjto para cada n E N, pu .. 8i para alg40 pEN, 1-1(p) • inflDito, eDtoDC. el

conjunto A = {m E NI1(m) = p} .. infinito Y IU imagenpor Ie. lU:otada.

Para la. suflclencla, IUPOogamoe que Ie es una func16n propla Y lea n E N an natural dado;
coD8lderemoe el cooJuoto T = i-I ({I, 2, ... , n}) el coal 88 ftnlto Y llameJD08 t al m4xlmo de T.
Entoncell, para m - t + 1 ee tieDe que {k(m), k(m + I), ... } c {n,,, + 1, ... }. Paell de 10eootrario
k(m+i) ~ in, n+ I, ... } para a1g'4o iEN, m+i E T y etto cODtradlce lamaY1malldad de t. Luego
para que (:,.) -+ z lmpllque %1I(a) -+ z, ba8taque k satlsfaga cualqulera de laB condldoDell en la8
doe de8nlciODell de aubAceA6A.

UTILIZACION DE LAS REDES.

6. DEFINICION. Sea D on coojonto DOvacfo '1 ~ UDa relaclon eo D.

EntoDe. (D,~) 811un coDjunto dirigido Ii y 8610Ii satiaface:

i) ~ .. trao.itiva
ii) ~ 88 reflexiYa
iii) Si 4, beD, entooc8I m.te c e D tal que c ~ 4, C ~ b.

If. DEFINICION. Sea X un coDjunto. Una red S eo X, et una fuDC16DS: (D,~) -+ X dODde

(D,~) et un coojonto dlrlgldo. ASia Dotam08 como (Zll)4ED.
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8. DEFINICION. Sean (Da, ~a), (D,~) doe coujuntoe dirigidoe, '1, S : (D,~) - X una red en
X. Dada N: (D·,~·) - (D,~) una red en D, tal que para cada p E D exine p' E D· COD la

propledad de que:
d' 2:. p' implica. N(d') ~ p.

Declmoe que 18 red SoN: (Da,~') -+ X eM una lubred de S.

9. DEFINICION. Dado un espacio topo16gico (X. f). decimol que la red (~)~ ED converge al
punto p e X, ai '1 &610 ai, dado cualquier vecindad V, de p. exiate un do ED, tal que para cada
d ~ do, tenemoe que Zt e V,.

Por npuellto, para ada mbred de una red convergente, tambil§n ell convergente at miamo
punto.

Dada una IUc88i6n f :N - X ella • una red lOb..., X. Luego Ii k 88 una funci6n k : N - N ,k
• una red, para que, 10k: N - X MIa subred de I,Decesiiamoe que Ie aatisfaga

Para cada n e N, exiate un mEN tal que Ii p ~ m, mtonc .. k(p) ~ n.

De esta condiciOn inferimoe que:

I) No exilte A c N, A lnflnito tal que k(A) sea acotado.

Poet! Ii q 88 una cote para /c(A), entoDces para et!te q Ie Degarfa la exiltencia del m en la

condicl6n de mbred.

81 1) Ie utbface, entoncel dado n eN, Ilea r = maxk-1 ({I, 2, ... ,n}); Ii m ell tal que m ~ r + 1,
para p ~ m tenemoa /c(p) ~ n.

Por la propoaici6D 6, podelDOl cODcluir que

Dada una IUc.wn ~ eo el apacio X, Ii k ea una funci6D propia de N en N, 10k: N - X ea
IUbred de I. Lo que implica que,

Si ~ -+ z entonces Zt(.) - %.

Una &vUualiaaci6D" de la equivaleDcia de estal dOl detinicioDea de IUbsoceei6n Ie podrta
plantear en 108 IlguleDtee Wrmln08; dada una 8uceal6n cODvergente en un eepaclo topl6g1co
X, pod8D108 ... petlr flnltamente cuantoll ~rmln08 queramoe 'Y aJ miImo tiempo podemoe dti-
0I'deDarl08, I1Dque tie altere 18 conwrgenela.
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