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Resumen

Luego de analizar con cierto detalle los espacios topologicos ordenados, en especial desde
el punto de vista de su convexidad, Be prueba que ellos son completamente normales, Be

clasifican sus subconjuntos convexos Y Be ponen de presente las dificultades para establecer
homeomorfismos entre ellos y ciertos subcobjuntos convexos bien conocidos de los mimeros•reales no estandar,

L INTRODUCCION

En el presente articulo (X, c) siempre sera un conjunto X no vacio totalmenete ordenado

por una relacion "<" de orden estricto.
Para todo par de elementos a, b de X con a < b, definimos el intervalo abierto de extremOila
t b como

(a,b) = {zEXla<z<b}



�4 aportu

Por ejemplo, para {l,2,3,.} con el orden 1 < 2 < 3 <., el conjunto de todos sus interval
a.bierios es

((1,2) = ;, (1,3) = {2}, (1,4) = {2,3}, (2,.) = {3}}
N6iese que no existe un intervale abierto al cual pertenezca. ni el primero ni el 1ilti
elementos del conjunto,

La eolecei6n A de los intervalos abiertos de X genera una topoIogla, llamada la topol
del orden de x, ala eual notaremos T <.

Para el ejemplo anterior,

T < = {;, {2}, {3}, {2, 3}, {I, 2, 3, .}}.
Puesto que la intersecci6n de dos intervalos abiertos es siempre un intervalo abierto, bastati
agregar X mismo a la colecci6n A para obtener una base de la k>poIoglaT -c. En el ejemplc
dado, la iinica vecindad tanto del primer elemento como del ultimo, es el espacio complete,
10cual muestra que en general T < ni siquiera es un espacio To (de Kolmogoroff), ya que no
existe una vecindad del primer elemento al cual no pertenezea el tiltimo, ni una del ultimo
al cual no pertenezca el primero.

Una cola abierta (I, -) = {% E X II < %}, tampoco serfa un conjunto abierto ya que BU
adhereneia viene a ser todo el espacio,

Para obtener topologies de orden con posibilidades de poseer algunas propiedades de sep-
ancien, en adelante cuando digamos upuio lopol6gicoordertUo X, Be entendera un conjunto
no vacfo totalmente ordenado, aiD prlmero Di 6Itlmo elemestoe, dotado de su topoIogla del
orden T <.

En este caso la sola colecci6n A de los inierval08 abiertos es una base de T <, ya que si b
es coalquier punto de x, existiJin c < b (no bay primero) y ; > b (no bay Ultimo), luego
bE (c,di y X coincidira con la uni6n dp. todos sus intervalos abiertos.

La. coW ablertu ("',4) y (4, -) seran entonces IUbco~UDtoe ablmo., puesto que si por
ejemplo b e ("',4), existira c < b Yasf b sera punto interior de (...,4) ya que be (C,4) ~ ( ... ,4).

EB entonces inmediato que eI espaclo topol6gico ordenado left To 1 TI, ya que si , < 9
son puntoe dad08, ("',9) sera una 'Iecindad de, a la coal DO pertenece q, Y (,,-) sera una
vecindad de q,a la cual no pertenece,. Si entre, y q no existen punioe del espacio, las colas
("',q) y (,,-) ~ran vecindades disyuntas de, y q respectivamente. Si existe centre, y.q ,
o sea, p < c < q, entonces (... , c) y (c, -) seran vecindades disyuntas de p y q respectivamente,
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luego el espacio ordeoado sera Tz 10 Hausdorff).
Mas aiin, tenemos la siguienre

25

PROPOSICION 1. Un espacio topo16gico ordenado (ism extremes'] es regular.

Sean F un subconjunto cerrado de un espacio ordenado X y p un pun to que no pertenece
do F. Como p EX - F Y este es abierto, existe (a,6), vecindad de p, contenida en X-F.

I C\. I I 1
i) Si entre GYP no existen puntos de X y entre p y 6 ta.m.poco,entonces (a, b) = {p} sera
abierto, y como {p} es cerrado por ser el espacio Tl, se tiene que X - {p} = (.....,p) U (p,-j
tam bien sera abierto. {p} y X - {p} seran lo- abiertos que separan a p y F.

ii) Si tanto entre a y p como entre p y 6 existen puntos e y d de X, digamos a < c < p < d < b,

entonees (c,d) y (-,c)u (d,-) son abiertos que separan a p y F.

iii) Si existe c en X tal que a < c < P < b pero 6 es sucesor inmediato de v, entonces (c.b) y
(-, c) U (p, -) son los abiertos disyuntos que separan a p de F.

AnaJogamente se procede si p es sucesor inmediato de g. pero entre p y b existen puntos de
X, eon 10 cual se completa la demostracion.

n.CONVEXIDAD

Sea (X. T<) un espado topol6gico ordenado.Decimos que un subconjunto S de X es convexo,
si para. todo par de puntos a,6 de S con a < b,se tiene que la, 61 ~ S (Aqu! la, bj = {a} U (G, b) U
{b} ).

Clara.m.ente todo intervalo abierto, cerrado 0 semiabierto es convexo, pero estos no son los
unicos subconjuntos eonvexos de un espacio ordenado; es sencillo ver que tanto el espacio
completo como las colas(-,a),(a,-),.etc., son convexos que no son intervalos.

Menos trivialmente, en el espacio R· de los mimer08 reales no estandar, el conjunto E(O)
de los infinitesimales es convexo y no es de ninguno de los tipos antes mencionados (ver
13], prop.6), 10 mismo que el conjunto de los reales no estandar finitos 0 cualquier gala..'<ia
(ver !2]).

PROPOSICION 2. En un espacio topol6gico ordenado, la union de una colection de sub-
conjuntos convexos con interseec}5n no vaclCl.,es un convexo.
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Sea C una colecci6n de subconjuntos convexos tal que, E neec Cj si t,' esta.n en Ucec C y
• < b, existen conjuntoe A, Ben C con /I e A y be B.

i) Casado 0 < , < 6, se tiene 1o,6! = 1-, pi u 1P,6j ~ Au B ~ UeecC

ii) Cua.ndo p < a < b, se tiene la. 61 ~ !P.61 ~ B ~ Ueec C.

iii)Si /I <p < 6, entonces 14,61 ~ 10, pi ~ A ~ Ueec C

Se concluye que Ueec C es convexo.

Trivialmente la intersecci6n de una colecciOn de subconjuntos convexos tambien es convexa,

LEMA 1. Si A es convexo y p es un punto de acumulacion de A, entonces {p} uA es convexc.

i) Si existen /I, b e A tales que II < P < b, entonces p e 1a.6j Y 14, 61 ~ A, luego {p} UA = A es
convexo.

ii] Supongamoe que (Vz e AHp < z).

Afirma.m08 que si , e A, entonces (p, ,) ~ A. En efecto.sea I E (p, ,), Be tiene que, < I < , ..
Tomemos t < p; como (t.l) es una vecindad de p y este es de acumulaci6n de A, existiri. q
en .4, q '" p, tal que q e (C,I). Por la hip6tesis hecha, p < q, 0 sea, p < q < I < ,.Siendo A
convexo, se tiene Iq"j ~ A, luego I e A y as1 (1',,) ~ A.

Claramente !P.rI ~ {I'} UA, 10 cual demuestra que {p} u A es convexo, ya que si .. " e {p} uA
y • '" I' '" 11, trivialmente I..vi ~ A ~ A u {pl·
iii) Cua.ndo p es mayor que tod08 los elementos de A, Be procede de manera compleiamente
anaJoga.

PROPOSICION 3. Sl A es un lRIbcooJunto CODTexDde DB espado ordeaado, eutoDc:. :t
tambWD • lID CODY8XO.

DEMOSTRACION. CuaDdo A = ~, fir remJtado.,. trlTlal por ... A = ., COIlTGO. Sup6Dpmol

que A ,"~. Sea D eI cDDJuato de punto. de acumulacl6ll de A; Il D • Tacfo, A = A UD = A 1
II nnltado. tIeDe. S.poasamo- &bora que D DO tie ndo; _ ... eMO ~{,} UA).eo ....

familia DO Tada de cODjuDtoe cotn'uoe (par ellema) COD mterMeel6D uo net., IufllO pol' la
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prop08icion 2 IU UDi6n ell un convexo. Pero,

U({P}UA) =DuA= A.
,€D

Luego A ell convexo.

Sea p E X y consideremoe 18 colecciOn C de todos 101 subeonjuneos convexos de X que contiene
a Pi como esta coleccion tiene intenecci6n no vada [p}, 8U union C, ell un convexo, el eual
claramente contiene a cualquier convexo que contenga a p. A este coojunto C, Ie Ie acostumbra
llamar componente convexa de p,

Por la prop08icion 3, 'C, tambi~n eI convexo y como C, contiene a cualquier convexo al eual
pertenesca p, entoncetl C, ;2 'C,. luego C, = 'C,.0 sea que C, etI cerrado en X.

Si g E C" se tiene que C,nC, # ¢, luego por la pl"Op08ici6n2, CfuC, es eonvexo, Lamaximalidad
de c, bace que c, ;2 c, u C, y la de C, hace que C, ;2 c, U C,,luego c, = o,u C, = c,.
5e condaye ademU que Ii C, # C•• entonees O, n c. = ¢.
Sea 5 ~ X i dado un punto P de 5, se define anilogamente la componente coovexa de p relativa a
S, notada C,(S). como la union de tod08 1088ubcoojunt08 coavexOi de SalOl cuales pertenece

p. AI igoaI que el caso anterior, .i g E C,(5), entoncel e,(S) = C,(S) y la colecci6n de las
c:omponentes convexu relativu a S de 101 puntas de S. ell diIyuoia dOl a dOl y tiene como
union al milImo S. Se dice que ell la coleccion de lu componentel coovexu de S.

PROPOSICION~. Si S etI abierto en X. entoncel .UI component. convexu tambi4n 80n
"\

.biertu en X.

Sea C,(S) cualquiera y Tftame» que todoe RIB pUUtollOll iDterione. ToDMtJD(» cualquier fJ E

C,(S); como .te ell un mbcoojunto de 5, lie tiene q E S y liendo 5 abierto, exiate un internlo

abierto I contenido en S y al cual peftenece q. Pero I es convexo • luego I ~ CftS) = C,(S),10
cual termina la demoatraci6n.

PROP08ICION 5. 81 S es cerrado en X, IUS componentes convexas tamb~n IOn cerradu en
X.

8upongam08 F cerrado en X y sea C,(F) cualquiera de lUI componentet! convexa8i C,(F) ~ F
implica l';111 ~ 'F = F y como l';'{1'j ell convexo, contiene a p y est! contenido en F, entoncea
l';T1) ~ C,(F), probhdoeeque C,(F) ea cerrado en X.
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PROPOSICION 6. En un espacio topologrco ordenado, el conjunto de Ias cotas superioree de
nn conjunto cualquiera. e8 convexo.

DEMOSTRACION. EI coniunto de cotati superiores del vacio es 1'1esnacio compleeo, 1'1cual ell
eonvexo. Sea M un subconjunto no vado del espacio X: Ili 811 conjunto de cotas llUperioretl ell
vacio, PI.' convexo. Supongamos. entonces. que su conjunto S de cotas snperiores no es vado:
Ii p,q E S Y P < z < q, claramente z tambien es una cota superior de JU, asl que z esta en S,
quedando la proposiciou demostrada .

.Anilogamente se obtiene que 1'1conjunto de las cotas Inferiores de un conjunto cualquiera
tambien ell couvexo. Aun cuando lie puede estar tentaDdo a pensar que 1'1conjunt.o de las
eotas-superiores e8 una cola (a. - ),etlto en general no etl cierto: all! en 1'1espaeio de 108reales .
no estandar, el conjunto de cotas superiores del conjunto de los reales no estandar flnit08, es
1'1de los reales no estandar infinitos posifivos, el cual no es una cola.

PROPOSICION 1. En un espacio topol6gico ordenado, un subconjunto convexo sin primero

ni tUtimo elementos es abierto.

Sea A un conjunto tal y sea x E A. Existen p, q en A tale8 que p < x < q; pero !P. qj ~ A por ser
este convexo, y con mayor ras6n (P, q) ~ A. Luego, x es punto interior de A. De manera similar

Be prueba la siguiente proposici6n.

PROPOSICION 8. Sea M convexo.

i) Si no tienp l1ltimo elemento, entonces para todo p de M el conjunto {x E M Ip < x} ell abierto.

U) Si M 00 tieDe primer element.o. eatoDCe8 para cualquier p de M, 1'1coojunto f zEAl Iz < p}

es abierto.

Una generaliaadon de este resultado, es el siguieote.

PROPOSICION g. Sea M convexo y sean S el conjunto de las cotas superiores estrictas de AI

y L el conjunt.o de lu cotu inferiores estricta8 de M.

i) Si M n~ = ¢. entonces para todo p EM, el conjunt.o U, = {z E M Ip < z} es abierto.

0) Si M nT = ¢, eotonces para todo pEAl, el conjunto L, = {x EM Ix < p} es abierto.

DemOlltremoll i) ya que la proeba de ti) etI completamente anAloga.
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.) Sill DO tleBe 4Wmo elemeDto, U, ... blerto pol' Ia propoRd6D lUIteriOl"'.

b)SupoDglLlD(» que M poeee 4Jtimo e1emeDto I; como IE M, Ie tieDe I ~-S.

Si por catUaHdad p = I, entoDces U, = ~ y ee ablena.
SI , < I Y como _ ~ -S exbteD lI,b E X tales que II < I <.~y (lI,b) n S =~. Smnpre es poelble

tomar p ~ II, COD to cuaI (II, b) ~ AI. All U, = (P, I) U (II, b) et ablerto.

N~ que b ee cota IUperlor _rida de AI pol' lei' mayor que el dltlmo de AI. Necesarlamente

bet la mfmma cota IUperlor estrlcta de AI, ya que II exbt1era otra 6' < b, eatoncee b' e (lI,b).

contradJdendo la relad6n (a. 6) n S =.;. Un elQuema de eeta Ilituad6n eena:

uJ..J.uw. s--yll"" f,"~ ....--------+
PROPOSICION 10. Sea AI CODYexo Y leaD S Y L como ell Ia propo8ir:i6n 9.

i) Si M n-S ;:. ;, entoncM AI n -S = {II} Y 11 ee el lUtimo de M.

H) SI M nr;:. ; entonces M n r = {p} r p es el primero de M.

Como antes, demo.trarema- I) solamente. 81 u, 8 e AI n "5 con u < 8,entonces (+-, 8) eena
~ veciDdad de I. En conaecuencia, deberfa intenectar a S en aIg4n punto q, 10 cual es
contndktorio ya que .. teodri q < , Y ui q DO eerra UD& cota .uperior de AI. CooeluImo. que

1tI n"5 debe lei' DDltarlo, dlgalllm AI n "5= {_}.

Si existieM ell M avo eJemeato , > _, ento.ae. (-,,) .. rfa UIUl vecindad de II que DO in-

tenectarta as, 10 cuaI .. cootradktorio ya que • E"5. Laego • ell eJ dltlmo elemeato de

1tI.

m. NORMALIDAD.

I'..ta MCei6a tiene pol' obJeto demo.trar que todo e-pado topo16gico ordenado (liD extr&lD08)

• completamente 1IOnDlll, .. dedr, dadOll doe subconjuntoe A, B Wetl que An 11=An B = ,.
eotoDc:etIexl8tea ablertoe dbyuntoe V y W taletl que V :2 A '1 W :2 B. La prueba ee un tanto

JaborioA. y en ella eegulremoe w ideu .ugeridu en 14].

In adelante dempre IUpondremol que Ie haD dado '1 maatenido 1J08: on espado topol6gleo

ordenado (X, T<) lin primero ni 1Utimo, y dOl mbconjuntOi aeparad08 A, B de X, es deck taIetI
que An B = ; = A n 11.
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La estrasegia de la demostracidn cooaiate en construir, tanto para A como para B. envolvente8
eonvexas de IUS "peduos" , de tal forma que aun la union A' de las envolventes de los '"pedasos"
de A. sea separada de la union B' de las envolventes de )08 "pedaso~" de B. Luego.n lie intenta
separar con abiertos a A' de B'.

r ."'1 •
&.." .• ~
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'... ..-." ."

-,.~". j
)~["' ..~..~]~( .••. -'. v,

...."~ "' ",j

............
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~1a8 exactaxnente, sean

A' == U{la,h]!a.bEA" la,hjn11==4>}

B' = U{le,dJle,dEB to. le,d]nlf=¢}

Como para todo x de A, la,a] = {a} ~ A' por IleJ' A disyunto de 11, entonces A ~ A':
analogamente, B ~ B'.

PROPOSICION 11. If n B' == tI> ==A' n"E.

Es realmente evidente, ya que. por ejemplo, ninguno de )os la, hj intenecta a 71, entonces 8U

uniOn A', tampoco intenecta a 7J. Sim~tricamente lie procede para ver que B' n If = ,.
PROPOSICIO~ 12. A' nB' = ¢.

Procederemos por contradiccwn. 8i existiera p E .4,' nB' , existh1an a, b E Aye, deB, tales que
lao bj n 11 = t, [e, dl n A ==¢ y p E ;a, h1 n Ie, dl.

Para que la, bJ y Ie, d] tengan interseccwn no vada se requiere que c E ,a,61 0 a e [c. dJ. En e1
primer caso, B n A' #. ¢ y en el eegundo An B' #. ¢, 10 cuaJ ee contradictorio con la proposicion
10.

PROPOSICION 13. A' ~ A' u if.

Supongamos que ptA' U Ai entonces existe un intervalo abierto (a, t) Que contiene a p y tal
que (8,t)nA = ¢ (pues p ti£)~ que (s,t) no intenecta a A'; ai 10 hiciele,existir!a.n
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a,6 e A t&1eI que !-,61 n 1/= ; ., (I, t) n la, 61 f. ;.Como (I, t) DO munec:ta a A y 11,6 e A, entoDc..
(I, t) n (II, 6) f. ; ., par Ia mimIa ru6a ol a iii 6 puede estar en ('i t). La dolca poelbilldad .rta
II < I < f < 6 ., como p e (I, f), entoncel p estarfa ell (4,6),0 lea,' ell A', 10 cual contradlce la

hlp6tesia ioicial.

Se coac:luye que (I, t) nA' =; yen eoaseeueecla p']O.

COROLARIO. Sf A es cerrado, entonces A' es cerrado ED efecto, F~A' UA = A' UA = A'.

PROPOSICION 14. A' n B' =; =A' n1F, _ decir, A' J B' tambWn IOn leparadoe.

Por la propo8icl6n 12, AT ~ A' U A. Luego,

FnB' ~ (A' uA)nB' = (A' nB')u (AnB').
Pero eetoe de» dltimoe conjunto. IOn vadoe por lu propo8icion. 11 y 12, luego A' n B' = ;.

Sf hublhelDOfJ intercamblado loe papeles de A J B, la propa.ic:i6n 13 habrfa lido 7F ~ B' U 11

'1 de aquI Ie hubieee obtenido limilarmenu 1F nA' = ;.
Expresemoe tanto a A' como a B' y a (X - (A' u B')), como unIonel de lUi componentes
convexu:

B' = UBi
jEJ

X - (A' uB') = U c,
tEX

SI p E Ai, estamoe notanda pOl' At ala cOlDpOnenteconveD de p relativa a A', 0 lea,. C,(A').
SuponeJJ:X» adema que lu "enumerac:lones- de lucomponelltes IOn bfyectfvu, eI dedr, que

Ii i f. i',entoDCeI At f. At/, 0 lea Ai nAt, =;. La colecd6n formada por tow I.. componentea
mterio ... _ una partici6n d. X y puede a IU vel ordeDlU'M con un orden "cociente". Daw

doe component .. COOVexa8AI '1 N con AI f. N, tOIDeJJ:X»m E M J n EN; de80imoe:

AI < N iii y s610 Ii m < n

Veamoe que este orden entre componen~eI no depende de 101 elementos m '1 n eleg1dOl.Seao

m' e AI '1 n' eN; m' ~ n' ya que AI n N = ;; .. Ntioario ver que Ii Ie tuviera n' < m', entonces
clelMdo a la collvexidad de Ai Y N, li.empre .. Uegar(a a que AI nN oF ., aiD importu 1. poAd6u

de m y n COD respedo a m' '1 n', luego nec:esariamenu m' < n'.

Sea i la colec:cl6u de dlchM componentes coova.u dotada del orden total acabado de deJlulr.

PROPOSICION 15. Sea Ai una componente conVeD de Ai Y lea 5, el COojuDto de cow
IUperiO.... estrict .. de A..SI At n 3', f. 4>,entoncel Ai tiene un .UCHOr iomediato en X, el coal
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ell una componente convexa C" de X - (N U B'). DEMOSTRACION: POl' la propoeicioo 10,
Ai n '5; es unitario.A, n ~ = {p} y p es el ultimo Ai. Como p E Ai ~ A' Y A' n IF = fJ, entonces
p e (X -7F) y este ultimo es abierto en X. de manera que existe [z, 11) tal que l' E (z,y) ~ (X -W').

Pnesto que p E '5i, lie tendra Iz, y)nSi =- tP Y siendo p el ultimo de Ai, necesariamente S; iDtenecta

al intervale [z, 11) en puntos de (1', V), es decir, (1',11) n S, ~ O.

Claramente (p,y) no intenecta a B' y (1',11) ",~.

Tampoco puede (1',y) intenectar a una componente convexa de A' di8tmta de Ai, poesio que

ai 10 hiciese por ejemplo en pl. entonees

[1',1"1 n'E ~ Ip,y) nIF ~ (z,y) nIF = ¢.

Se sigue que !P,p'] ~ A' y Ai U /p,pI]sena un subconjunto convexo de A' mas grande que Ai, 10
eual _ contradictorio.

Se concluye que (p,y) ~ X -(A' uB') y existe entonces una eomponente convexa G" de X -(A'u
B') que contiene al convexo (1', y). Necesariamente Gil lien el siguiente de Ai en X; notemoillo
G.+.

Simetricamente •• i L. es el conjunto de cotas inferiore8 estricta& de Ai y r;nAi '" ~. entonces Ai
tiene un predecesor inmediatoen X. el cual tambien es una eomponente convexade X -(A'uB')

y 10 denotarem08 por Gi_ .

8i intercambiam08I01! papeles de A' y B', obtenemos los miamos resultados para laa compo-
Dentes convl!X88 de B'. En ellte momento etJtamOl! eo poder de las berramientu n~esariu
para demostrar la nonnalidad completa del espacio ordenado.

PROPOSICION 16. Todo espaclo topol6gico ordenado (lin extremo8) es completaDJente nor-

mal. Es decir, dados A, B talet! que A n B = tP = A n 11, existen abiertos disyuntos l' y W Wet!
que F ;;2 A y W ;;2 B.

DEMOSTRACION: SuponeJD08 A' y B' definidos como antet! y tanto enos d08 como el com-

plemento de au union, expresados como uniones de IUS componeDteB CODvexaa:

A' = UA;; B· = UBi; X-(.4·uB') = U G~.
lEI iEJ IIEK

Elijamo6I en cada CII un elemento ell y mantenglimoelo fijo en adelante.

Para eada componcnte convexa A; de A' , Ilea Si IU conjunto de eotu IUperiores estrietu y Li
IU eonjunto de cota& inferioretl eatrictas.
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Sl A, n~, ~ ;, pCII" Ia pI'OpO.&d6a 10 .... be que A, n~, = {Pc} J Pc Ie e1 6ltimo e&emeoto
tie A;.PClI' Ia pI'OpO.&d6a 11, A, tIeDe lID IIICeeor Inmedlato III X, DOtado Ci+, eI cual .. lIDa
coJDPOlHll&eCOilYeD de X - (AO UBO). Sea Cf+ .. elemeDto lJo que helD(» elegldo de antemano
III c.+ J cleftplDM» AI. = IPs, Cf+I. AM A; u Ali .. -abierto a Ia dereclaa·.

Sl A; n3"i = ;, entoocle A; fa. "ablerto a 1& dereeba', puesto que para coalquler p e Ai, U, =
{% e A; Ip < %} .. ablerto, eo Ylrtud de Ia propodcl6o O. Ell e.te easo deftolmol !tI; = ;.

SlJnItrlcameute, sI A;nIi = {qi},1Ji. el prlmero de Ai (Prop<Mlicl6D 10) YAi poeee un predeeesor
iBmedlato C._ en t, eJ cual lambWo tIS Wlll compooeote COIlYeD de X - (AO u BO)oSt ct- es
elemeoto fIJo elegido ell C._, deflnilDOtl Ni = (cc-,IJiI. ED e8ta forma, N, U Ai .. "abierto a la
bquierda·. Si I, n Ai = ;, eutooc. Ai ya ell "'abiel'to a Ia isquierda' y en tal cuo deftnilDOll
Hi =;.

Sea caal faen eI CUll, Ni U At U ltIj Ie DB cODjunto COIlYexD, abierto que coatMoe a Ai y no
Ioteneda a BO.

A contmuaei:1n Ie procede de manera eompletameu&e auiloga con cads lIDa de lu componentes

CODYexaa Bj de BO, usando la delloid6a de Nj y Mj 101~ CJc QjadOl de antemano.

7 //, //r~ .. <:: 4:>. ':. "
'----.--'~

.4i ,'fL ~. ~.

ED .... IonDa c:ada ~to COllYeXO abIerio Hj U B; UM; nRlta db)ouDto d. tooo. to. Ni U •

Ai UMh de manera que

v = U(Ni uA; UMi)
iEl

100 doe .bi.no. dbrwato. que MparaD a A' de B' '1 pol' coulguieote a A de B, quedaDdo
demoetrado.

y
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IV. CONVEXIDAD EN ESPACIOS SUPERDENSOS.

aporie«

Recordemos (Ver (31) que un espacio superdense es un espacio topol6gico ordenado (X, Td en
el coal para todo par de subconjuntos contables A. B de X. no i1imult.aDeamente vacf08. con
A < B (todo elemento de A menor que todo eiemento de B). mate c en X tal que A < {e] < B.
Decimos que un aubcoojunto M de X ell de cofinalidad contable, sl existe una 8Ucesi6n [aft )..EN
de elementos de M tal que para todo r de M existe un elemento a.. de la lucesi6n con r ~ a...

Tratem08 en 10 que sigue de clasificar 108 subconjuntos eonvexos abtereos de un espacio 8U-
perdenso X, utilisando teenicas similares a las empleadas eo el C3llO de 108nt1meros reales no

e8tandar (Ver [5]).

Sea A an nbconjanto cou,exo abierto 00 vado de un espacio superdense X. Tomemos peA,
deejemoelo fijo y defioamos como antea,

u', = {% E A Ip < z} y L, = {zEAlz<p}

.A.f A = L, u {p} u U, y taBio L, como U, 800 convexoe abiertoe. Basta analisar la estructura
de U" ya que eon L, ee proc:ede de manera completamente ~trica.

Cuo 1. U, no ea acotado.

Clarameote por eer convexo, U, = (p, -.)

ea.o %. U, es acotado y no es de cofinalidad cootable.

Aflnnam08 que Up es 8UPel'deDllO. Sean P, Q mbconjuntos contables no vadoe de U" con

P < Q. Debido a la 8uperdensidad de X,existe un elemento c en X tal que P < {c} < Q y, por
la convexidad de U" oeceaarlameoie c E U,.

Sea Q an 8ubconjunto contable de U,. Se tiene que {p} < Q; por la luperdensidad de X, existe
c E X tal que {p} < {c} < Q Y por la convexidad de {p} uU, lie concluye que c es~ en U,.

Sea P ~ Up, P contable, namerando biyectivamente u!: P = {ao,al,a2, ... } .Como Up no es
de co&ualidad contable, existe z en U, coo ~ < x para todo n, e8 decir, P < {x}, con 10 cual
iermina la comprobaci6n de luperdenaidad de el,.

Caao 3. U, ea acotado y de co&ualidad contable.

Existe entonces una IUcesi6n estrictamente creciente (a..}..eN de punt08 de U, tal que (Vx e
U,)(3n)(x ~ ~). Es claro que U, = UaEN(P,lO,.j.
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Los tres casos anterioree cubren todas W posibilidades para [:,. existiendo otras il'ml comple-
tameote simetricu para Lp• Las eombinaeionee dos a dos produceo 10l!seis casos posibles para
A.

A petl8T de la sencilles de la clasificacilm aoterior. no etl posible en el Cll80 general establecer
lsomorfismos con subconjuntos areo-eonvexos bien eonoeidos de R'. La mayor dificultad est<1

en que en general, ni aiquiera dos lntevalos abiertos distiotos de un mismo espacio denso son
orden-lsomorfos. 8i (X,<) es de cardinal N1,eI es orden-isomorfo a todos 8US subintervalos
abierros (ver [1]), pero·siel cardinal es mayor, no puede uegurarse tal COlla. como 10 muestran

los des ejemplOl! siguientes:

Sea b = 2Cvisto como nOmero ordinal. es decir, h es el conjuoto de todos los nnmeros ordioales
meoores que 2", bien ordeoado eon el orden usual de niunero ordinal.Sea X = 5 x R' ordeoado
en Ia siguiente forma:

(a,%) < (P,Y) .... (a < f1 v(a = f1" % < y))

Aaf (X, <) es equivalenie a tamar 2Ccopias di8yuntu de 108 reales 00 estandar R', dispuestu

enel mismo orden en que Ie ballaD 108ordiDales menores que 2".

R' R' R' R' R'+=- I ' I

(O.~l (llo.~)

X = U {a} x R'
0<2<

FAfacil comprobar que (X, <) es soperdeD80. Ahora es claro que el cardinal de X es 2C. Luego

no es posible que to} x R' (orden-isomorfo a R' y mperdenso) Ilea orden·isomorfo a (X, <j, Y
men08 a6n sed ~ orden·iIomorfo con el iotervalo ((0, 1), (0,2)) de X, el cual es orden·isomorfo
con (1,2)' ~ R'.

ADalogamente si (J = 212') considerado como n6mero ordinal y

Y =(JxR' = U {a}xR'
0<2('<)

Be ordena de manera similar a X, entonces 2" E (J Y ((0,1), (2", 1)) = I es un iotervalo de (Y, <)
que DO es orden·isomorfo a ((0, 1),(0, 2)) ni a ningUn otro intervalo ((Q. %), (P. y)) COD Q, f1 $ c, ya
que este Ultimo ioterva1o tiene cardinal c. mientras que I poeee cardinal 2C•
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