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Itemmen. Se estudian en detalle los conceptos topologicos basicos de los espacios superden-
80S, poniendose de presente que muchas de las particularidades de la topologia del orden
de los numeros reales no estanda.r (la usual para ellos), no son propias de este conjunto ill
dependen de 8US operaciones, sino que son compartidas por todos los conjuntos superden-
80S, estableciendose por ejemplo que toda imagen isomorfa de (R, c), no 8610 es de puntos
aislados, sino que ni siquiera poeee puntos de acumulaci6n.

L INTRODUCCION

Un conjunto no vacio totalmente orden ado (X, -c) sera llamado IUperdell8O, si para todo par
de subconjuntoe contables A y B no simultaneamente vacios, con A < B (todo elemento de
A menor que todo elemento de B), existe c en X tal que A < {c} < B.

Como A 0 B pueden ser vacl08, todo subconjunto con table es acotado, tanto superior
como inferiormente, con cotas que no pertenecen al subconjunto. En particular para toda
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sucesion (z,. ).EN de pnntos de X, existen c,d en X tales que para. todo n, e < z,. < d;o sea,
no existen sucesiones coiniciales ni cofinales con X.

Claramente todo conjunto superdense es en particular dense sin primero ni Ultimo elemen-
tos, 0 sea es un "0· conjunto.
Suponemos conocidos (ver [2]) los siguientes resultados:

1) Todo 1'/0· conjunto contiene una imagen orden-isomorfa de (Q, c).

2)Todo conjunto superdense contiene una imagen orden-isomorfa de (R, c).

3) Tod06 los conjuntos superdensos de cardinal Xl son orden-isomorfos, de manera que si
se acepta 130 hipotesis del continuo,todos los conjuntos snperdensos de cardinal c resultan
ser orden-isomorfos.

Para todo par de elementos a, b en X con a < b definimos el intervale abierto de extremes 4

y b como

(a,b) = {z e Xla < % " % < h},

Be sabe [ver P]) :;'1!) el conjunto de todos los intervalos abiertos es una base de una topologia
(1, llamada la topolog:a del orden de x, la cual sera nuestro objeto de estudio en el presente
articulo. Un u~o I\j,per~() sera un conjunto superdense dotado de 8U topologia del
orden. En adelante abierto, cerrado, etc., Be entendera con respecto a esta topologia del
orden.

n. SEPARACION Y CONVERGENCIA.

PRO POSICION 1. En un qo-conjunto X con su topologia del orden, las colas abiertas
a derecha (4,-) y a izquierda (-,a), son subconjuntos abiert06, mientras que las colas
cerradas son subconjuntos cerrados.

Sea % E (a,-) = {ye Xla < ,}; el hecho de no poseer X ultimo elemento, implica la
ex.istencia de b en X, tal que % < b; luego % E (a, b) £; (a, -), con 10 coal Be prueba que (4, ....)
es abierto.

De manera similar (ya que X tampoco posee primer elemento) Be procede en el C880 de
(-,4). Como el orden es total, la,-) = X - (-,a), resu1tando cerradas las colas la,-) y de
manera similar las de la forma (-, GJ.
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COROLARIO Los subconjuntos unitarios son cerrados.

Esto se sigue de manera inmediata ya. que

X-fa} = (-,a)U(A,-).

PROPOSICION 2. Un 'Jo-conjunto con au topologia del orden es un espacio de Hausdorfl
Sean b, c e X con b < Cj por la densidad de X, existe d en X tal que b < d < c. Entonces (-, d
Y (d, -) son abiertoe disyuntos que separan a bye.

PROPOSICION a. Un .,.,-conjunto con 8U topologi'a del orden es un espacio regular.

Sean F un subconjunto cerrado de un tal espacio X y sea b un punta que no esta. en F
Puesio que bE X - F Y ~te es abierto, existe una vecindad (c,d) de b contenida en X - F
Como e < b < d Y el espacio es orden-deneo, existen p, q en X tales que e < p < b < q < d
Necesa.riamente lP,ql ~ X - F; luego F ~ X - !P,ql = (~,p) u (q,-+) Y puesto que bE (p,q)
obtenemos la separaci6n de F y b con abiertos disyuntos, es decir, la regularidad de
espacio.

Atin cuando hasta este momento no se ha utilizado la superdensidad, todos los resultados
que siguen sf dependen directamente de ella.

PROPOSICION.. En un espacio superdenso una sucesi6n es convergente si Y 8610si ~
casi constaate (0 sea constante de un cierto termino en adelante).

Evidentemente una sucesi6n casi-constante es convergente en cualquier espacio topo16gico.
at men08 al punta que Be repite infinitas veces. MosireID08 entonces que una sucesi6Ii
, :N- X que no es caai-constante, no es convergente.

Si la sucesi6n posee dos puntas 6,c 0 mas que se repiten infinitas voces y, como el espacic
es de Hausdorff, la sucesi6n no converge ni a b ni a c (basia tamar vecindades disyuntaB dE
6Y c para verlo) ni a ning6n 000 punto z (como 10mosiranan dos vecindades disyuntas dE
6 Y z). Supongam08 que la sucesi6n poeee a 10m's un punto que Be repite inftnitas veces.
Entonces el conjunto dt puntas de la sucesi6n es infinito, ya. que ~ta no es casi-constante.
Sea s cualquier punta ell Xj definimoe

A = {,(n)l,(n}<z} y B = {,(n)lz<,(n)}

Como A < {s} < By el espacio es superdenso, existen c,d en X tales que A < {e} < {z} <
{4} < B. AsI el intervalo (c,4) es una vecindad de s para lao cual existen infinitos termmOE
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t( 1l) fuera de ella, ya que al menos uno de los conjuntos A 0 B es infinite, de manera que
t\ n) no converge a z,

La tactica usada en esta ultima parte de la pruoba es litil en situaciones similares.

PROPOSICION 5. En un espacio superdenso ningun snbconiunto con table posee puntos
de acumulaci6n; en consecuencia, los subconjuntos contables son cerrados y tienen todos
sus puntos aislados.

sea. s un subconjunto contable de un espacio superdenso X y sea b cnalquiera de sus puntos;
si deflnimos

A= {:E51:<b} y B = {ZE5Ib<z}

entonces A < {b} < B. Siendo A y B contables, existen e,~ en X tales que

A < {e} < {b} < {d} < B,

de modo que (c,d) es una vecindad de b que a 10mas intersecta a 5 en un punto.

COROLARIO 1. Ningun espacio superdenso es separable.

Como todo espacio superdenso contiene una copia de (R, c), su cardinal es mayor 0 igual
que c, de manera que no es contable. Si 5 es un subconjunto contable, por la proposicion
anterior S = 5, siendo imposible que S sea el espacio iotal.

COROLARIO 2. En un espacio superdenso todo punto de acumulaci6n de un subconjunto
es tambien punta de condensaci6n del mismo.

Supongamose que p no es un punta de condensacion de un snbconjnnto M. Entonces existe
una vecindad V de p tal que VnM es contable.Como VnAl no tiene puntos de acumulaci6n,
existe una. segunda. vecindad V'de p tal que v' n (V n AI) f {p} ,0 sea, que (V' n V) nAif {p},
no siendo asi pun punto de"acumulaci6n de M.

PROPOSICION 6. En un espacio superdenso un abierto no es necesariamente union con-
table de intervalos abiert08 disyuntoe dos ados.

Basta ver que en los nlimel'08 reales no estandar con la topologla del orden, el subconjunio
abierto E(O) de los infinitesimales, no puede obtenerse como union contable de interval08
abiertos. Procederemos par contradicci6n. Supongamos que

E(O) = U (a., b.)
-EN
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En tal caso todos los ba tienen que ser infinitesimales, ya que si algiin bt no 10 fuese, su
parte estandar no serla nula; supongamos E,t(bt) > o. Si at es infinitesimal, ~ E (all.bll)
y Eltl~) = E"~b"l > 0, luego ~ no seMa infinitesimal, contrario a 10 supuesto. Si at
no es infinitesimal,sea t un infinitesim.2.1tal que 0 < t < b" -all. Entonces a.. +e E (a... b.. ) pero
E"t(a" + e) = E"t(a,,) ~ E(O), 10 cual es una contradicci6n.
Concluimos que todos los b,. tienen que ser infinitesima.les, de manera que

1A={6aIO<ba.neN} < {iill~n}=B

Como R· es superdenso, existe P ~ que A < {P} < B,lo cualsignifica que pes infinitesimal,
pero ~ ~ lJ.EN(Ga,ha), contrario a 10 supuesto.

DLIMAGENES 1S0MORrAS DE (R,<).

De Ia introducci6n sabemos que todo espacio superdenso contiene una copia de (R, -c), es
decir, una imagen orden-isomorfa de (R, -c). Queremos probar que independientemente
de la cardinalidad del espacio superden.soy del isomorfismo dado, dicha copia no 8610
es topo16gicamente un conjunto de puntas aislados, sino que tampoco posee puntos de
acumulac.i6n.

PROPOSICION 7. Sea ¥' : (R, <) -+ (x, c) un isomorfismo de orden del conjnnto de los
nlimeros reales con so orden usual en un espacio soperdenso. Entonces ¥'(R) es un subcon-
junto de puntos aislados.

Sea ¥,(a) E ¥,(R); sabemos que
1 l'

A= {a-ilneN,n~l} < {a} < {a+il"eN,n~1} =B.

Como ~(A) Y ¥'(B) son contables y ~(A) < {~(a)} < ~(B) por ser ~ un isomorfismo de orden,
]a 8uperdensidad de X garantiza la existencia. de elementos c, II en x tales que

~(A) < {e} < {~(a)} < {II} < ~(B).

Es claro que (c,d) es una vecindad de ~*)que no contiene oiros puntos de ¥,(R)J ya que
si existe ben R con ~(b) en (c,d), entonces'por ser ~ un isomorfismo de orden Be tendrla
A < {b} < B. Esto es que Vn ~ 1, a - i < b < a + i, es decir, -i < b - a < i para todo ", 10
coal por la propiedad arquimedeana de R significa b = a.

PROPOSICION 8. Sea X un espacio superdenso y sea p(R, <) - (X, <) Un isomorfismo de
orden. Entonces p(R) no tiene puntos de acumulaci6n.
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a) La. proposicion. 7 pone de presente que ning6n punio de "CR) es de acumulaci6n de peR).

b) Seab EX -,,(R) tal que peR) < {b}. Claramente {p(a)la EN} < {b} Ypar 1asuperdenaida4
de x, existe c en X tal qQ.e

{,,(n)laE N} < {e}< {J}.

La cola [e, ... ) es una vecindad de b que no contiene putos de p(R) ya que si existiera % en
R con ,,(%) E (c, ... ), se tendrla {"Cn) In EN} < {"C%)}, 10 cual por ser " un isomorfismo de
orden significarfa. N< {z},contradictorio en R.

e) Si b E X-,,(R)y {b} < ,,(R), seprocededemaneraanaloga usandoelconjunto{rp(n) In E Z}.

d) Supongamos que bE X -,,(R) Yque existen nUmelO6 rea.les z,y tales que ,,(z) < b < ,,(y).
Sean

A = {ZERI,,(z) < b} y B = {rERlb < "(f)}
Debido a que el orden de X es total y rp es nn isomorfismo de orden, 106 conjuntos A y B
constituyen una cortadura de R y, como este es completo, dicha cortadura determina un
real, 0 sea que 0 A tiene maximo, 0 B tiene mlnimo (pero no ambos). Supongamos que B
tenga mlnimo, digamos 60.

R "I __ -..,;,;A __ ~11--..;;;B ..

XI
,,(b.) ~

Puesto que 11. < rp(bo), par la densidad de X existiri un elemento d en X tal que b < d < rp(bo).

Si definimoe Ga = bo -l, obtenemoe una sucesi6n t!l!triciamente creciente de puntos de
A colinal con A, es decir, tal que para todo f de A existe n natural con f < Ga. Pero
{(a.) In E N} < {b}, de manera que por la superdensidad de X, exisie c en X tal que

{(a.}1 n E N} < {o} < {.}.

Como rp es un isomorfismo de orden y (a.)n E N es colna! eon A, Be deduce que rp(A) <
{c} < {b}. El intervalo (ct II) es una vecindad de b que DO contiene puntas de rp(R), quedande
asl ierrninada Ja dem08traci6n.

Noiele que el resultado es independiente del isomortismo empleado,lo mismo que del
WnaDO del conjunto superdenao.
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IV. COMPACIDAD.

..,

En cuanto a este concepto topo16gico se refiere, se mantiene 130situaci6n existente en los
reales no estandar (ver 14]):

PROPOSICION 9. En un espaciosuperdenso, los unicos subconjuntos compactos son los
finites.

Basta demostrar que ningiin subconjuto infinito puede ser compacto.

Sea.S un subconjunto infinito de X; S contiene un subconjunto H infinito contable el cual
suponemos numerado biyectivamente:

Debido a que un subconjunto contable de un espacio superdense no posee puntos de acu-
mulacion (Proposicion 5 anterior), para cada 41; de H existe unavecindad abierta VI; que
5010 intersecta a H en el punta 41;. La familia (V,,)I;EN es un recubrimiento abierto de H.
Como H es cerra.do por no poseer puntas de acumulaci6n, X - H es abierto y si 10 afiadimos
a. la familia (V"),,, obtenemos un recubrimiento abierto de X y en particular de s, del cual
DO es posible extraer un subrecubrimiento finite de S [ni de x) ya que carla Ilk esta. en un
nnico V".

V. CONEXIDAD.

Recordemos que un espacio topol6gico es conexo si sus Unicos subconjuntoe simultanea-
mente abiertos y cerrados, son el vacio y el espacio total. Los dos resultados siguientes
afirman que ninglin espacio superdense es conexo.

PROPOSICION 10. Sea (l(n)).EN una sucesion estrictamente creciente de puntos de un
espacio superdense>. Entonces el conjunto T = fi.EN(8(k), ... ) es no vacio, abierto y cerrado.

Es clare que T = {z e XI(Vk e N)(8(k) < z)}. Por la superdensidad de X, toda sucesi6n es
acotada con cotas que no son puntos de la sucesi6n (ver introdnccien], de modo que si JI
es una de dichas cotas, .(k) < y para todo JI.Luego JI es de T y asl T no es 000.

Veamos que T es abierto. Si beT, se tiene que {8(k) Ike N} < {b} Ypor la superdensidad
de X existe c tal que {8(k)lk EN} < {e} < {b}, de manera que b e (e .... )~ T, siendo b un
punta interior de T.Debido a que la 8ucesi6n es estrictamente creciente, Be tiene que para



8

todo i.~ 1,
(e(k + 1), -) ~ le(k + 1), -) ~ (-'tt),-)

10 cual implica QueT = flt,ENle(k+ I), -), resulta.ndo cerra.dopor ser intersecciOn de cerrados.

PROPOSICION 11. Sean X un espacio superdenso,e : N - X una. sucesion estrictamente
creciente y p: N - X una sucesi6n estrictamente decreciente, tales que

{ark) Ike N} < {~(k)l kEN}.

Entonces el subconjunto

M = n (a{i), ~(k» = {z E X I(VtEN)(a(k) ~ % < ~(k))}
tEN

es no vacio, abierto y cerrsdo. De la hip6tesis y por la superdensidad de X, existe b tal que

{a(k)lkEN} < {b} < {p(k)lkeN},

luego b E M Y asf M no es vacio,

Si suponemos que b es cualquier elemento de M I las desigualda.des anteriores y 130 super-
densidad de X implican 130 existencia de c y d en X tales que

{a(k)! kEN} < {c} < {b} < {d} < {~(k)/ kEN},

de manera que b E (c, d) EM, resulta.ndo ser punta interior de M ,0 sea que este es abierto.

Como {a(k))t es estrictamente creciente y (~(k))t es estrictamente decreciente, se tiene que
para todo k ~ 1,

(a(k+l),~(k+l») ~ la(k+l),,8(k+l)) ~ (a(k),~(k».

Luego M = r1kENla(k + 1), .8(k+ 1») as cerrado.

El resulta.do siguiente earacteriza los subconjuntos conexos de un espacio superdenso.

PROPOSICION n. Los iinicos subconjuntos conexos de un espacio superdense son los
subconjuntos unitarios.

Recordemos que un subconjunto S no es conexo si existen A, B abiertos del espacio tales
que

S = (A nS) U (B nS),



VOL. XXIJ No, 1. 211 3 1988 9

con An 5 ¢ , ¢ B n 5 )' con An 5 y B n S disyuntos. Veamos que .ninglin subconjunto 5
con doe 0 mas pun toe puede eel conexo. Sean b. d puntos distintos de 5 conb < d. Es fad}
demostrar que debido ala densidad de X ,entre b y d es posible intercalar toda una sucesi6n
estrictamente ereciente (c,.).€N de puntos de X (Por esto queremos decir gue entre b y d

existe Cl, 0 sea b < CI < d; entre CI y d existe C2, 0 sea b < Cl < C2< d; ••••• ). Se sigue que existe
(e,,). estrictamente creciente con b < c,. < d para todo n; luego d·E n.EN(c,.' .... ) = T, el cual,
por la proposici6n 10, es abierto y eerrado. Como b-'e X - T Y este tambien es abierto y
cerrado, entonces

-S = (5nT) u (5n(X -:T))

con 5 n T 'f:. , ¢ 5 n (X - T) Y disyuntos, moetrand~ aaLque 5 DO es COBeXO.

Recordemos que un subconjunto 5 de un espacio topologico es arcoconezo si para todo par
de puntos p,q de 5, existe una funci6n continua

a: 10,1]- 5 t&l que a(O) = p y ail) = q.

Es bien conocido (ver [I], pg.93) que todo subcorijunto arco-conexo es ronexo.Este heche,
junto con la proposici6n 12 anterior, tienen como consecuencia e1 que los WllCOS subcon-
juntos arco-conexos de un espacio superdenso sean 'los unitarios.
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