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LA PROPORCIONES DEL SOL DE LOS PASTOS*

VLcto~ Samuel Albi~

El origen de esta nota es la pregunta que nos
hiciera O. Granda sobre las p~opo~cio~e~ que podrlan
encontrarse en el motivo prehispanico denominado el
~ol de lo~ pa~to~ por Afanador e~ ale [1985J. Este
motivo permea la decoracion de petroglifos y cera-
mios de las etnias pa~to y quilla~i~ga, habitantes
precolombinos de los Andes del sur de Colombia y
norte del Ecuador. Los mismos autores senalan que

ambien se encuentra, al sur, en ceramios y tejidos
rqueologicos de 1a region de Chuquibamba, provin-
ia de Condesuyos, en Arequipa, Peru, y, al norte,
n re los ca1imas de Colombia (o.n.v.). Ademas el
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Sociedad Colombiana de Matematicas, financiado parcialmen
por COLCIENCIAS (202-1-01-74). La finalizacion del traba~

o se realizo dentro del proyecto Antropologla y Matemati-
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diseno aun persiste en la artesania contemporanea
de los tejidos indigenas de la region de Otavalo,
Ecuador.

Por otra parte, esta nota forma parte de una
serie dedicada a la reconstruccion del pensamiento
geometrico de nuestras culturas prehispanicas, usa.!!.
do la metodologla que nos proporciona el estudio
de los disenos que aparecen en la ornacentaci6n a~
tlstica de objetos y utensilios, en la que subya-
cen los grupos de las sjmetrlasplanas, com expr~
sion geometrica del ritm03 y las proporciones. Es-
ta ornamentacion, podemos con Bourbaki [1972, 368J,
considerarla, "con todo derecho, como una parte de
las matematicas desarrolladas par estas civiliza-
ciones". Esta posicion contrasia can la de autores
anteriores, que como Gow [1884, 123J, afirmaban co
sas como la siguiente:

He buscado, en vano, en muchos libros que se pr~
ponen describir los habitos y psicologla de las ra-
zas inferiores, alguna alusi6n a su conocimiento ge~
metrico en forma de algunas operaciones que impli-
quen nociones geometricas.

El desciframiento de las ideas geometricas sub
yacentes en la ornamentacion prehispanica contrib~
ye no solo a la reafirmaci6n de nuestra identidad
cultural y a la reconstrucci6n conjetural, perc c~
herente, del origen de la matematica, mediante es-
tudios comparativos, sino qUetamb~n conduce, co-
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mo veremos, a reflexiones sobre la manera de ense-
narla h a cLe n d o La mas interesante para nuestros alUE!
nos, usando ingredientes esteticos y humanlsticos
ligados prof~damente a nuestra historia cultural
(Cfr. [Albis,1986; Gerdes,1986])

Los dibujos de las figuras 3 a 6 se han tomadode
Afanador e~ ai.1985

Este trabajo consta de dos partes: en la prim~
ra, con base en la evidencia presentada por Afana-
do ez ai., establecemos tres prototipos para el
diseno que ellos llaman el' ~oi de io~ pa~~o~, y e~
tudiamos la free encia de su ap ar i ci Sn en esta mues
tra, indicando e1 interes que puede tener continuaI'
el estudio de estos tres prototipos. Anotemos aqul
que cada uno de elIas se transforma en otro de ma-
nera continua. En la segunda, observamos que los
prototipos II y III contienen dos proporciones di-
nam Lc a s muy conocidas: 12y 1+12,10 que permite
que se generen recurrente y geometricamente. A pa£
tir de esta observaci6n hacemos un estudio alge-
braico de las propiedades de 1a segunda de estas
proporciones, como una ap1icacion de como usaI' 1a
geometrla prehispanica para motivar la introduccion
de nuevos e importantes conceptos matematicos a1
nive1 de secundaria.
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SI. EL SOL DE LOS PASJOS.

Para l~~onstru~~iSn del ~ul_de' t~~pa~~oi se
parte dela .cIrcun f erenc ia, _traz an d o p~imero un

" "

par de rectas paralelas. equidistantes de un dia-
metro lacantidad a; 'luego, 'per-pendicularmente a
este -par se traza un nuev~ par equidistantedel
diametroperpendicularal primero la mi&ma canti-,

. i ". .

dad d. En .sta fot1ll~"se detet'.1!'inaen e-l'centro de
"1.8 figura .un cuadJtade,~ Ep se gu Ida se unen los ex-

. .
trelllos de las rectas con puntos de los· diametros
usados, que equidisten de los lados del cuadrado
construido (figura 1). Como se ve.se trata de una
construcci5n rapid~ y sencilla, que presupone una

. .
"c.-i.Jtc.un~eJteJ1c...i.a.·y. produce unc.uadJta.dey una a:tJz.eU.a. .
dt ec.ho punt~4. Eri 1a figura 1 apar~~enlos que l1a'
mar,mos Lo s. t-te-6pir.etetipo-6c, del -6 ~l 'de lO-6 'pa-6:to~ -

(aunque e~~s~en varia~iones dee~los)~ A~anadoret
a.l~ .tienen parcialmente .ra zSn en afirmar que esta
es tr e Lk a e. 'diferente' de las e.6:tlt."e£la.1.lmu.d€.jaJte-tr,
introducidas: en la Colon'ia para decorar los arte8~
"ados dela~' igle8ia~"~En e f ec t o , el gJtupo de4..i.m~

4e cualquier estrella mudejar es el gJtupe.dildJt..i.c.e
Vs, generado por ocho reflexiones, cuyos ejespa--
,an por el centro del circulo, formando, dos con-
~ecutivos, angulos de (45/~0, y por una rotacion a
4e 450 (figura 2). En cambia, en el sol de los pa~
tQs, a menos que se trate del prototipo III, el gr~
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Figura 1

El sol de los,pastos

d
III

po de" si~etrtas del disefio esel ~~upo dild~ieo
V4, generado por cuatro reflexiones, cuyos ejes p~
I:!&npor el centro del cfr cu Lo, f o rm an d o , dos conse
~utivos,ingulos de 45~, y por una rotaci6n S de
90°. En el prototipo III el grupo de simetr{as es
VB' pues en este caso el sol de los pastos coinci-
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-~1

Figura 2

EstrelZas mudejares

de can una estrella mudejar, como se puede verifi-
car visualmente. Para los lectores que no estan fa
miliarizadDs can los grupos de simetria~ de los di
senos finitos planas 0 g~upo~ de Leona~do da VinQi,
recomendamos mirar la parte pertinente del libra
de Alsina & Trillas [1984, 147-149J.

En la figura 3 aparecen algunos de los disenos
del prototipo I que nos presentan Afanador et at.
en las figuras 4 y 5 aparecen algunos de los del
prototipo II y en la figura 6 algunos de los del
prototipo III.
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SoZ de Figura 3los pastos· vrot t'... 0 7.-pO I
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Figura 4
. II. ~ protot&poPet.roql.i.t 0:
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Tejidos de Otaval0
Figura 5

SoZ de Zos pastos: prototipo II
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Ceramio

Tejidos de Otavalo
Figura 6

Sol de los pastos: prototripo III
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En el siguiente cuadro resumimos estas observa
ciones:

~.... Cer atnd o s Petroglifo Otavalo

Prototipo I 7 43,75 - - - -
Prototipo II 8 50,00 1 100 4 66,66
Prototipo III 1( ?) 6,25 - - 2 33,33

LTotales 16 100,00 1 100 6 99,99

Ante la falta de datos'sobre lugares de halla!.
go y dataciones, de los que no informan Afanador
et al., no es posible determinar la confiabilidad
o la homogeneidad relativa de la muestra presenta-
da por estos autores. De manera que las siguientes
conclusiones solo tienen un caracter provisional.
El prototipo III Gnicamente aparece de modo claro
en 1a art e san i:a con tem p0ran ea d e O't aval 0, p u es 1a
inclusion del ceramio de ~a figura 6 nos deja a1-
gunas dudas. Luego~ sob~eI~~ase, de la evidencia~ , '.' ~
presentada, es razonable suponer que su aparici5n.
es posterior y posiblemente influenciada por la e~
trella mudijar 0 la trama geomitrica en que sa rea
lizan los tejidos de esta artesani:a.

Por otra parte y sabre 1a misma evidencia, en
los ceramios prehispanicos los prototipos I y II
aparecen equidistribuidos; mientras que el prototi
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po 1 no aparece en los tejidos de Otava10 y e1 II
aparece con m~s frecuencia que e1 III; 10 anterio~
sin embargo, no resue1ve el problema de si el pro-
totipo 11 es e1 diseno basico original, 10 que de.!!
de el punto historico-geometrico seria muy intere-
sante, Con 1a informacion suministrada, tampoco
cs pesible rastrear la difusion de este motivo en
Ie ~rea panandin , en el esplritu, por ejemplo, de
1a teo ria a1octonista de ~uffmann Roig, que propo-
ne e1 origen de 1a alta cu1tura peruana en la anti
gua cultura de Valdivia, Ecuador. Creemos que 10
anterior muastra 10 conveniente que serta retomar
el trabajo de Afanador et al. y continuarl0 en es-
ta direccion.

§2. LAS PROPORCIONES DEL SOL DE lOS PASTOS.

Pasamos ahora a identificar las proporciones
que aparecen en los tipos II y III del sol de los
pastos. Para hacer10 necesitaremos recordar la si-
guiente definicion de proporcion: dado un rectang~
10 de lados a y b se define 1a p~opo~ei6n del ~ee-
tangulo como el cociente.

p (a, b) ,. rna x (a , b) I m.tn (d., b) ;

es cLa ro que con esta definicion se tiene p(d,b) 91
Y que p(a,b) • 1 cuando, y solo cuando, el rectan-
gulo es un cuadrado. Si p(a,b) es ~n numero racio-
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na1, decimo5 que 1a proporci6n e5 conmen~u~able;
5i p(a,b) es irraciona1, hab1amos de una propor-
cion .inconmen~u~able od.in4.m.ica.

Con regIa y compas es posible construir una g~
ma amp1ia de rectangulos con proporciones dinami-
cas: basta construir primero, con estos instrumen-
tos, un segmento irracional de longitud mayor que
uno (por ejemplo, /2, 13, 15,1+12, 11+15), y
luego un rectangulo que tenga por lados 1 y este
segmento.

Como.una construcci6n con regIa y compas es
equivalente a una hecha con cue~da~ y e~taca~, no
es descabellado pensar en que las proporciones di-
namicas tuviesen una temprana aparici6n en la his-
toria de la geometr1a, entre los ~ituafi~ta~ de f~
cue~da~ y fa~ e.sxa.eo» [Seidenberg, 1962;1981). De
hecho, estas proporciones pueden identificarse tan
to en construcciones y disefios sag~ados como civi-
les, en muchas culturas antiguas 0 primitivas, en
casi todos los conti~entes [Alsina & Tri;las (1980
p.245 y si.gs v j Lietaerd (1985)J. Y, siempre dentro
de la historia de la geometr1a, no podemos olvidar
tampoco el papel decisivo que las proporciones di-
namicas tuvieron en la geomet~izaci6n def 4.fgeb4a,
realizada por la escuela pitagorica [van der War-
den (1983) p.88 y sgtes.].

Diremos que una figura (0 diseno) t.iene fa p~a

po~ci6n p(a,b) = p si en ella aparece un segmento
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de longitud p, para alguna unidad adecuada. Con es
ta definicion vamos a estudiar las proporciones di
namicas que aparecen en los prototipos II y III
del sol de los pastas.

2.1. LAS PROPORCIONES DINAMICAS EN EL PROTOTIPO II.

En la figura 7 podemos distinguir facilmente
la proporcion p = 12; pero en ella tambien mostra-
mos que a partir de un sol de prototipo II podemos
generar una sucesion de soles del mismo prototipo,
proporcionales entre sl, y tales que sus segmentos
homologos estan en p~og~e~i6n geomet~i~a. Luego el
hecho que 12 aparezca en el diseno de prototipo II
le imprime un dinami~mo gene~ativo. En la figura
7, hemos senalado las siguientes progresiones geo-
metricas: 1,3,32, .... ylf', 312', 32fi, ... Esto no
es un hecho aislado, como veremos en seguida can
mayor enjundia en el prototipo III.

2.2. LAS PROPORCIONES DINAMICAS EN EL PROTOTIPO III.

En la figura 8 podemos distinguir la proporcion
e = 1 + 12, aSl como tambien la generacion dinamica
de disenos del prototipo III. Es clara, tambien de
1a figura, la generacion de 1a progresion geometri

2 3 4ca 1, e, e , e , e , .... Usando que
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".. ", ..".... ...

Figura ?
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Figura 8

e4
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podemos estudiar algebraicamente esta progresion
generada geometricamente; en el salon de clase es-
ta situacion puede aprovecharse para introducir
nuevos conceptos como los de 4uce4i6~ 4ecU~4ente,
ecuacionec dio6a~ticac, algo~itmo~, e~pacio~ vect~
~ialec, bacec e i~dependencia lineal, como 10 indi
caremos en seguida.

De (1) resulta facilmente que toda potencia p£
sitiva de 8 puede expresarse en la forma ae + b,

donde a y b son enteros positivos. Por ejempl0
83 = 2+58,84 = 5+128,85 = 12+298,86 = 29+708, .... Un

examen cuidadoso y atento d~ estas expresiones,
nos muestra que sus coeficientes enteros parecen
seguir una fey de 6o~maci6n ~ecu~~ente:

2 2xl+0,

5 2x2+1,

12 2X5+2,

29 2xI2+S,

70 = 2x29+12, etc.

Con mas precision, hacemos u1 = 0 y u2 = 1,

(2) si n ). 3.

Sucesiones como las definidas por (2) han sido
ampliamente estudiadas en algunos casos particula-
res, como el de la ~uceci6n de Fibonacci: VI = v2= 1,
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(3) =V l+v 2'n- n- 8i n ~ 3,

[Vorobiev (1973)J. Las sucesiones (2) y (3) perte-
neeen a una elase muy importante de sucesiones:
las JI.e.c.uJI.JI.e.nte..6 [Markushevich (1974)J.

Como era de esperarse, es posible demostrar
ahora que

en e= un + Un+1 '

En efeeto, si n = 1,e1 = U1 + u2e, y si n = 2,e2 =

"z + U.3e = 1 + ze. Por induce ion , si en-1 un-1 + u.n8,

(4) si n ;p 1.

vemos que

U 18+ue2n- YI.

·u +(u 1+2u)en Y1.- n u + u +le,. n n YI. ~ 3,

dande hemos usado (1) y (2).

Si ahara haeemos 8 = 1 - IT (e.l c.onjugado de. e),
eye son las dos soluciones de la
X2_ 2X- 1 = 0; como (X- e)(x- 8) =
resulta que e + e = 2 y e8 = - 1. Por
(1,1) es solucion de la ecuacion

.~ecuaClon
X2_ (8+8)X+ee,
t a n r o , (x.,y) =

Una ecuacion del tipo

v > 0 y sin f ac t ore s cuadrat Lc o s , se llama una e.c.u.a
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Qi6n de Pell-Fe~mat. Como tambien se tiene

(facil, usando induccion), deducimos las relacio-
nes

(6 ) {
en =

-ne = un+un+16 = (u +U l)-U 112.,\ n n+ -n+

de dande (puesto que ee = - 1) resulta, para c ada
n ~ 1, que

es 1a solucion entera positiva de 1a ecuacion de
Pell-Fermat
(7)

La relaci6n (2) nos permite, pues, QOn~t~u~~
~eQu~~entemente las soluciones enteras positivas
de (7).Por esta razonlasucesion(u1,u?,u",.;.,u ~..•)

_.J 11 _

se llama tambien una ~uQe~i6n de Pell-Fe~mat. ~s
interesante notar que los pitagoricos ya tenlan

-..

una construccion recurrente para las soluciones de
(7) . En efecto, si dn Un + u. l -y = Un+1 ' esn+l n
facil verificar que

II d1 1

Y

(8) = t + d ,n n
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formula recurrente que es mencionada tanto por PrQ
clo (en sus comentarios a la Republ~ea de Platan,
546C) como por Teon de Esmirna en sus Expo~~t~o ~~
~um mathemat~eo~um. Proclo atribuye la formacion
de estas sucesiones a los pitagoricos; el mismo au
tor indica la manera como estos, basandose en la
identidad

0, equivalentemente (usando (8)), en 18, siguiente

y utilizando la p~~me~a ~ndu·ee~6n eompleta de que.
~e-t~ene not~c~a en la h~¢to~~a de la mate.mat~ea,
demostraron que (xn,Yn). = (dn,ln) son soluciones
(7). Como dice van der Waerden ~1983)p.136J, el pi
tagorico que demostro 10 anterior y encontro las.
formulas de recurrencia (8), debio ser unexcelen-
te matematico.

Vale la pena observar~ tambien, que si escribi
mos (7) en la forma

las proporcivnes dn:ln dan una muy buena aproxima-
cion de la ra1z cuadrada de 2, cuya bondad crece
can n, pues (l) 1 es una sucesion estrictamenten n>
creciente de numeros positivos.

Los pitagoricos tam~i~n estudiaron las ecuacio
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nes x2 = 3y2 + 1 y x2 = 3y2 - 2. Para detalles sobre
este particular y el origen de las ecuacioncs de
P~ll-Fermat entre gr~ego5 ~ hincues, re~itimos =1
ya citado libro de van der Waerden.

Tambien de (6) obtenemos

2 2
= u + 2u u - uYl.+1 '¥l. Yl. n.+1 para n. ~ I,

10 que nos perm~te construir recurrentemente solu-
ciones enteras positivas de las hiperbolas

(9) 2 2
X + 2 xy - y = ± 1,

usando nuevamente la relacion (2). Un buen ejerci-
cio, para los que conocen de programacion de orde-
nadares, es 1a elaboracion de algoritmos para ca1-
cu1ar soluciones enteras positivas de (7) y (9),
basandose en 10 anterior.

Como en el caso de 1a sucesion de Fibonacci
[Vorobiev (l973)p.l05.-106], ta.6 .6u.c.e..6.ione..6 (.6Yl.)Yl.~]
que. c.umpte.n

(10) .6Yl.+2 • 2~n+l + .6n' n ~ 3,

c.onno~man un e.6pac..io vec.to~.iat .6ob~e to.6 nume.~o.6
~e.ate..6, qu.e tiene d.ime.n.6.i6n do.6. (Esto es un caso
particular de una situacion mas general que se ~n-
cuentra descrita, por ejemplo, en [Markushevich
(1974)J). Para verla, tomemos dos sucesiones (.6n)
y (tn), distintas de la sucesion (0), que cumplan
(10) y tales que (.6~) + A(t ) = (At ), para todo

H n n .
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numero real A (esto tambien se expresa diciendo
que las dos sucesiones no ~on p~op~onale4); en-
tonces .61/.t1 :f 42/ .t2• En e f ect o , si 41/ t1 y

.6 2 / t2 fuesen iguales, tendriamos (.01 + -62) / (t1 + .t2)
= -62/ t2 y, por tanto, (-61+2.62) / (t1+2.t2) :::-62/.t2, es
decir, .63/ t3 = -62 / .t2' en virtud de (10). Una si~
p Le induce ion nos conduce a que -61/.t1 = -62/.t2
-03/.t3 = ... = -6n /.tn = ... = A 10 que es contraria a
la supuesta no proparcionalidad de las dos sucesio
nes. Supongamos ahora que (Wn) tambien satisface
(10), y consideremos el sistema de ecuaciones li-
neales

Como, par h i.pS't es Ls , -61/.t1 :f -62/ .t2' el d e t ej;
minante -61.t2 - -62t1 de este s Ls t em a no se anula, y,

por tanto, admite soluciones unicas dadas par la ,
regIa de Cramer:

WI t2 - W2.t1
c.1 = -61.t2 - .62.t1 '

De aqui res u1t a que (W 11) = c.l (.6n) + c.2 (.t 11); 1u~
go, do.6 -6uc.e-6~ol1e.6 que .6at~.66ac.el1 (10), d~~.t~l1ta-6
de la .6uc.e~~611 c.e~o y que no .6011 P~Opo~c.~onale.6,
6o~mal1 ul1a ba-6e del e.6pac.~o vec.to~~al de la-6 ~uc.e-
.6~OY1e-6 que -6at~-66ac.el1 (10).

Usando (1) es facil v er i f Lc ar ahara que las au-
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cesiones
2 3 n-l .(l,a~e ,a ~•••,e ••••). (~n)n)l

. . - -2 -3 -n-l.-(1, e , e ~e , •••• e , • • .) • (t n) ~:> 1

satisfacen (10), y ~omo e ~ ~, elias conforman una
b.ase del espacio vec_torial de tOGas Laa s u c e s Lone a

de numero8 rea1es que .atisfacen (10). De las f5~
mu1as (4) y (~) obtenemos

(11 ) n :> 1,

que no es otra cosa que la expresion de (Un)n>1 c.2,
mo ~omblna~l6n lineal de (~n)n>1 y (tn)n>l. La for
mula (11)· corresponde a 1a 11amada "foniula de Bi-
net" en el caso de 1a-sucesiSn de Fibonacci [Voro-
viev (1973) p.l06-1071.

tlOTAS.

1) El nambre "ecuac iSn de Pell'" fue acuf'iado par Euler, atln eua!!.
do aquel poco a nada tuva qu~ ver can esta ecuaci6n.

2) La identidad (2l+d)2 +d2 = 212 + 2(l+d)2 se encuentra demos-
trada en los El~ento~ pe Euclides, II 10.

i: i:
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