110

Boletin de Matemdticas APUNTES

Vol. XXI N* 2,3 1967

LAS PROPORCIONES DEL SOL DE LOS PASTOS*

Victon Samuel ALbis

El origen de esta nota es la pregunta que nos
hiciera 0. Granda sobre las propoirciones que podrian
encontrarse en el motiveo prehispa@nico denominado el
40 de Los pastos por Afanador et al. [1985]. Este
motivo permea la decoracidn de petroglifos y cera-
mios de las etnias pasfoc v quillasinga, habitantes
precolombinos de los Andes del sur de Colombia y
norte del Ecuador. Los mismos autores sefalan que
también se encuentra, al sur, en ceramios y tejidos
@rqueocldgicos de la regidn de Chuquibamba, provin=-
gia de Condesuyos, en Arequipa, Perii, y, al norte,

gntre los calimas de Colombia (g.n.v.). Ademds el

# Trabajo realizado en su fase inicial en el Proyecto de
investigaciones Histdricas en la Matematica Colombiana, de
8 Sociedad Colombiana de Matematicas, financiado parcialmen
t@ por COLCIENCIAS (202-1-01-74). La finalizacién del traba-
{o se realizd dentro del proyecto Antropologia y Matemdti-
gas, Fase I, de la Facultad de Ciencias, UNAL.



apuntes 111

disefio alin persiste en la artesania contemporfnea
de los tejidos indigenas de la regidn de Otavalo,

Ecuador.

Por otra parte, esta nota forma parte de una
serie dedicada a la reconstruccidn del pensamiento
geométrico de nuestras culturas prehispanicas, usan
do la metodologia que nos proporciona el estudio
de los disenos que aparecen en la ornamentacidn ar
tistica de objetos v utensilios, en la que subya-
cen los grupos de las simetrias planas, como expre
sion geométrica del ritmo, y las proporciones. Es-
ta ornamentacidon, podemos con Bourbaki [19?2. 368],

considerarla, "con todo derecho, como una parte de

las matematicas desarrolladas por estas civiliza-
ciones'. Esta posicidn contrasta con la de autores
anteriores, que como Gow [188&, 123], afirmaban co

sas como la siguiente:

He buscado, en vano, en muchos libros que se pro
ponen describir los hd@bitos y psicologia de las ra-
zas inferiores, alguna alusifn a su conocimiento ged
metrico en forma de algunas operaciones que impli-

quen nociones geométricas.

El desciframiento de las ideas geomé@tricas sub
yacentes en la ornamentacifn prehispdnica contribu
ye no 8dlo a la reafirmacidn de nuestra identidad
cultural y a la reconstruccidn conjetural, pero co
herente, del origen de la matemdtica, mediante es-

tudios comparativos, sino que tambi&n conduce, co-
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mo veremos, a reflexiones sobre la manera de ense-
narla haciéndola m3s interesante para nuestros alum
nos, usando ingredientes est&ticos y humanisticos
ligados profundamente a nuestra historia cultural

(Cfr. [Albis,1986; Gerdes,1986])

Los dibuijos de las figuras 3 a 6 se han tomadode

Afanador ef af£.1985 .

Este trabajo consta de dos partes: en la prime
ra, con base en la evidencia presentada por Afana-
dor ¢{ af., establecemos tres prototipos para el
disefio que ellos llaman el s0& de fLos pasfcs, y es
tudiamos la frecuencia de su aparicidn en esta mues
tra, indicando el interés que puede tener continuar
el estudio de estos tres prototipos. Anotemos aqui
que cada uno de ellos se transforma en otro de ma-
nera continua. En la segunda, observamos que los
prototipos II y III contienen dos proporciones di-
namicas muy conocidas: /E.y 1+-f5: lo que permite
que se generen recuYrente y geométricamente. A par
tir de esta observacidn hacemos un estudio alge-
braico de las propiedades de la segunda de &stas
proporciones, como una aplicacidn de cOmo usar la
geometria prehispdnica para motivar la introduccidn
de nuevos e importantes conceptos matematicos al

nivel de secundaria.
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§1. EL SOL DE LOS PASTOS.

Para la construcciﬁn del s0f.de Los pastos se
parte de 'la circunferencia, trazando primero un
par de rectas paralelas, equidistantes de un dJdii-
metro la camtidad a; luego, ‘perpendicularmente a
este par se traza un nuevo par equidistante del
diﬁmetro,pe}pendicular”al primero 1# misma canti-
dad a. En esta forma';e deteyrmina en el centro de -
la figura wn cuadrado. En seguida se unen los ex-
tremos de las-rectas con puntos de los didmetros -
usados, que equidisten de los lados del ﬁuadrado
construido (figura 1). Como se ve, se trata de una
construccidn rﬁpida y sencilla, que presupone umna
(‘.A.A‘Lcunﬁellenc&.a ¥ produce un cuadrado y una estrella
de ocho puntab. En la figura 1 aparecen los que lla
maremos los tmea p&atot&po& def s0f de Los pastos
(aunque existen variaciones de ellos). Afanador et
al. tienen pafcialmente razdon en-afirmar que esta
astrells es diferente de las estnelLas mudéjares,
introducidas en 1a Colonia para decorar los artesp
nados de las iglesias.En efecto, el grupo de aimetaias
de cualquier estrella mudéjar es el grupo diédrico
Pg, generado por ocho reflexiones, cuyos ejes pa-
gsan por el centro del circulo, formando, dos con-
secutivos, dngulos de (45/2°, y por una rotacidn a
de 45° (figura 2). En cambio, en el sol de los pas

tes, a menos que se trate del prototipo III, el gru
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El sol de los pastos \\\\ ji/f
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po de simetrfas del disefio es el gaupo diédrico
ﬂ4, generado por cuatro reflexiones, cuyos ejes pa
san por el centro del cfrculo, formando, dos conse
cutivos, dngules de 45°, y por una rotacidén B de
90°, En el prototipo III el grupo de simetrfias es

D pues en este caso el sol de los pastos coinci-

8 s
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Figura 2

Estrellas mudéjares

de con una estrella mudéjar, como se puede verifi-
car visualmente. Para los lectores que no estan fa
miliarizados con los grupos de simetrias de los di
sefios finitos planos o grupos de Leonardo da Vined,
recomendamos mirar la parte pertinente del libro

de Alsina & Trillas [1984, 147-149].

En la figura 3 abarecen algunos de los disenos
del prototipo I que nos presentan Afanador ¢t al.;
en las figuras 4 y 5 aparecen algunos de los del
prototipo I1 y en la figura 6 algunos de los del

prototipe III.
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Ceramios
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Figura 4

Petroglifo: prototipo II
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Ceramios

Tejidos de Otavalo

Figura §
Sol de los pastos: prototipo II
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Tejidos de Otavalo

Figura 6
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En el siguiente cuadro resumimos estas observa

ciones:

A Ceramios Petroglifo| Otavalo
Prototipo I 7 43,75 - - - - -
Prototipo II 8 50,00| 1 100} 4 66,66
Prototipe III | 1(?) 6,254~ L b2 A%
Totales 16 100,00( 1 100 6 99,99

Ante la falta de datos 'sobre lugares de hallaz
go y dataciones, de los que no informan Afanador
et af., no es posible determinar la confiabilidad
o la homogeneidad relativa de la muestra presenta-
da por estos autores. De manera que las siguientes
conclusiones sdlo tiemen un cardcter provisional.
El prototipo III {nicamente aparece de modo claro
en la artesania contemporinea de Otavalo, pues la
inclusidn del ceramio de la figura 6 nos deja al-
gunas dudas. Luego, sobre la base de la evidencia
presentada, es razonable.suponer que su aparicidn
es posterior y posiblemente influenciada por la es
trella mudéjar o la trama geométrica en que se rea

lizan los tejidos de esta artesania.

Por otra parte y sobre la misma evidencia, en
los ceramios prehispanicos los prototipos I v II

aparecen equidistribuidos; mientras que el prototi
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po I no aparece en los tejidos de Otavalo y el 11
aparece con mads frecuencia que el III; 16 anterior,
sin embargo, mno resuelve el problema de si el pro-
totipo II es el disefio basico original, lo que des
de el punto histdrico-geométrico seria muy intere-
sante. Con la informacidn suministrada, tampoco

ble rastrear la difusidn de este motivo en

™
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la teoria aloctonista de Kauffmann Roig, que propo-
ne el origen de la alta cultura peruana em la anti
gua cultura de Valdivia, Ecuador. Creemos ﬁue lo

anterior muestra lo conveniente que seria retomar
el trabajo de Afanador e¢f af. y continuarlo en es-

ta direccidn.

§2. LAS PROPORCIONES DEL SOL DE LOS PASTOS.

Pasamos ahora a identificar las proporciones
que aparecen en los tipos II y III del sol de los
pastos. Para hacerlo necesitaremos recordar la si-
guiente definicidn de proporcidn: dado un rectangu
lo de lados a y b se define la proporcdibn def rec-

tdngulo como el cociente.
p(a,b) = mdx(a,b) / min(a,b);

es claro que con esta definicidn se tiene p(a,b) 21
y que p(a,b) = 1 cuando, y s6lo cuando, el rectan-

gulo es un cuadrado. Si p(a,b) es un nimero racio=-
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‘nal, decimos que la proporcibn es conmensurable;
si p(a,b) es irraciomal, hablamos de una propor-

cidn Anconmensurable o dindmica.

Con regla y compé@s es posible comstruir una ga
ma amplia de rectdngulos con proporciones dindmi-
cas: basta construir primero, con estos instrumen-
tos, un segmento irracional de longitud mayor gque
uno (por ejemplo, /E, /3, /5, 1+/7, /T:T7§3, v
luego un rectdngulo que tenga por lados 1 y este

segmento.

Como una construccidn con regla y compas es
equivalente a una hecha con cuerdas y estacas, no
es descabellado pensar en que las proporciones di-
namicas tuviesen una temprana aparicidn en la his-
toria de la geometria, entre los nitualistas de Las
cuendas y fLas estacas [Seidenberg, 1962;1981]. De
hecho, estas proporciones pueden identificarse tan
to en construcciones y disefnog sagrados como civi-
les, en muchas culturas antiguas o primitivas, en
casi todos los continentes [Alsina & Trillas (1984)
p.-245 y sigs.s; Liétaerd (1935}]. Y, siempre dentro
de la historia de la geometria, no podemos olvidar
tampoco el papel decisivo que las proporciones di-
nadmicas tuvieron en la geometrdizacdidn del dlgebna,

realizada por la escuela pitagdrica [van der War-

den (1983) p.88 y sgtes.].

Diremos que una figura (o disefio) fdiene £a pre

poncién p(a,b) = p si en ella apar&ce un segmento
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de longitud p, para alguna unidad adecuada. Con es
ta definicidn vamos a estudiar las proporciones di
nédmicas que aparecen en los prototipos II y III

del sol de los pastos.

2.1. LAS PROPORCIONES DINAMICAS EN EL PROTOTIPO II.

En la figura 7 podemos distinguir ficilmente
la proporcidn p = Y23 pero en ella tambidn mostra-
mos que a partir de un sol de prototipo II podemos
generar una sucesidon de soles del mismo prototipo,
proporcionales entre si, y tales que sus segmentos
homdlogos estdn en progresddn geométndica. Luego el
hecho que V2 aparezca en el diseno de prototipo II
le imprime un d{namismo generativo. En la figura
7, hemos senalado las siguientes progresiones geo-
métricas: 1, 3, 32,.... yv2, 372, 3“v2,... Esto no
es un hecho aislado, como veremcs en seguida con

mayor enjundia en el prototipo III.

2.2. LAS PROPORCIONES DINAMICAS EN EL PROTOTIPO III

En la figura 8 podemos distinguir la proporcidn
8 = 1+V2, asi como también la generacidn dindmica
de disefios del prototipo III. Es clara, tambi&n de
la figura, la generacidn de la progresidn geométri

ca £, 8, 6%, 87, 6%, ... Usando gue

(1) 02 = 20+1<«>6%-208-1 = o0,



124 apuntes

=
&
ot
b e
3
L A
F 32 1



apuntes

mn
A

Figura 8

e

=4

etn



126 apuntes

podemos estudiar algebraicamente esta progresidn
generada geométricamente; en el saldn de clase es-
ta situacidn puede aprovecharse para introducir
nuevos conceptos como los de sucesidn xrecurxrenie,
ecuaciones diofdnticas, algoritmos, espacios vecto
niakes, bases e independencia Lineal, como lo indi

caremcs en seguida.

De (1) resulta ficilmente que toda potencia po
sitiva de 6 puede expresarse en la forma af + b,
donde @ y b son enteros positivos., Por ejemplo
6° = 2+—56‘8d = 54—126,65 = 12+—298,96 = 204+ 700,.... Un
examen cuidadeoso y atento de estas expresiones,
nos muestra que sus cceficientes enteros parecen

seguir una Ley de formacidn recurnrente:

2 = 2x1+0,
5 = 2%x2+1,
12 = 2%§+2,

29 = 2x12+5,

70 = 2x29+ 12, etc.
Con mds precisidn, hacemos u, = 0y u, = - [

(2) u, = 2u, ,+u, ., sin3 3.

Sucesiones como las definidas por (2) han sido

ampliamente estudiadas en algunos casos particula-

res, como el de la Aucesidn de Fibonaccd: Vi=v,=1,
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(3) v =y + v

n n=1 n-27 si n 3> 3,

[Vorobiev (1973)1. Las sucesiones (2) y (3) perte-
necen a una clase muy importante de sucesiones:

las hecurhentes [Harkushévich (19?4)].

Como era de esperarse, es posible demostrar
ahora que

no_ )
(4) 8" = un4-un+18, si np » 1.

En efecto, si n = 1,8l = uli-uze, y s8ip=2,8°=

u24-u39 = 1+20. Por induccidn, si Gn-1==u +ub,

vemos que

S 2
+ una)e u _181~un6

A=l
8" = 9 g = (u “

n-1

i

L L = + >
Jn+-(un_l+-21n}8 w, un+18, n 3,

donde hemos usado (1) y (2).

Si ahora hacemos 6 = 1- /7 (el conjugado de 9),
0 v 6 son las dos soluciones de la ecuacidn
X2 - 2X-1 = 0; como (X-8)(X-8) = X2~ (8+8)X+68,
resulta que 8+6 = 2 y 68 =~ 1. Por tanto, (X,y) =

(1,1) es solucidn de la ecuacidn

x? - 2y% =-1.

(X + yy/7) (x - yv2)
Una ecuacidon del tipo
X Dyz it 1o

D >0 y sin factores cuadraticos, se llama una ecud
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cién de Pell-Fermat. Como también se tiene

(5) g = un+-un+le

(fidcil, usando induccidn), deducimos las relacio-

nes .
n =

- J 8" = “n+“n+19 (w,+u,  )+u +1f?,

)-u, V23

[abl]
]

=N = 02
[ un+“n+19 (un+u n+1

n+l

de donde (puesto que 88 =- 1) resulta, para cada
n 2> 1, que
(xn’yn) = (U‘n+ f'l:r1+1’t‘ln+].)

es la solucidn entera positiva de la ecuacidn de

Pell~-Fermat
(7) X -2y =¢t1,

La relacidn (2) nos permite, pues, CONSLAUALAN
hecurheniementfe las soluciones enteras positivas
de (7). Por esta razon la sucesidn (ul,uz,u3,.:.,uﬂ,...)
se llama tambi&n una sucesiln de Pell-Fermat. Es
interesante notar que los pitagdricos ya tenian

una construccidn recurrente para las solucicnes de

(7). En efecto, si dﬂ £ f 'Puh+l y £ = U,.1> ©S
facil verificar que
3 ™ gy = 4
y
(8) £n+1 i En'*dn’

oL
[
[ % ]
<
+
a.

n+1
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formula recurrente que es mencionada tanto por Pro
clo (en sus comentarios a la Repdblica de Platédn,
546C) como por Tedn de Esmirna en sus Exposditio re
hum mathematicorum. Proclo atribuye la formacidn
de estas sucesiones a los pitagdricos; el mismo au
tor indica la manera cdmo éstos, basdndose en la
identidad
(2£+d)2+d2==2£2+2(£+d){

0, equivalentemente (usando (8)), en la siguiente

12 745 1 2 2
dn+l+dn = 2£nﬂ'2£ﬂ+1’

y utilizando la padimera Lnduccddn completa de que
se-tiene noiicda en La historda de £a maZemdiica,
demostraron que (xﬂ,gn) = (dn,ﬂn) son soluciones
(7). Como dice van der Waerden [(1983)p.136], el pi
tagdrico que demostrd lo anterior y encontrd 1las
formulas de recurrencia (8), debid ser un excelen-

te matemdtico.

Vale la pemna observar, tambié&n, que si escribi

mos (7) en la forma

2 2
(dn/‘ﬁn) = 2‘1‘(1}'{*1) .

las proporcicnes dn:.tn dan una muy buena aproxima-
cidn de la raiz cuadrada de 2, cuva bondad crece
con M, pues (ln)n>1 es una sucesidn estrictamente
creciente de nimeros positivos.

Los pitagdricos también estudiaron las ecuacio
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nes x% = 34241 y x? = 342 - 2. Para detalles sobre
este particular y el origen de las ecuacicnes de

Pell-Fermat entre griegos & hindles, remitimes =zl

ya citado libro de van der Waerden.

También de (6) obtenemos

- n = ] 2 —
(-1) ¢ﬂ+-2unun+1 Upir? para n » 1,

lo que nos permite construir recurrentemente solu-

ciones enteras positivas de las hipérbolas

(9) xz+~2xg-y2 =+ 1,

LS

usando nuevamente la relacidn (2). Un buen ejerci-
cio, para los que conocen de programacidn de orde-
nadores, es la elaboracidon de algoritmos para cal-
cular soluciones enteras positivas de (7) y (9),

basindose en lo anterior.

Como en el caso de la sucesidn de Fibonacci
[Vorobiev (1973)p.105-106], £as sucesiones 2307 A

que cumplen

(10) 4u+2 - 24n+l4-6n, n3 3,

congoaman un espacio vectorial sobre Los nidmeros
neales, que tiene dimensidn dos. (Esto es un caso
particular de una situacidn mds general que se en-
cuentra desqrita, por ejemplo, en [Harkushévich
(1974)]). Para verlo, tomemos dos sucesiones (én)
y (In), distintas de la sucesidon (0), que cumplan

(10) y tales que (én) # k({ﬂ) = (Atn), para todo
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nimero real A (esto tambi@n se expresa diciendo
que las dos sucesiones no 40n piropowionales); en-
tonces 61/ tl # 62/-t2. En efecto, si 61/ tl y
ézl tz fuesen iguales, tendriamos (61+62)/(£1+£2)
= 62/ tz y, por tanto,(él+242)f(£1+2£Q = ézftz,es
decir, 8,/ %4 = 8,/ %,, en virtud de (10). Una sim
ple induccidn nos conduce a que 61 /tl = bzf tz »
LI /t3 =,,,= 4ﬂ/ tn =...= A lo que es contrario a
la supuesta no proporcionalidad de las dos sucesig
nes. Supongamos ahora que (wﬂ) tambi&n satisface
(10), v consideremos el sistema de ecuaciones 1li-
neales

c

181 T Cpty = Wy

+ec,t, = W

"

t:lﬁz CZ 9

Como, por hipotesis, élf t, # 42/ t,, el deter
minante éltz-—57£1 de este sistema no se anula, vy,
por tanto, admite soluciones tnicas dadas por la .|
regla de Cramer:

- w, - 5, W
Wyty “Wady i W i

c_ =
4112_.5211 & 2 Alt Azt

c-l"" .

2= 1

De aqui resulta que (W, ) = ¢;{4 ) +cy(2,); lue
go, dos sucesiones que satdisfacen (10), distintas
de La sucesibn cerc y que no son proporcdonales,
forman una base del espacio vectorial de Las suce-
s4ones que satisgacen (10).

Usando (1) es facil verificar ahora que las su
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cesiones
2y -1
(3,6,07,07,...,0"  ,o00) = €4,) o,
2 &3 n-1
(1 9 E ,o-o,g '.on) = (‘tn)n)l

satisfacen (10), y como 6 ¢ B, ellas conforman una
base del espanio vectorial de todas las sucesiones
de nfimeros reales que satisfacen (10), De las for-

mulas (4) y (3) obtenemos
1 ,n-1 1 gn-l

= - n>1
(11) U, 57?6 37? ’ ’
que no es otra cosa que la expresiﬁn de (un)ﬂ>1 co
mo combinacibn Lineakl de (dn)n>1 y (£,),59+ La for
mula (11) corresponde a la llamada "f8rmula de Bi-
net" en el caso de la sucesidn de Fibonacci [Voro-

viev (1973) p.106-107].

NOTAS.

1) El nombre "ecuacidn de Pell™ fue acufiado por Euler, afin cuan
do aquél poco o nada tuvo que ver con esha ecuacidn.

2) La identidad (2£+d)2-td2 42 -+2(£td) se encuentra demos=
trada en los Efementos de Euclides, II 10.
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