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SOBRE LOS PUNTOS FIJOS Y DE COINCIDENCIA
DE PARES DE APLICACIONES

Jaime Rodriguez Montes

ABSTRACT. A necessary and sufficient condition is
given for the existence of common fixed points of
couples of maps of a metric space into itself. The
result covers others of K.M. Das, R.V. Naik, L.B.
Ciric and G. Jungck, and no a priori assumption is
made on the completeness of the space, the continu
ity of the maps or on their commutativity. A simi-
lar result for coincidence points of couples of

maps is also established.

RESUMEN. Se establece una condicidn necesaria y sy
ficiente para la existencia de puntos fijos comu-

nes de pares de aplicaciones de un espacio métrico
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Palabras Clave: Puntos fijos, puntos de coincidencia,
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en+si mismo, la cual no require condiciones a prio
"ri sobre la continuidad o conmutatividad de las mis
mas ni sobre la completez del espacio. Los resulta
dos obtenidos contienen y generalizan resultados
de K.M. Das, RK.V. Naik, L.B. Ciric 'y G. Jungck.'Se
da también una condicidén similar para la existen-
cia de puntos de coincidencia de pares de aplica-

ciones.

INTRODUCCION.

K.M. Das y R.V. Naik han obtenido algunos re-
sultados interesantes sobre puntos fijos comunes
de aplicaciones continuas que conmutan y que estan
definidas de un espacio métrico completo en si mis
mo. Estos resultados generalizan otros de L.B. Ci-
ric y G. Jungck y pueden ser a su vez generaliza-
dos, bajo condiciones apropiadas, a aplicaciones
no necesariamente continuas que conmutan s6lo en
un punto. De hecho, daremos condiciones necesarias
y suficientes para la existencia de puntos fijos
comunes y de puntos de coincidencia de parejas de
aplicaciones definidas en un espacio métrico arbi-

trario, sea que éstas conmuten o nd.

§1. LOS TEOREMAS DE DAS Y NAIK.

Los siguientes son los resultados de Das y Naik

 as |
[
—d
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TEOREMA 1.1. Sean §,g aplicaciones de un espacic
métrnico completo X en 4L mismo. Supdngase que § es
continua y que § y g conmutan. Supbngase ademds
que g(X) € §(X) y que existe o « (0,1) tal que

(1.1) d(g(x) ,g(y)) < amax{d(§(x),4(y)),d(§(x),a(x)),
d(4(y),a(y)) ,d(§(x),3(y)) ,d(4(y) ,a(x))}

para todo parn x, y en X. Entonces § y g tienen un
punto §4fo comidn, necesariamente dnico.

TEOREMA 1.2. Sea { una aplicacidn de un espacio mé
trhico completo X en 8L mismo Zal que 52 es continua.
Sea g: §(X) » X tal que g(§(X)) = §2(X) y que §og(0
= gof(x) cuando ambos miembros estdn depinidos. Su
péngase ademds que (1.1) se satisface para todo
par x, y en 4$(X). Entonces § y g tdienen un punto
§4f0 comdn, necesariamente idnico.

El Teorema 1.2 es de hecho consecuencia del
Teorema l.l1. En efecto, si § y g son como en el
enunciado del Teorema 1.2, entonces G = gof y
F = 62 satisfacen las hipdtesis del Teorema 1.1,

Por lo tanto, existe un {inico X en X tal que

gof(x) = 6(x) = F(O) = §2(0) = x.

Se deduce que

fogef(x) = §(x)

y como § y g conmutan sobre §(X) entonces feoge f(x)
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= 9°62(x), de lo cual

g(x) = §(x).
Dado que
go §CEC0)) = §(x) = §2¢§C0)),

de la unicidad de X se deduce finalmente que
Uy % g (XY = X,

y X es punto fijo comlin de § vy g, necesariamente

- -
unico.

§2. EL TEOREMA PRINCIPAL.

Sean § vy g aplicaciones de un espacio métrico
X en si mismo, tales que g(X) < $§(X). Entonces es
posible construir sucesiones (Xn) v (yn) en X ta-
les que

¢2.5) e g(xn) = 6(xn+1), g,

En efecto, con X, & X arbitrario, sean X, & :
tal que 6(x1) = g(xo) B P 6(x1). Construidos
XgseoosXy ¥ Y seeesy, |, sean x & X tal que

o s
§Cx, 1) = 9(x)) vy v, = £(x, ).
Sea ahora

(2-2) o(yk,n) = {yksyk+1,--'9yk+n}s n > 0’ .

y supdngase que § y 3 satisfacen la condicidn (1.1)

del Teorema l.1. Sea G(O(yk,n)) el didmetro de
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G(yk,n). Demostraciones de los siguientes lemas

pueden encontrarse en [1].

LEMA 2.1, S{i para k > 0 y n e I se tiene que
G(O(yk,n)) > 0, entonces

g = d g

(2.3) §(0(yp,n)) (Yp,Y;)

donde kR < < R+ n. Ademds

(2,4) 6(O(yk,n)) < aé(O(yk_l,n+-l)), R > 1,
donde 0 < a < 1.

LEMA 2.2. Bafo Las mismas hipbtesis del Lema 2.1,
k

o
1-0

(2.5) §(0Cyp,n)) <

d(y >Yq) -
El siguiente teorema generaliza el Teorema l.1.

TEOREMA 2.1. Sean § y g aplicaciones de un espacio
métrico X en 484 mismo. Para que § y g tengan un
punto gijo0 comdn, es necesandio y sugiciente que
exdistan un subconjunto completo y no vacic K de X
y a<s (0,1) tales que

(1) g(K) = $(K) = K;
(ii) para todo pan de puntos x,Ag en K

d(g(x),g(y)) < amax{d(§(x),§Cy)),d($(x),g(x)),
d(§¢y),g(y)) ,d(§(x),a(),d(§(y),a(x))};
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- (iii) 84 x & X y exdste una sucesdibn (x,) en K zal

que
Lim g(x ) = £im g(x ) = x,
n-roo " n->oco "
entonces
§(x) = g(x).

Demostracion. La condicidn es necesaria, pues si a
es punto fijo comiin de § y 9, las condiciones (i),
(ii) y (iii) se satisfacen obviamente para K = {a}
y para todo a € (0,1). Veamos que es suficiente.
Para esto basta demostrar la existencia de x & X
tal que $(x) = g(x), ya que_entonces, de (iii),
200 = g%(x) y, de (ii), con ¥ = g(x),d(g(g(x)),
g(x)) < ad(g(g(x)),g(x)). Esto sdlo es posible si
g(g(x)) = g(x), de lo cual §(§(x)) = g(g(x)) = g(x)
= §(x), v $(x) resultaria ser punto fijo comin de
§ vy g-

. Sean (X, ) y (yn) las sucesiones definidas al
comienzo de esta seccidn. Si para alglin k y algin
n,d(O(yk,n)) = 0, entonces o yk+1; asi que
§Cxpyy) = 9(xp, ).

Supongamos entonces que G(O(yk,n)) > 0 para to
do R > 0 y todo n= N. Dado € > 0, sea n, tal que

N
o Qd(go,gI) <y (do= QE)E o

Entonces

WV
>

aly ,¥Y, ) € 0(U(yy, sm=-n_)) < €, 44 m > n
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como resulta del Lema 2.2, asi que (yn) es una su-
cesidon de Cauchy en g(K). Sea entonces x g (K)
tal que

£Lm ﬂ(xn) = Lim g(xn) = X.
oo n->oco

La existencia de x resulta de () y de la hi-
potesis sobre K. Pero entonces (iii) implica que

4(x) = g(x), vy el Teorema queda demostrado. A

NOTA 2.1. Obsérvese que la condicibdn (ii) del Teo
rema 2.1 permite concluir que § y g tienen sobre

K un Gnico punto fijo com@in. En efecto, si §(x) =
g(x) = xy 4(y) = g(y) = y para x, y en K, enton-
ces, de (ii), d(x,y) <€ ad(x,y), asi que d(x,y) =0

y X = y.

NOTA 2.2. Bajo las condiciones del Teorema 1.1, si

X &« X y existe una sucesidn (xn) en K tal que
Lim 6(xn) = £im g(xn) = X3
N~ n->oc0
entonces §(x) = g(x). En efecto, la continuidad de

4 conduce a que

Lim §%(x,) = £im fog(x,) = §(x).

n—>co n-roo

Como

d(g(§(x,)),9(0) < amax{d(§2(x,),§00),d(§7(x), a(4(x))),

d£(0,900),d(§2(x,),a(0), d(§0),§2(x )3,

pasando al limite cuando n + ®, se obtiene que
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d(§(x),3(x)) < ad(§(x),g(x)), o sea, dado quea <1,
que §(x) = g(x).

Esta observacidn muestra que el Teorema 2.1
efectivamente generaliza el Teorema 1.1 y, por lo
tanto, también el Teorema 1.2. El1 siguiente ejem-

plo ilustra el Teorema 2.1.

EJEMPLO 2.1. Sea X = R con la métrica usual y sean

§59: X > X definidas como sigue: para 0 € x <€ 1,

sean
%x, x = Q
§(x) = 3
L_:-];_x’ XEQQ,
: (
X = 0
_—
6
g(x) = A v
1.2, x = qQ°.
9

Para x'en X-[0,1], § y g se definen de tal manera
que sean discontinuas y no conmutativas. Tomando

K = [0,1] y o = %, es facil verificar las condicio
nes del teorema. El Gnico punto fijo comiin de § y

g.en K es X =20,

o

§3. UN TEOREMA DE COINCIDENCIA.

DEFINTICION 3.1. Dados conjuntos no vacios Xy V¥, y

aplicaciones §, g de X en ¥, se dice que x & X es
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punto de coincidencia de § y g, si §(x) = g(x).

Haciendo uso de las técnicas anteriores se ob-

tiene:

TEOREMA 3.1. Sean X y Y espacios métrnicos y ¢,
aplicacdiones de X en Y. Para que §{ y g tengan un
punto de coincidencia, es necesario y supiciente
que exdstan un subconjunto no vacio de K de X y
a = (0,1) tales que:

e
-
(0]

¢
@]

(i) g(K) = 4(K) y §(K) comj

(ii) Para todo par de punt v en K,

(@)
6]

d(g(x),g(N) < a2 max{d(§(x),£(¢)),d{£(x),5(x)),d{(§(y),a(¥)

d(4C0),g(y)),d(4{(y) ,g(x)) }.

Demoasinacibn. Si x € X es tal que §(x) = g(x), la
6n se verifica tomando

necesidad de la condicit

Veamos que son suficientes. Como antes, existen
sucesiones (X ) en Xy (4,) en Y las cuales verifi
can (2.1) y para las cuales los resultados conteni
dos en los Lemas 2.1 y 2.2 son igualmente validos.
El mismo argumentc usado en la demostracidn de la
suficiencia en el Teorema 2.1 muestra que 6(xk+l)
9(xk+1) para algln k, lo cual demuestra la afirma-
¢idn, o que existe X X tal que

LLm §(x,) = &im g(x,) =-§(x),
nro

n-o
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pues §(K) es completo. Como
d(g(x),g(x,)) < amax{d(§{x),§(x,)),d(§(x),g(x)),
d(g(x,),30(x,)),d(§(x),8(x,)),d(§(x,),3(x))},
pasando al limite cuando n =+ « se llegard a que
d(g(x),4(x)) < ad{§(x),g(x)).
Entonces $(X) = g(x), lo cual demuestra el Teorema.

NOTA 3.!. Bajo las condiciones (i), (ii) del Teore
1, si g(x) = g(x) y 4(¥) = g(¥Y), entonces
6 (y) .

ma 3.

g (x)

NOTA 3.2. La condicidn (i) del Teorema 3.1 puede

reemplazarse por:

(1% g(K) € 4(K), g(K) completo.
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