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Estudiar 1la evol uci6n del a .tear 1a dec anjul!l..

tos, el paso de la teorla '"ingenua" de Cantor a

la teorla axiomatizada de nuestros dlas, es rea~

mente estudiar la historia de los fundamentos de

sabre todo si dentro de esta, se
siglo en

la matematica
detiene especialmente en el siglo XIX,

el cual practicamente todas las ramas de la ma-

tematica atravesaron crisis que desembocaron en

su consolidacib6n.

Para ella, hay que remontarse en primera

instancia al mundo de los griegos. Se sigue es-

l:rahajo presentado a la profesora Clara Helena Sanchez en
el curso de Logica y Matematica 1V (filosofla de laMate-
matica) en la carrera de filosofla de la U. Nacional.
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te camino no porque antes de ellos no hubiera
existido matematlca, de hecho 1la hubo: 'queexi~
tiese una matematica prehelenica muy desarroll~
da es algo que hoy dla no puede ponerse en duda.
No solamente las nociones (ya de por sl muy ab~
tractas) de nGmero entero y de medida de magni-
tudes son utilizadas corrientemente en los docu
mentos mas antiguos que nos han Illegado de Egif
to y de Caldea, sino que el algebra babil6nica,
por la elegancia y seguridad de sus metodos, no
podrla ser considerada como una simple colecci6n
de problemas resueltos mediante una serie de tan
teos emplricos™. (N.  Bourbaki "Elementos de his
tor ia del asma termticas'™, p.12), sino por haber
sido ellos los primeros en esforzarse por conse
guir "demostraciones matematicas como una suce-
sian tal que no haya 1lugar a dudas al pasar de
un eslabon al siguiente, forzando al asentimien
to universal™. (N. Bourbaki opus cit.p.12). Es
en los "Elementos de Geometrla" de Euclides don
de suele verse el origen del metodo axiomatico.
Igualmente con esta obra, aparece la geometrla
como Fundamento de las matematicas. Ella satis-
facia, o mejor con ella podia estudiarse, 10
que originariamente se consideraba el objeto

de estudio de las matematicas: los nGmeros, las

magnitudes y las figuras. Sin embargo, con el
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reali-

y Bolyai llevo a

comprobarse que no se llegaba a contradiccion
alguna. En este sentido podriamos decir que Eu-
elides gano, aunque los estudios que le dieron
el triunfo con~ujeron a la aparici6bn de las ge~
metrias no euclidianas. -A pesar del 'triunfo”
del quinto postulado, como postulado, el apara-
to euclidiano tenia defectos que se fueron ha-
cienda evidentes. Se hizo notar que este "mo;de-
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lo insuperable" se apoyaba mds en la intuicidn
de lo que se creia (se creia que no se basaba
en ella para nada). Prueba de ello es el cons-
tante recurrir a las figuras, que al respecto

Blanché hace notar:

'""E1 texto hace creer que las figuras no estan ahi sino
como simples auxiliares del razonamiento, las cuales du-
plican en cierta forma la demostracidn 16gica mediante
una ilustracién sensible, sin serles indispensables. No
hay nada de ellos: suprimir la figura trazada o imagina-
da, y la demostracidn se viene abajo. No vayamos mds le-
jos de la primera proposicion de Euclides, que es un pro
blema: construfr un tridngulo equilateio sobre un segmen
to de recta dado AB. Se trazan dos circulos de radio AB,
uno con A como centro, otro con B: el punto de intersec
cién M, cuya distancia a A o a B es la del radio AB, se-
rd el tercer vértice buscado. Mas para quien no ve o no
se representa mentalmente la figura, la demostracidon es
deficiente:!Cémo sabe que uno de los dos circulos se cor
tan? La existencia del punto M ha sido mostrada, no de-
mostrada. (...) En las exposiciones cldsicas de geometria,
un andlisis atento descubre asi un gran nimero de propo-
siciones implicitas. En primer lugar las proposiciones
de existencia.(...) Después las proposiciones que se re-
fieren a la congruencia y que estan implicadas en diver-
sas operaciones, a las cuales se entrega mentalmente el

gedmetra. (...) Euclides y sus sucesores, hasta el dlti-
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me siglo, pasaron regularmente en silencio estas propied~
des, utllkanco las no obstante a cada paso, porque la vision
de las figuras las sugerra suficientemente. Es claro que

un metoda riguroso no puede permitirse este recur so perm~
nente ala Intuic lon™. (Blanche, "Defectos del Ap~

rato Euclidiano™).

Otro punto de critica a Euclides es la sepa-
racion entre los axiomas Yy los postulados. El
aXloma conlleva la idea de evidencia intelectual,
perc de nuevo la "evidencia” nos remite a la in-
tuicion, que naturalmente no es la misma en to-
dos. Tambien sucede que hay axiomas que en la i~
terpretacion conternpor~-nea no son totalmente v8-
lidos. Tal es el caso del que afirma que el todo
es mayor que Qla parte, valido cuando de conjuntos
finitos se trata, pero no en el caso de los iInfi
nitos. Es criticable tambien el uso de las defi-
niciones. En parte porque para definir un termino
es necesario el uso de otro terminos, y para eVl
tar la regresion al inf-nito es mejor partir de
unos pocos terminos indefinidos. Asi las defini-
ciones iran apareciendo poco a poco. Y en parte
porque se encue~tra que las definiciones inicia-

les de Euclides realmente no son definiciones si

no descripciones empiricas. Blanche nos dice:

"'Son propiamente designaciones. ( -..) Practicamen-
[ I

te no enuncian las propiedades fundamentales, las

que se utilizaran a fin de obtener de ahi todas
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las otras en las proposiciones donde figurara el
termino definido. (---.) Tratese de fTalsas defini
ciones iniciales o de verdaderas definiciones ul
teriores, las exposlciones clasicas de geometria
cometen con mucha frecuencia el error de presen-
tar como aparentemente simples formulas donde se
combinan en realidad dos enunciados de naturale-
za muy diferente, una proposicion y una denomina

cion”. (Blanche, opus. Cit.)

Todas estas crlticas al sistema euclidiano
responden al desarrollo de la logica en general
y de la axiomatica en particular. Con ellas y
con [la aparicion de las geometrias no euclidia-
nas, desde 1860 hasta 1885 fueron hechas varias
revisiones parciales del sistema euclidiano in-

tentando Ilenar las lagunas y abandonar la in-

tuicion. Pasch es el primero en lograrlo, aunque
es la obra de Hilbert ™Fundamentos de Geometrla™
la mas importante, pues ademas de "dar un siste-

ma completo de axiomas para la geometrla eucli-
dea, Hilbert clasifica estos axiomas en distin-
tos grupos de naturaleza diferente, y se ocupa

de determinar el alcance exacto de cada uno de

esos grupos de axiomas,no conformandose con de
sarrollar las consecuencias l6gicas de cada uno
de ellos, sino tambien discutiendo las distin-

tas ‘"‘geometrlas™ obtenidas suprimiendo o modifi
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cando algunos de estos axiomas" (N. Bourbaki.

Opus cit. p.32),

Todo esto trajo como consecuencia una revi-
sidn de las relaciones entre la matemitica y la
fisica. "Para los matemiticos las geometrias no
euclidianas tuvieron la virtud de socavar los fun
damentos de la geometria euclidiana y de facili
tar una nueva concepcidn de la geometria en la
que se elimina toda referencia intuitiva al espa
cio fisico y solo queda subsistente la abstrac-
cidn". (José Banini, "Historia de las ideas mo-

dernas en matem@ticas", p.14).

La "verdad matem&tica" deja de ser '"la ver-
dad"en un sentido absoluto referida al mundo de
la experiencia sensible. "El1l hecho de gue nues-
tra geometria elemental, fundada sobre los postu
lados de Euclides, encuentre tantas aplicaciones
itiles en la vida diaria, o resulte adecuada a
la solucidn de ciertos problemas, no es un hecho
inherente a la geometria, sino a la naturaleza
de los objetos de la vida diaria o de las ramas

de la fisica". (José& Banini, opus cit. p.14).

Por otra parte, paralelamente al desarrollo
de todo esto,en el siglo XIX también se llevd a

cabo la aritmetizacidn del andlisis. Basado en
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los problemas de 1indole infinitesimal, problemas
tambien muy antiguos (pensemos en las aporias de
Zenon de Elea), los trabajos de analisis estaban
plagados de intuicion, no estaban en absoluto

formalizados. Recibian criticas por ser unacien-
cia incomprensible con conclusiones apoyadas en
raciocinios no aceptados por la Logica. "Con Cau-
chy (1789-1857) el analsis iInfinitesimal adqui~
re bases solidas: precisa los conceptos de fun-
cion, de limite y de continuidad en la forma ac
tual (© casi actual) tomando el concepto de li-
mite como punto de partida delanalisis y elimi-
nando de la idea de funcion toda referencia a

una expresion formal, algebraica o no, para fun
darla sobre Lanoclon de correspondencia. Los con-
ceptos aritmeticos otorgan ahora rigor a los fun
damentos del analisis, hasta ahora apoyados en
una intuicion geometrica que quedara eliminada,

en especial cuando mas tarde sufre un rudo gol-
pe al demostrarse que hay Tfunciones continuas

sin derivadas, es decir: curvas sin tagentes”

(Jose Banini opus cit. p.20).

La aritmetizacion del analisis, antecedida
por la aparicion de 1la geometria analitica, que
da una 'representacion” en forma de figura ge~
metrica de lanocion de funcion, significa un

cambio en los fTundamentos: ellos se basaran aho
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ra en la aritmética (los objetos de la geometria
pueden expresarse con fdormulas). Ese trabajo de
aproximacidén de la aritmética y el andlisis se
centraba en el estudio de los nlmeros irraciona
les, hallando para ellos un modelo dentro de los
niimeros racionales (hacia 1870). Esto fue logra-
do, siguiendo diferentes caminos, por Cantor, De
dekind, Méray y Weierstrass. Con este adelanto
los enteros pasan a ser el fundamento de todas
las matemdticas cl&sicas. "Finalmente los mate-
maticos empiezan a darse cuenta de que sus tra-
bajos les llevan a ir contra la corriente "natu-
ral", y que debe considerarse legitimo en matemi
ticas razonar acerca de objetos que no posean
ninguna interpretacidén sensible” (N. Bourbaki
opus cit. p.36). Viene entonces la axiomatiza-
cidn de la aritmética. Sin embargo el reinado de
la aritm@ética durd poco tiempo, ella hubo de ab-

dicar en favor de la teoria de conjuntos.

Este cambio lo provocd Cantor, con bastantes
dificultades (en ello perdid la razdn). Hasta es
ta @poca las nociones referentes a los conjuntos
(o clases) no ofrecian dificultades, v eran asi-
milables en su mayoria a la 1ldégica aristotélica;
es decir, se trabajaba hasta entonces uUnicamente
con las nociones de inclusidn y de pertenencia.

Pero cuando comenzaban a intervenir las ideas.de
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niimero cardinal y de magnitud, comenzaban tam-
bién a surgir las dificultades. Es este el mo-
mento en que los matemd3ticos tuvieron que en-
frentar sin mis rodeos el problema del infinito,
el infinito visto en los dos sentidos: lo infi
nitamente pequefio o lo infinitamente grande,y
esta vez de una forma actual, pues el infinito
potencial, aceptado como fGnica posibilidad de
infinito desde Aristdételes, pierde su primacia.
Bolzano (1781-1848) define la equipotencia de
dos conjuntos (dos conjuntos son equipotentes
cuando se puede establecer entre sus elementos
una correspondencia biunivoca, es decir uno a
uno y sobre) y a partir de esta definicidn di-
ferencia y caracteriza los conjuntos finitos e
infinitos: son infinitos aquellos equipotentes
con un subconjunto propio (aquil es el punto don
de "el todo es mayor que la parte" deja de te-

ner validez absoluta).

Cantor trabaja la equipotencia, la enumera
bilidad de los conjuntos, v el problema de 1la
dimensidn. Hace notar que el conjunto de los
nlimeros racionales es enumerable; que los ente
ros y los reales no son equipotentes; y consi-
gue definir una correspondencia biunivoca entre
Ry R” (N > 1). Con esto se dedica completamen-

te a la teoria de conjuntos. Introduce la idea
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de conjunto bien ordenado (un conjunto A se dice
bien ordenado por la relacidn R si todo subcon-
junto B de A tiene un primer elemento (o minimo),
estudia los niimeros cardinales y formula el "pro
blema del continuo". Demuestra también la desi-
gualdad n < 2”. "La teoria cantoriana legitima
el infinito actual, este infinito como ser, que
estd "en la naturaleza de las cosas" y que has-
ta entonces habia estado reprimido, a manera de
complejo freudiano, para no permitir emerger a
la luz de la conciencia matemdtica mas que el
infinito potencial, el infinito como devenir. Y
asi como el siglo XIX habia legislado sobre es-
te infinito potencial, Cantor con su teoria de
conjuntos legislard, jerarquizara y clasificara
este infinito actual"™ (José& Babini, opus.cit.p.54).
A pesar de todos los avances de Cantor, en sus
teorias hay lagunas. "Dedekind muestra como la
misma nocidn de entero natural (sobre la que,
como hemos visto, habia llegado a apoyarse toda
la matemdtica cldsica) podia tambié&n obtenerse

a partir de las nociones fundamentales de lateo
ria de conjuntos (...) igualmente muestra (antes
de Peano) cdmo a partir de aqui se obtienen to-
dos los teoremas elementales de la aritmétiga".

(Bourbaki, opus cit. p.49).

La teoria de conjuntos llega a ser problemd
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tica con la aparicidn de los conjuntos paraddji
cos, esto causado aparentemente por un abuso de
la palabra 'todos'. Sin embargo, el problema es
més que lingliistico. Hablar del conjunto de to-
dos los conjuntos lleva a contradiccidn porgque
podria establecerse una equipotencia entre ese
conjunto y el de sus partes propias, lo cual en
tra en contradiccidn con la desigualdad n < 2H
demostrada por Cantor. Las soluciones a estas
paradojas varian seglin las corrientes matemati-
cas: "La solucidén de los logicistas (con Russell
a la cabeza) fue admitir un llamado "principio
del circulo vicioso": un elemento cuya defini-
cidn implica la totalidad de los elementos de
un conjunto, no puede pertenecer a este conjun-
to, lo que obligd a desarrollar una "teoria de
tipos", escalonando las proposiciones en una se
rie jerarquica, y a recurrir a un discutible
"axioma de reductibilidad". (...) E1 formalis-
mo puede ver su punto de partida en los '"Funda
mentos" de Hilbert, que ofrecieron el modelo de
una disciplina matemdtica construida segfin el
método axiomdtico, método gue no sélo era per-
fectamente adecuado al caracter formal de la ma
temdtica, sino que eliminaba de los fundamentos
matematicos la intuicidn, con sus habitos menta

les y sus moldes tradicionales. La emergencia
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B peuctd . Calombla
de las paradojas implicitas (en la teoria*QE‘CBQ

juntos) puso en evidencia que tales habitos men-
tales afectaban tambié&n al proceso ldgico mismo;
de ahi la necesidad de axiomatizar esta teoria,
tarea en que se empefiaron los formalistas. (...)
El intuicionismo cuenta entre sus precursores a
Kronecker (1823-1891), decisivo adversario de

Cantor, y para quien toda la matemdtica debia

fundarse sobre el nfimero natural, finico tipo de
nimero cuya existencia estaba asegurada". (Jos@

Babini, opus. cit. pp.60-63).

En general estos fueron los intentos por

axiomatizar la teoria de conjuntos:

1. Zermelo (1908): evita los conjuntos "muy gran
des" mediante un "axioma de separacidn", deter-
minando una propiedad P(x) un conjunto, cuando
los elementos que poseen dicha propiedad exis-
tian ya dentro de un conjunto dado. Esta solu-
cidn abarcaba paradojas como la "paradoja de Ri
chard". Era necesario restringir el sentido de
la nocidn "propiedad".

2. Von Neumann: precisa la idea de Cantor de dis
tinguir dos tipos de conjuntos, y da dos tipos
de objetos, "conjuntos" f "clases". Estas iltimas
no se localizarian nunca a la izquierda del sig-
no € (no serfan nunca elementos de un conjunto
de conjuntos). Reivindica asi la nocidn de "ola-

se universal", clase que no seria un conjunto.
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3. Bernays-Godel: dieron variantes del sistema

de von Neumann.

Todas estas soluciones, que al parecer no
son definitivas, satisfacen a los formalistas,

pero conllevan varias restricciones.

Después de recorrer con enormes pasos el ca
mino desde los griegos hasta comienzos de nues-
tro siglo XX, para llegar a la conclusidn de
que enlateoria de conjuntos no se ha dicho toda-
via la Gltima palabra, debemos mencionar proble
mas que no son sbdlo de indole matematica y que
han estado presentes a todo lo largo del desa-
rrollo de la teoria. S8lo los mencionaremos va
que una contemplacidn detallada de estos proble
mas sobrepasa mnuestras capacidades actuales de

tiempo y de analisis.

El primer problema, irresoluble, aparente-
mente, para los matemdticos de la antiguedad,
es el del infinito. Es md&s que un problema psi
coldgico relacionado con la posibilidad de ima
ginar. Ese tema ha ocupado tambié&n a los fild-
sofos, y porqué no decirlo, a los tedlogos. In
cluso no es extrafio encontrarnos con referen-
cias al infinito en relatos mitoldgicos. El in

finito ha sido asociado al mundo de las divini
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dades, al "lugar sin limites". Sin embargo, pa-
rece ser que matematicamente, se llegd al punto
de tratar al infinito como a un nimero, se le ha
desprovisto de "ubicaciones" espaciales. Se nos
habla matemdticamente de '"cuando el limite de
una funcidn tiende al infinito"; o de cardina-
les transfinitos. ({Qué pensarian los pitagbricos,
que tuvieron cisma en su sociedad secreta por
causa de "raiz de dos" si se les hablara de va-
rios tipos de infinito? De nuevo hay que recor-
dar la independencia adquirida por la matemdti-
ca. No es ya una ciencia empirica, que tenga que
dar cuenta de la realidad sensible, es una cien
cia tedrica, de manera que cuando hablamos de
£os infinitos, no es problema matemdtico si 1la
naturaleza se ajusta a categorias de este tipo

o no.

Otro problema que tiene tambi&n mucho que
ver con la "independencia'" de la matematica es
el sucitado por el predicado de existencia.
(Cudndo podemos predicar existencia en matemati-
ca? Los intuicionistas de comienzos de siglo
necesitaban una prueba de existencia de los con
juntos. No aceptaban reducir la nocidn de ente-
ro a la de conjunto. Para algunos matematicos
es necesario que, para que un ente matematico

ex{sta, se nombre una funcidn que lo defina de
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modo Gnico. Esto nos remite de forma casi inme-
diata a plantearnes preguntas extramatemdticas.
¢Hasta qué punto los problemas matemdticos son
de indole nominalista? ¢Realmente podemos des-
terrar los vicios y defectos de los lenguajes
naturales con los sistemas formales? ¢Estéan los
problemas realmente en la expresidn del pensa-
miento, o mas bien en el pensamiento mismo?
¢Cémo separar el pensar del hablar? Estas pre-
guntas que aqui no tendr&n respuesta, dan fin a
estas breves reflexiones, sdlo nos queda citar

a Leibniz:

"La matem&tica universal es, por as?

decirlo, la lbdgica de la imaginacidn”
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