
BoZetin de lbtematicas
VoZ. XX~ N2. 1 (]986)

MEDIDA DE NO-COMPACIDAD Y EC A IONES
DIFERENCIALES EN ESPACIOSIE BANACH

Wie.-6lawa. Ka.c.zoll

1. INTROOUCCION.
Sea n una funcion acotada definida en

[O,TJxR(x ,Il) y con valores en un espacio de Ba-o
nach E de dimension infinita, donde K(x ,Il) c E

o -
es la bola cerrada de centro en X y radio Il.

o
Como se sabe, el clisico teorema de Penno y su
generalizacion por Caratheodory no son v51idos
en espacios de dimension infinita (J. Dieu n n e
[5]). En 1970, J. York [10J m o s t r o que e L p r o b I e

rna inicial de Cauchy
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donde 6 es continua no tiene soluciones en el es
. .lb (t 2) .paclo de Hl ert En el articulo de A. Laso

ta y J. York [8] puede encontrarse un ej emplo
mas simple en t2. A. Cellina en [3] da una mane-
ra elegante de construir contraejemplos en espa-
cios de Banach no reflexivos. Hasta 1975 no se
sabia si los unicos espacios donde vale el t~or~
rna de Peano son los de dimension finita. En este
a fio , A.N. Godunov [7] m os t rS que en todo espacio
de Banach de dimension infinita existe una fun-
cion continua 6 tal que el problema (1) no tiene
sol"ucion. Sin embargo de [8J resulta que "la ma-
yor p ar t e" (en el sentido de ca t e go rLa s de Baire)
de las ecuaciones diferenciales con 6 continua
tienen soluciones. A su vez, en este articulo se
demuestra que el conjunto ~ de las funciones con
tinuas 6 para las cuales (1) tiene solucion es
dense y del tipo Go en la clase~ de todas las
funciones continuas y definidas en [0, r] xK(x ,Jr.).

o

Del trabajo de A.N. Godunov es claro que n-R
es no vacio. Con una ligera rnodificacion de la
demostraeion del teorema de Godunov, G. Piani-
giani [9] rnostro que ~-~ es dense en~.

Vale la pena entonees bus car teoremas de exis
teneia para (1).
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En 10 que slgue, vamos a probar un teorema
de este tipo, usando como herramienta la nocion
de medida de no-compacidad.

2. NOTACIONES.
En 10 que sigue usaremos las notaciones si-

guientes: E sera un espacio de Banach de dimen-
sion infinita con norma 11·11 Eye como cero. Si
X S E, denotaremos con convX a la envolvente
convexa cerrada de X. Vamos a trabajar con las
siguientes familias de subconjuntos de E:

7T1- la familia de todos los subconjuntos no va
clos y acotados de E;

1T1c.__la subfamilia de JT1 de todos los cerrados;

71 - la familia de todos los subconjuntos no va
clos y relativamente compact s de E.

Definimos las operaclones algebraicas sobre
conjuntos de la manera usual:

X+Y {X+y: X e::X y y e::Y}; X SE, Y S E

AX {AX: X e: X}; A E :n:z, X c E.
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3. MEDIDA DE LA NO-CO"PACIDAD.
Consideremos primero los llamados nGcleos de

medida.

DEFINICION 1. Se denomina nGcleo de medida de no-
compacidad a toda familia no vac1a f que satisfa-
ga las condiciones siguientes:

1) Si X E: 'f entonces X c 'f

2) Si X c f , Y c X y Y =I 0, entonces Y E: T

3 ) SiX, Y e= 'P y A c [0, 1] en ton c es AX+ ( 1- A )YeT

4) Si X E: 1 entonces convX E: '?

5) 'Pc. es cerrado en 1Tl.c. can respecto a la topo-
10gla de Hausdorff (TC. es la subfamilia de to
dos los cerrados de 'P) .

DEFIWICIOH 2. Una funcion ~:J71 ~ [0,00) se denomi
na una medida de no-compacidad can nGcleo P
(N(~) = T) si cumple las condiciones siguientes:

1) ~(X) o si y solo si X e= T

2) ~(X)

3) Si X c Y entonces ~(X) .:S ~(Y)

4) ~(convX) = ~(X)

5) ~(AX+(l-A)Y) ~ A~(X)+(l-A)~(Y) donde A E: [O,lJ



y si
Si \1 E '1Tl ''. XI1+lc; .K

lim ].l(Xn) = 0
11-+00

5aportes

6)

11\) V;j-

cio.

Llamaremos medidas sublineales .3 J ,IS <[lie ad e
mas cumplan

7) ].l(X+Y) ~ ].l(X) + ].l(Y)

8) ].l(AX) = !AI].l(X), A e:: ]1.

Los nGcleos de las medidas sublineales son
cerrados con respecto a las operaciones algebrai

cas.

Hay muchos ejemplos de medidas de no-compa-
cidad; las bien conocidas medidas de KuraLowski
y de Hausdorff tienen las propiedades 1) - 8).

Si X e:: C([O,T], E) e s c n i.b Lr e tn o s

~X~C = max{~x(t)~E : t e:: [O,TJ}

y

X(t) {x(t) X e:: X} para X c= C([O,T] .r i .

El numero

t :: e:: [O,T]

y I t-f.! I ~ E: }
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es el llamado m6dulo de Qont~nu~dad de la fun-
cion X e= C([O,TJ ,E) y si Xc: C([O,T] ,E)

w(X,£) = s up i to C x j e ) : X e= X}

es el llamado modulo comun de continuidad de to-
dos los X e= X.

Escribiremos tambien

w (X)o lim w(X,£)
£-+0

Sean ~ una medida de no-compacidad en E y

~*(X) = sup{~(X(t» : t e::: [O,T]}

Se tiene, se gIin se puede ver en [2J, el siguiente

LEMA 1. La funcion

- *u (X) = w (X) + u (X)
o

es una medida de no-compacidad en C( [0, T] ,E) cuyo
•nucleo es la familia de todos los subconjuntos

acotados y equicontinuos (todas las X E X son
equicontinuas) X de Cc[O,T],E) tales que X(t) E

N(~) para todo t e: [O,T].

Escribiendo
t t
/ X (tJ ) d-6 { J X (tJ ) d.6 X e: X }
0 0
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podemos eoneluir e1 resultado que puede verse en
[6] del siguiente

LENA 2. Si X c C( [0. rJ ,E) es aeotado y equieon-
tinuo, y si ~ es una medida de no-eompaeidad
sublineal en E, entonees

:t :t~(J X(~)d~) ~ J ~(X(~))d~.
o o

4. TEOREMA DE EXISTENCIA.
Vamos a demostrar un teorema que generaliza

resultados de K. Goebel y C. Daeka [4J.

TEOREMA. Sea 6: [O,ijxK(x )/L) -+ E uniformemente
o

eon tin ua y tal que II·6 (:t , x ) II E ~ M, don de MT ~ /L •

Sea ~ una medida de no-eompaeidad sunlineal en
E tal que {x } E N(~). Supongamos que para ea-

o
da :t E [0, T] y X c K (x , /L) .o

donde lim LJII = +00
n-+oo

mas que existe una

y lim Pn = 1. Supongamos ade
11-+00

eonstante A tal que

(3) L ~ A Sn 11
n = 1.2, ...•

donde Sn
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Entonces, el problema de Cauchy (1) tiene
par 10 menos una s o Lu c Ld n X definida en [0, TJ y
tal que {x(,t)} E: N(]l) para t: E: [0, TJ.

DemostpQcion. Podemos suponer, sin perder gene-
ralidad, que las sucesiones
(L ) son crecientes.n n= 1 , •••

(p ) -n n- 1 , ...
y

Es evidente que
lim Pn = 1.
n-+oo

lim
n-+oo

S n +00 ya que

Denotemos can F al operador integral defini-
do por

(4 ) (Fx) (t)
t

X + f 6(~,x(~»d~.o a

Sean tambien

x = ix E: C<[O,T],E):x(O)a

(5) Ilx(~)-x(t)IIE ~ Mlt-~I}

X 1 = convF Xn+ n n= 0,1, •••

Todos los X son acotados, cerrados, con-n
vexos y equicontinuos.

Ademas

( 6 ) ]l ( X (t» ~ Mt u ( K ( e , 1) ) .
a
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Tenemos
t

u (X 1 (t» ~ u ( J 6 (-6 ,X 0 (-6 ) ) d-6) •
o

Al aplicar el Lema 2 a esta desigualdad se ob-
tiene que

t
).l(Xl (t» ~ J ).l(n(-6,Xo(-6»d-6

o

y de (2), (3) y (6) resulta que

Analogamente

t p
)J(X

2
(t» ~ J L2().l(X1 (-6») 2d-6

o

y par induce ion
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Pero 1a .,suceSlon

«M~(K(e,1»)P1P2" .Pn)
A n=1,2, ...

es acotada y si t < l/A entonces
S

lim (At) n o.
n+oo

Si [O,T] c: [O,l/A) entonces

(8) lim ~ (X (t» = 0 uniformemente sobre [0, T]
n+oo n

Sea ahara ~ la medida de no-compacidad en
C([O,T],E), definida en e1 Lema 1. Entonces,

*w (X ) +~ (X ),
o n n n= 0,1, ...

como

w (X ) = 0, n = 0,1, ...
o n

y los Xn son cerrados, con Xn+1 c: Xn, de 10 di-
cho anteriormente y de (8), se obtiene que

1im ~ (X ) = O.
n+oo n
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Como co n s e c u e n c ra de 6)', de la Definicion 2
00

se obtiene que n X = Xoo es no vacio y compacn=l n -
to. Es claro que Xoo es tambien convexo. Pero
F(Xoo) c Xoo; entonces, del teorema de Schauder,
F tiene un punta fijo que es una solucion de
nuestro problema.

Si [O,T] ¢ [O,l/A) entonces podemos repetir
todo el razonamiento, puesto que {x(t)} E N(W)

para t E [O,l/A). Despues de un numero de fini-
to pasos obtendremos el resultado deseado. !

Notese que usando las medidas definidas en
el ultimo parrafo podemos no solo afirmar que
el problema (1) tiene solucion sino tambien que
{x(t)} E N(]J) para t E [0, T]. Conociendo el nu-
cleo N(]J) podriamos afirmar mucho mas sobre la
naturaleza de estas soluciones.
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