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MEDIDA DE NO-COMPACIDAD Y ECUACIONES
DIFERENCIALES EN ESPACIOS DE BANACH

Wieslawa Kaczon

1. INTRODUCCION.

Sea f una funcidn acotada definida en
[O,T]XR(XO,&) y con valores en un espacio de Ba-
nach £ de dimensidn infinita, donde K(Yo,n) = E
es la bola cerrada de centro en Xo y radio *X.
Como se sabe, el clasico teorema de Peano y su
generalizacidn por Caratheodory no son vilidos
en espacios de dimensidon infinita (J. Dieudonn®
[5]). En 1970, J. York [10] mostrd que el proble
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donde § es continua no tiene soluciones en el es
pacio de Hilbert (fz). En el articulo de A. Laso
ta y J. York [8] puede encontrarse un ejemplo
mas simple en Iz. A. Cellina en [3] da una mane-
ra elegante de construir contraejemplos en espa-
cios de Banach no reflexivos. Hasta 1975 no se
sabia si los Gnicos espacios donde vale el teore
ma de Peano son los de dimensidn finita. En este
ano, A.N. Godunov [7] mostrd que en todo espacio
de Banach de dimensidn infinita existe una fun-
cidn continua § tal que el problema (1) no tiene
solucidn. Sin embargo de [8] resulta qhe "la ma-
yor parte"™ (en el sentido de categorias de Baire)
de las ecuaciones diferenciales con § continua
tienen soluciones. A su vez, en este articulo se
demuestra que el conjunto‘ﬁ'de las funciones con
tinuas § para las cuales (1) tiene solucidn es
denso y del tipo GG en la clase 'H de todas las

funciones continuas y definidas en [O,T]Xk(xo,n).

Del trabajo de A.N. Godunov es claro que H-H
es no vacio. Con una ligera modificacidén de 1la
demostracidn del teorema de Godunov, G. Piani-

giani [9] mostréd que H-H es denso en H.

Vale la pena entonces buscar teoremas de exis

tencia para (1).
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En lo que sigue, vamos a probar un teorema
de este tipo, usando como herramienta la nocidn

de medida de no-compacidad.

2. NOTACIONES.

En lo que sigue usaremos las notaciones si-
guientes: E sera un espacio de Banach de dimen-

e . Sl
si0on infinita con norma

EY O como cero. Si
X = £, denotaremos con convX a la envolvente
convexa cerrada de X. Vamos a trabajar con las

siguientes familias de subconjuntos de E:

JTT - l1la familia de todos los subconjuntos no va
cios y acotados de E;

771C—la subfamilia de JT7l de todos los cerrados;

Tl -1la familia de todos los subconjuntos no va

cios y relativamente compactos de E.

Definimos las operaciones algebraicas sobre

conjuntos de la manera usual:

X+Y = {x+y: x eXyy <V}l ; X<SE Vot

M ={: x=X}; rxeR, Xct
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3. MEDIDA DE LA NO-COMPACIDAD.

Consideremos primero los llamados nlcleos de

medida.

DEFINICION 1. Se denomina nilcleo de medida de no-
compacidad a toda familia no vacia P que satisfa-

ga las condiciones siguientes:

1) Si X € P entonces X =P

2) Si X «®P , YV =X y VY # 0, entonces ¥ &P

3) 8i X,Y«eP y A [0,1] entonces AX+(1-AN)Y e P
4) Si X &« P entonces convX € P

5) ?Q es cerrado en Jilc con respecto a la topo-
logia de Hausdorff (?c es la subfamilia de to

dos los cerrados de P).

DEFINICION 2. Una funcidn u:"JJL - [0,) se denomi
na una medida de no-compacidad con nicleo P

(N(p) = P) si cumple las condiciones siguientes:

1) p(X) 0 si y s6lo si X =P

u(X)

2) p(X)
3) Si X = ¥ entonces H(X) < u(Y)
4) p(convX) = p(X)

5) M(AX+(1-2)Y) € Ap(X)+(1-2)u(Y) donde X = [0,1]
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6) Sixnazvnc,x

& ’

y si %ig u(X,) = 0 entonces N Xn es no va-

cio.

Llamaremos medidas sublineales a las que ade
mas cumplan
7) u(X+Y) < u(X) + udy)
8) p(AX) = IAlu(X), A e R.

Los niucleos de las medidas sublineales son

cerrados con respecto a las operaciones algebral

cas.

Hay muchos ejemplos de medidas de no-compa-
cidad; las bien conocidas medidas de Kuratowski

y de Hausdorff tienen las propiedades 1) - 8).

Si x = C([O,T], E) escribiremos

Xl e max{nx(t)uE : t e [0,T]}

X (L)

{x(2) : x € X} para X = C([0,T],0).
E1l nUmero

w(x,e) = sup{"x(t)-x(A)HE: t,8 = [O,T}

y |t-s] < €}
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es el llamado médulo de continudidad de la fun-
cidn x e C([0,T],E) y si X = C([0,T],E)

w(X,e) = sup{w(x,e) : x = X}

es el 1llamado mddulo comiGn de continuidad de to-

dos los x = X.
Escribiremos tambié&n

w (X) = 1im w(X,€)
o €0

Sean Y4 una medida de no-compacidad en E y
p*(X) = sup{pu(X(#)) : t « [0,T]}

Se tiene, segin se puede ver en [2], el siguiente

LEMA 1. La funcidn
~ *
HX) = w (X) + u (X)

es una medida de no-compacidad en C([0,T],E) cuyo
nicleo es la familia de todos los subconjuntos
acotados y equicontinuos (todas las x « X son
equicontinuas) X de C([0,T],E) tales que X(%)
N(u) para todo t « [0,T].

Escribiendo

- t
[X(8)ds { [x(8)ds :x € X}
(o] (o}
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podemos concluir el resultado que puede verse en

[6] del siguiente

LEMA 2. Si X < C([O,T],E) es acotado y equicon-
tinuo, y si U es una medida de no-compacidad

sublineal en E, entonces
1 X
u(f X(8)ds) < [ u(X(s))ds.
o

(o}

4. TEOREMA DE EXISTENCIA.

Vamos a demostrar un teorema que generaliza

resultados de K. Goebel y C. Dacka [4].

TEOREMA. Sea 6:[0,ﬂXR(XO,n) + E uniformemente
continua y tal que "6(I,X)HE < M, donde MT < 4.
Sea Y una medida de no-compacidad sunlineal en

E tal que {xo} e N(u). Supongamos que para ca-
da £ = [O,T] y X & K(xo,n)

() w(E0) € L@on™ n=1,2,...,

donde 1lim L, = + y lim p, = 1. Supongamos ade
Nn->oo n-»oo

mds que existe una constante A tal que

(3) L. & AS ., B = 120005

donde Sn = 1+p1p2...pn+p2...pn+...+pn.
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Entonces, el problema de Cauchy (1) tiene
por lo menos una solucidn X definida en [O,T] y

tal que {x(£)} & N(u) para £ e:[O,T].

Demostracidn. Podemos suponer, sin perder gene-

ralidad, que las sucesiones (p ) y
nn=1,...
(Ln)n=1,... son crecientes.
Es evidente que 1Im S = +® ya que
n—>o
1im = 1.
Nn-—+>co Pn

Denotemos con F al operador integral defini-
do por
z
(4) (Fx)(2) = x_ + [ §(s,x(8))ds.
0

Sean también

XO = {x C([O,T],E):X(O) = X, v

(5) Hx(A)—x(t)”E < M{t-5]}

Xn+1 convF Xn , n= 0,1,...

Todos 1los Xn son acotados, cerrados, con-

vexos y equicontinuos.

Ademas

(6) u(XO(I)) < Mt u(K(6,1)).
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Tenemos tambi&n qu §éééééeeeeeeeeeeeeeeea

£
MK (D) € u( [ §8,X (8))ds).
o

Al aplicar el Lema 2 a esta desigualdad se ob-

tiene que

1
WX () < [ u(f(s,X (8))ds
o

y de (2), (3) y (6) resulta que

% P1
wX (1) € I Ly u(X (8))) "ds

P L P +1
L, (Msu(K(8,1)) 'ds = T~ (Mu(K(8,1))) S

= 1+p

O%\H

S

A

Andlogamente

1 2
WX, () S f L,(u(X (8))) “ds

P2
Ly (u(k(8,1))) P12 52

V7
r\

(1+p1)p2(1+p1p2+p2)

Sy

PP
< (AD) M (K(e, 1)) P1P2

y por induccidn
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S coup
(1) WX, (D) € (At n (MU(K(i,l)))Plpz n

Pero la sucesiodn

((

Mu(K(e,l)))PIPZ"'pn)
A A=l 2, s

es acotada y si £ < 1/A entonces

SV[
1im (At) " = 0.

N>

Si [O,T] = [O,I/A) entonces

(8) 1im LJCXn(t)) = 0 uniformemente sobre [O,T]

>

Sea ahora J la medida de no-compacidad en

c([0,T],E), definida en el Lema l. Entonces,

" *
(9) U(Xn) = wo(Xn)+u (Xn)’ n= 0,1,...
como

wo(Xn) = 0, n= 0,1,...

y los Xn son cerrados, con Xn+1 o Xn, de lo di-

cho anteriormente y de (8), se obtiene que

1im u(Xn) = 0.

n—roo
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Como consecuencia de 6), de la Definicidn 2
[e¢)
se obtiene que [| X = X, es no vacio y compac

n
n=1
to. Es claro que Xm es también convexo. Pero
F(X,) = X,; entonces, del teorema de Schauder,
F tiene un punto fijo que es una solucidn de

nuestro problema.

Si [O,T] & [O,I/A) entonces podemos repetir
todo el razonamiento, puesto que {x(£)} e N(u)
para 1 = [O,I/A). Después de un nimero de fini-

to pasos obtendremos el resultado deseado. A

Notese que usando las medidas definidas en
el Gltimo parrafo podemos no solo afirmar que
el problema (1) tiene solucidn sino también que
{x(t)} € N(pu) para t = [O,T]. Conociendo el na-
cleo N(p) podriamos afirmar mucho mas sobre la

naturaleza de estas soluciones.

*
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